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Resumen

En el presente trabajo se analiza la controlabilidad de estado para sistemas dindmicos
lineales y la formulacion de variedades criticas basadas en el criterio de rango completo
dado por kalman [18]. Usando estas variedades criticas, se realiza el cdlculo de los
vectores normales utilizando el esquema desarrollado por Moénnigmann y Marquardt
[23], los cuales permiten caracterizar paramétricamente diferentes estados de un sistema
obteniendo regiones de no controlabilidad que contribuye al diseno robusto de sistemas
dindmicos controlables. De manera ilustrativa, se aplica esta metodologia a la operacion
unitaria intercambio caldrico tomando los parametros de disenio especificos asi como del
punto de operacién de un intercambiador caldrico particular [19] linealizando el modelo,
como se hizo en el trabajo de Marin, Munoz y Taborda [20], obteniendo relaciones de
controlabilidad en funciéon de los pardmetros de diseno generales del intercambiador

caldrico.

PALABRAS CLAVE:

Vector normal; controlabilidad; sistemas dinamicos.
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Capitulo 1

Introduccion

La controlabilidad de estado es una de las propiedades que se deben garantizar para
el diseno de sistemas dinamicos. Tener en cuenta condiciones y restricciones sobre
los parametros de diseno desde las primeras etapas, ayuda no solamente a garantizar el
funcionamiento adecuado del sistema en lazo cerrado, sino que también permite analizar
que las transiciones entre los estados cumplan las restricciones impuestas por razones

econdmicas, de eficiencia, calidad entre otras.

En la primera parte de este trabajo se establecen las condiciones necesarias y suficientes
para garantizar la controlabilidad de estado sobre sistemas dinamicos lineales desde un
punto de vista geométrico, definiendo las variedades de controlabilidad en términos
de los parametros de diseno y tomando como referencia el criterio de rango completo
establecido por Kalman [18]. Es asi que siguiendo el método propuesto en [23], se define
el esquema de vectores normales para variedades criticas de controlabilidad, variedades
que se definen con el fin de establecer restricciones y condiciones del sistema y garantizar
de esta manera la robustez del diseno del sistema. Por ultimo se aplica la metodologia
desarrollada para formular la variedad critica de controlabilidad sobre la Operaciéon
Unitaria Intercambiador Caldrico, estableciendo regiones de no controlabilidad para
una configuracién particular [19], y calculando los vectores normales que serviran para
caracterizar los parametros de diseno del sistema para las primeras etapas del diseno

integrado de la planta.

21



29 CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1 CONTROLABILIDAD DE SISTEMAS DINAMICOS LINEALES

Ziegler y Nichols [34] definen la controlabilidad como la habilidad que tiene un proceso
de alcanzar y mantener un valor de equilibrio deseado. Skogestad [28] define la contro-
labilidad de entrada-salida como la capacidad de alcanzar un desempeno aceptable de
control, esto es, el mantener las salidas acotadas o desplazamientos dentro de algunos
valores de referencia a pesar de la presencia de variaciones desconocidas pero acotadas,
tales como perturbaciones y cambios en el proceso, usando entradas y medidas alcanz-

ables.

Esta nocién de controlabilidad de un sistema yace en los trabajos desarrollados por
Bellman [2] y Pontryagin [22] en los afios 50, y se logra observar la utilidad adquirida
por la teorfa de control. En su obra [18], Kalman inicia el estudio de la teoria pura de
control, teniendo como objetivo responder a las interrogantes acerca del tipo y cantidad

de informacién que se necesita para lograr el tipo de control deseado sobre un sistema.

La mayoria de los estudios de controlabilidad para modelos lineales se han ocupado de
los factores que impiden las inversiones fisicamente realizables de la funcién de trans-
ferencia de la planta tales como tiempos de retardo (time delays), ceros del semiplano
complejo positivo RHP (Right-Half Plane), modelo bajo incertidumbres y variables
de restriccién manipuladas. Existen dos grandes métodos que tienen en cuenta estos

factores. El método de la resiliencia Dindmica y el método de controlabilidad funcional.

Dentro de la resiliencia dindmica, Garcia y Morari [24] usan una estructura de control,
llamada control por modelo interno (CMI) para representar de la mejor manera posible
el controlador que es alcanzable. La suposicion de que el controlador ideal es el inverso
de la funcion de transferencia del proceso da una cota superior de controlabilidad que
lleva a Holt [16] a usar este concepto para medir la controlabilidad. Sin embargo, por la
realizacion fisica del mismo se ve limitado y la resilicencia dinamica sirve como indicador
para generar las medidas de alcanzabilidad de un control perfecto. Asi es como Holt
estudia el efecto de los ceros RHP sobre la controlabilidad de procesos quimicos. Estos
se vuelven polos inestables en la inversa de la funcién de transferencia del proceso, lo
que exhibe un comportamiento de respuesta inversa. Skogestad y Morari [29] hacen
uso del método RGA (Relative Gain Array) como marco de referencia para medir los

efectos de la incertidumbre para sistemas lineales, proponiendo un valor singular minimo
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Omin Para juzgar el rendimiento del proceso alcanzable, sin embargo la magnitud de las
perturbaciones que pueden ser rechazadas estan limitadas por las restricciones sobre las
variables manipuladas las cuales tienen un efecto negativo sobre la controlabilidad del

proceso.

La controlabilidad funcional es definida al considerar un espacio de estados para un
sistema lineal. Un sistema lineal se dice funcionalmente controlable si dado un flujo ~
y funciones de salida y con las condiciones iniciales de las variables de estado, existe
una manipulacién en los flujos que generan las funciones de salida. Esto ofrece una
herramienta para evaluar la controlabilidad y evita limites en la inversién del proceso
tales como ceros RHP, retardos, restricciones de variables manipuladas y modelos de

incertidumbre [31].

1.2 VARIEDADES CRITICAS EN SISTEMAS DINAMICOS

Las variedades criticas sobre sistemas dinamicos separan el espacio de parametros en
regiones en las cuales el sistema manifiesta un comportamiento cualitativo diferente,
como por ejemplo en los puntos de bifurcaciéon, o puntos en donde las restricciones

sobre las variables de estado o salidas son violentadas.

Estas variedades han sido formuladas respecto a las bifurcaciones en las cuales los puntos
de equilibrio pierden estabilidad en [23], y también se formulan con respecto a puntos
criticos en general. Esto permite caracterizar de forma paramétrica las soluciones de
equilibrio imponiendo restricciones de distancia minima, encontrando regiones donde

se conserva la operabilidad del sistema.

Una vez definidas estas variedades criticas, es posible definir restricciones que garan-
ticen un diseno robusto adecuado mediante el calculo de vectores normales sobre las
variedades criticas [23]. Este tipo de consideraciones para incrementar los méargenes de
estabilidad han sido discutidas en [11] y [14], y no s6lo han sido aplicados a sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), sino que también se han aplicado a sistemas
de ecuaciones algebraico-diferenciales (EAD) [8], [9], [32] v [33].
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1.3 OBJETIVOS

1.53.1 OBJETIVO GENERAL

Extender el método de vectores normales sobre variedades criticas para establecer fron-

teras de controlabilidad.

1.3.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Definir las variedades criticas de controlabilidad para encontrar regiones de con-
trolabilidad/ no controlabilidad de sistemas dindmicos lineales.
e Aplicar el esquema de vectores normales sobre estas variedades criticas.

e Proponer restricciones que permitan el diseno robusto de sistemas lineales.



Capitulo 2

Variedades criticas de

controlabilidad

A continuacion se muestran algunas definiciones y resultados sobre las variedades desde
un punto de vista geométrico, para definir las variedades criticas de controlabilidad de
sistemas dindamicos lineales, tomando como referencia el criterio de controlabilidad de
rango completo de Kalman [18], para posteriormente utilizar el esquema de derivacion
de vectores normales y establecer las restricciones sobre los parametros de diseno del

sistema.

2.1 VARIEDADES

La palabra variedad es usada para describir varios tipos de conjuntos que cumplen
con ciertas caracteristicas, por ejemplo variedades topoldgicas, variedades complejas,
variedades analiticas y c*-variedades. Para los fines del presente trabajo se consideran
las variedades diferenciables, y para ello se parte de algunos conceptos desde el punto
de vista topologico.

Definicién 2.1.0.1. Un espacio topologico M es localmente euclidiano de dimension

n st todo p € M tiene una vecindad abierta A, C M tal que existe un homeomorfismo

25
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¢ de A, a un subconjunto abierto de R", esto es ¢ : A, C M — R".

A la pareja (A,, ¢) se le denomina carta local alrededor de p, a A, una vecindad co-
ordinada y a ¢ un sistema coordinado sobre A,. También se dice que la carta (A4,, @)
esta centrada en p si ¢(p) = 0.

Definicién 2.1.0.2. Una variedad topologica M de dimension n es un espacio topoldgico

de Hausdorff, con base contable, localmente euclidiano de dimension n.

¢(Ap) R*

Figura 2.1. Sistema coordinado sobre A, de una variedad M.

En la figura 2.1 se observa que para cada punto p € M se tiene una vecindad abierta
homeomorfa a un abierto de R™. La dimensién de una variedad topoldgica esta bien
definida puesto que no es posible que un subconjunto abierto de R™ sea homeomorfico a
un subconjunto abierto de R™ si n # m por el teorema de Brouwer sobre la invarianza
de la dimensién [17].

Teorema 2.1.0.1. Invarianza del dominio de Brouwer: Sea A un abierto de R™

y B un abierto de R™ tal que A y B son homeomorfos. Entonces n = m.

Sean (A,¢ : A — R") y (B, : B — R") dos cartas de una variedad topoldgica.
Como AN B es un abierto de Ay ¢ : A — R"™ es un homeomorfismo a un abierto de
R™, la imagen ¢(A N B) también estd en un abierto de R”. Similarmente (A N B)
se encuentra en un abierto de R™. Para cada p € AN B, el conjunto de coordenadas
locales (¢1(p), - - -, ¢n(p)) hacia el conjunto de coordenadas locales (¢1(p), ..., ¥n(p)) es

llamada una transformacién de coordenadas sobre A N B.

A menudo los conjuntos (¢1(p), ..., ¢n(p)) v (¥1(p), - .., ¥n(p)) son representados como
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vectores n-dimensionales x = col(x1,...,x,) y y = col(yi, ..., yn) respectivamente. Asi

la transformacién de coordenadas 1) o ¢! puede ser representada de la forma

Y1 yi(z1, ... )
Yn yn(ajla--'mn)

y la transformacién inversa ¢ o ¢)~! de la forma
T = z(y).

Definicién 2.1.0.3. Dos cartas (A, ¢ : A — R") y (B,v : B — R") de una variedad

topologica son C*°-compatibles si las dos aplicaciones
pop i p(ANB) = ¢(ANDB), hop ' :dp(ANB) — (AN B)

son homeomorfismos de clase C™. (Figura 2.2).

Figura 2.2. Cartas C'**°-compatibles.

De acuerdo a [12], una variedad suave M € R" de dimensién k con k& < n puede ser
descrita, al menos localmente sobre M, por n — k funciones suaves ¢, s, ..., 9, las
cuales sirven como coordenadas sobre un punto p € M. Esta variedad es localmente

euclidiana a E*. Se dice entonces que M es una k-variedad determinada por 1 y viene
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determinada al igualar a cero cada una de las funciones ;. Por ejemplo si se hace
k =2y n =3, entonces la variedad M es una superficie 2-dimensional en E3. Si k =n

cualquier subconjunto abierto de E™ sera una n-variedad.

Definicién 2.1.0.4. Sea 1 < k < n, ¢ > 1. Una variedad M de dimension k y
clase C9 tiene la propiedad de que para todo p € M existe una vecindad A de p y
Y = (V1,...,Yn_r) de clase C'? sobre A, tal que D) (p) tiene rango n — k para todo
pedy

M={pecAl|y(p) =0} (2.1)

Cuando se da (2.1), se dice que M es una k-variedad definida por ). Una variedad puede

ser vista como una generalizacion no lineal de un subespacio de un espacio vectorial.

2.1.1 ESPACIO TANGENTE

Una variedad se puede aproximar de manera lineal en una vecindad para cualquier
punto p € M mediante el uso de vectores tangentes. Dado p € M se define a C*°(p)
como el algebra de funciones C*° cuyo dominio incluye alguna vecindad abierta de p
con valores en los reales. Un vector tangente a M en el punto p, notado como X, es

una forma lineal sobre el dlgebra C'*°(p) que satisface la condicién

Xp(f-9) = Xp(f) - 9(p) + f(p) - X,(9), para f,g € C=(p).

Desde un punto de vista alterno, se puede considerar el vector tangente a una variedad
M en un punto p como el vector velocidad a una curva suave de la variedad que pasa

por ese punto. (Figura 2.3).

Definicién 2.1.1.1. Un vector X,, es un vector tangente a M en p si existe una funcion

v (—€,€) = M tal que v(0) = p y ¥(0) = X(p).

Al conjunto de estos vectores tangentes a la variedad M se le conoce como espacio
tangente y se denota como T,M.
Definicién 2.1.1.2. El espacio tangente T,M de una variedad suave M en un punto

p € M se define como el conjunto de todos los vectores tangentes de todas las curvas
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Figura 2.3. Espacio tangente T, M.

suaves en M que pasan por p ent =0, esto es

dy
T,M =< —
P {dt

Ademés T,(M) constituye un espacio vectorial de dimensién n que satisface las siguien-

|7 : (—€,€) = M suave,v(0) = p} :
t=0

tes condiciones

f) = X)) +Y(p)(f) para f € C=(p).
- X(p)(f) para a € R.

=
S
+
=
S
a <

De forma equivalente se define el espacio tangente como el conjunto de vectores tan-
gentes determinados por curvas en la variedad M. Una curva v en una variedad M

es una aplicacion diferenciable del tipo C* que va de un intervalo real a M, esto es

~v: I CR— M. (Ver figura 2.3).

Si la variedad M tiene dimension k, el espacio tangente 7, M es un espacio vectorial de

dimensién k. Lo que lleva a plantear un resultado que se demuestra en [12].
Teorema 2.1.1.1. FEl espacio tangente T,M es el kernel de la transformacion lineal

Di(p). Puesto que Di(p) tiene rango n — k, el kernel T,M es un subespacio vectorial

de E™ con dimension k.

2.1.2 ESPACIO NORMAL

Se define ahora el complemento ortogonal del espacio tangente 7T,/ , que son los vec-

tores normales. Un vector n es llamado normal a M enpsin-h =0, Vh € T,M. Los
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vectores normales forman un espacio vectorial de dimension n — k, lo que se muestra en
el siguiente teorema, cuya prueba al igual que las otras de esta seccién se encuentran
en [12] .

Teorema 2.1.2.1. El espacio normal k-dimensional a una variedad M es generado por

los k wvectores gradientes en R™ para las funciones 1 con respecto a p,

61:V¢1, b2:v¢2,---7 bk’:V,lka‘

Dado que se asume que el Jacobiano de v tiene rango completo, entonces los vectores
b;, para i = 1,2,...,k, son linealmente independientes y forman una base para el

espacio normal de la variedad M.

2.1.3 CAMPO DE VECTORES SOBRE VARIEDADES

Un campo vectorial X sobre M de clase C* es una aplicacion diferenciable que asigna
a cada punto p € M un vector X (p) del espacio tangente T,M. El rango de esta

aplicacion consiste de todos los vectores tangentes de todos los puntos de la variedad

M.
X:M— | T,M=T(M)

peEM

Figura 2.4. Campo vectorial en M.
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El conjunto T'(M) estd particionado en subconjuntos disjuntos 7,M, los cuales se aso-
cian para todos y cada uno de los puntos p pertenecientes a la variedad diferencial M
(figura 2.4). Si X es un campo de vectores, para toda f € C*(p) se determina la

funcién diferenciable xy € C*°(p) como
xf:C®(p) — R
o= xsp) = X(f).

Se dice que para todas f,g € C*°(p) el campo de vectores X es una derivacién del

algebra C'*°(p) puesto que cumple las siguientes propiedades.

1. x(af+bg)=axs+bxg para a,b € R.
2. x(f-9) = fxg+9xs-

De esta forma de acuerdo a la accién realizada sobre los elementos de C*°(p) el campo

de vectores X’ puede ser caracterizado.

2.2 SISTEMAS DINAMICOS SOBRE VARIEDADES

Los sistemas dindmicos son muy utilizados en diferentes areas y disciplinas tales como
ingenieria, fisica, quimica, biologia, economia entre muchas otras. Un sistema dindmico
se define como un conjunto de ecuaciones diferenciales que modelan la dindmica de un
objeto.

Definicién 2.2.0.1. Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias sobre una va-
riedad suave M es un sistema de la forma

dp
%:x(m pEM, (2.2)

donde X (p) es un campo vectorial suave sobre M.

Asumiendo que se cumplen las condiciones para garantizar la existencia y unicidad
de curvas solucién llamadas curvas integrales para variedades suaves, las cuales son
aplicaciones suaves definidas sobre un intervalo real que contiene al cero, la evolucion
del sistema dindmico representado en (2.2) depende del tiempo y puede ser determinado

por un estado inicial, por ejemplo cuando ¢t = 0.
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Sea la curva 7, : I — M una solucién de (2.2), de acuerdo a la definicién 2.1.1.1 se

cumple que para un punto p € M,

7(0) =p

dyp
dt
A esta curva 7,(t) también se le conoce como flujo del campo vectorial X. (Véase la

figura 2.5)

= X(7,(t), Vtel.

z(0)
Figura 2.5. Flujo de un campo vectorial f.

El siguiente teorema da muestra de la existencia de dichas soluciones. La demostracion

se puede consultar en [3], pdg 133.

Teorema 2.2.0.1. Sea X un campo vectorial de clase C* sobre una variedad suave
M y suponga que p € M. Entonces existe un unico intervalo abierto de I, C R que

contiene a t =0 tal que:

i) existe una curva integral ~y,(t) definida sobre I tal que ~,(0) = p,
i) dada cualquier otra curva integral ~;(t) con 7;(0) = p, entonces el intervalo de

definicion de 7y, estd contenido en I, y y,(t) = 7, (t) en este intervalo.

Desde un punto de vista geométrico, a este campo vectorial X se le asocia un grupo
local de difeomorfismos v, en el punto p € M . Estos flujos se asocian con las érbitas de
operabilidad de un sistema dindmico por lo que dada una familia de flujos {~(¢) : t € I}

se cumplen las siguientes propiedades:

Lo y(ty) ovy(te) = y(t1 + ta).
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2.3 CRITERIO DE CONTROLABILIDAD PARA SISTEMAS LINEALES

Considere el sistema lineal definido por

m

i(t) = Az(t) + Y ui(t)bi(w) = Ax(t) + Bu(t) (2.3)

i=1
donde la variable de estado = € R"™ en la ecuacién (2.3), es conocida como vector
de estados que toma valores en R” vy u € U C R™ es la variable de manipulada.
A e M,(R) y B € Mxn(R) son las matrices que definen el sistema. Este tipo de
sistema se denomina sistema de control lineal afin con la entrada. Para cualquier u € U,

el campo vectorial genera un flujo v(t). (figura 2.6).

Figura 2.6. Generacion de flujos para distintos valores de wu.

De acuerdo a [4] se dice que un punto del espacio de estado de un sistema z; es contro-

lable desde el estado x en [tg, t1] si existe una entrada u definida en el intervalo [to, t1]
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tal que transfiera el estado del sistema desde xq en tg hasta x; en t;. Un sistema se dice

controlable si todos los puntos de su espacio de estado son controlables.

Para comprobar la controlabilidad de un sistema dinamico se debe considerar de manera
diferencial si el sistema es lineal o no lineal, puesto que los criterios para cada uno de

ellos es distinto segun el tipo.

Considérese el sistema de control afin con la entrada (2.3) y suponga que la solucién de

este sistema estda dado por la serie de potencias
z(t) = by 4 byt + bot® 4+ -+ byth + -+ (2.4)
con b; € R™. Al sustituir esta solucién en (2.3) se tiene que
by + 20yt + 3bgt® 4 - -+ kbt Tt 4o = A(bg + byt + bot? -+ bt ).
Al igualar los coeficientes de ambos lados se obtiene

by = Abg
1 1
bg — §Abl — §A2b0

o
by = HA’fbo.

Si se hace t = 0 en (2.4) resulta que z(0) = by y la solucién vendria dada por
1

_ 1 242
x(t) = <I+At+§At ot

Akt"”+---> z(0).

El término entre paréntesis corresponde a una serie infinita de potencias para matrices,
por lo que la matriz exponencial definida por

1 - ARtE
AT = 7

k=0

1
eAt:]+At+§A2t2+---—|—

converge absolutamente para todo t finito.

Se reescribe la ecuacién (2.3) de la forma

#(t) — Ax(t) = Bu(t),
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y se multiplican ambos lados por e~4¢ lo que resulta como
d
dt

Al integrar entre 0 y ¢ se obtiene la solucion de la forma

[eM2(t)] = e M Bu(t).

t
z(t) = ez(0) —|—/ eA=") Bu(r)dr.
0

Ahora, sin pérdida de generalidad, se considera el estado final como el origen del espacio

de estados, por lo que para un tiempo final ¢ > 0 se tiene
ty
z(ty) = 0= er2(0) + / A=) Bu(r)dr,
0
despejando, se obtiene el estado inicial z(0) como sigue

2(0) = — /0 7 e Bu(r)dr,

utilizando el teorema de Cayley-Hamilton y el polinomio minimo como se muestra en

[27], se obtiene la expresién para la matriz exponencial de A € M,

n—1
e A = Z o (t) A,
k=0

lo que determina

z(0) = —/fiak(T)AkBu(T)dT
O k=0

ty n—1
— —AkB/ Zak(T)u(T)dT,
0 k=0
ty n—1
si By = / Zak(T)u(T)dT, entonces
0 k=0

n—1
2(0) = - ) A*Bp;
k=0
o equivalentemente

Bo
o0) =~ [B | AB || 4] |

anl
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De acuerdo al trabajo realizado por Kalman [18], un sistema dindmico lineal represen-
tado por la ecuacién de estado (2.3), es controlable si y sélo si la matriz de controlabil-
idad

M, = [B| AB| --- | A" 'B] (2.5)

nxnm
tiene rango n. Esto determina el criterio de controlabilidad para sistemas dinamicos
lineales y es utilizada para definir las variedades criticas de controlabilidad en términos
de los parametros de diseno del proceso, lo que permite proponer las restricciones que

se deben tener en cuenta durante la etapa de diseno.

2.4 VARIEDADES CRITICAS DE CONTROLABILIDAD PARA SISTEMAS
DINAMICOS LINEALES

El espacio de parametros puede ser caracterizado al identificar fronteras no lineales por
medio de regiones en las cuales los parametros afectan al sistema dindmico mostrando
comportamientos diferentes, que para nuestro caso, el criterio de controlabilidad de es-

tado es el que determina los puntos criticos pertenecientes a dicha frontera.

Marquardt y Monningman describieron otras restricciones sobre la dinamica del sistema
por medio de variedades criticas basadas en estabilidad. Por ejemplo, en [23] muestran
como la informacion sobre la localizacién de variedades criticas de singularidades de

cuspide pueden ser usadas para evitar estados estacionarios multiples.

Retomando el sistema dindmico lineal de la forma (2.3) y considerando que las matrices

Ay B estan afectadas por los parametros de diseno, o € R

(t) = A(a)z(t) + B(a)u(t),

y teniendo en cuenta la matriz de controlabilidad definida por (2.5)

M((a)) = [BIAB|---|A"'B] .

el criterio de controlabilidad de Kalman [18] establece que el sistema es controlable si
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el rango de esta matriz es completo, es decir

Ran(M (o)) = n. (2.6)

De acuerdo al ntimero de acciones de control, a continuacién se realiza los desarrol-
los matemédticos separados para los sistemas SISO (single-input single-output) y los

sistemas MIMO (multiple-inputs multiple-putputs).

2.4.1 SISTEMAS SISO

Si u € R, aplicando el criterio de rango completo de Kalman , la matriz de controlabil-

idad seria cuadrada con dimensiéon n x n

M.(a) = [B|AB|---|A"'B] |

por lo que serfa controlable si det(M.(«)) # 0. Asi esta condicién determina la frontera
consistente en los puntos criticos que satisfacen que det(M.(«)) = 0, es decir, de acuerdo

a (2.1), esta variedad critica viene definida como

M(a) = {a € R|det(M.) = 0}. (2.7)

Note que esta variedad estaria afectada por los pardametros de diseno a través de la

dependencia de « en las matrices que definen el sistema dinamico lineal.

2.4.2 SISTEMAS MIMO

Siu € R™, m > 1, la matriz de controlabilidad es de dimensiéon n x nm

M.(a) = [B|AB|---|A""B]

nxnm

En este contexto, el rango de una matriz no cuadrada puede calcularse considerando

uno de los siguientes caminos:
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1. La dimensién del subespacio generado por las filas.
La dimensién del subespacio generado por las columnas.

El maximo orden de cualquier determinante menor.

El siguiente teorema es de bastante utilidad para calcular el rango de una matriz, por
lo que este y otros resultados consecuentes cuyas demostraciones estan dados en [13]
son utilizados para establecer las variedades criticas de controlabilidad para sistemas

dinamicos lineales.

Teorema 2.4.2.1. Sea A € M,yxm(R). Si P € M,(R) y @ € M,,(R) son matrices
cuadradas invertibles, entonces Ran(A) = Ran(PAQ).

Es decir, el rango es conservativo para una transformacion matricial dada. Particu-
larmente, si dada la matriz A se busca una forma diagonal conveniente, el calculo del
rango puede verse simplificado. Los valores singulares de una matriz tienen un rol
significativo en la teoria del algebra lineal numérica. Son cruciales para trabajar con
cantidades caracteristicas como el rango de una matriz y permiten calcularlo de forma

confiable.

Definicién 2.4.2.1. Sean m,n enteros positivos y A € Mxm(R). La descomposicion

en valores singulares de A es la factorizacion

A=USVT (2.8)

donde U € Mpun(R) y VT € Muum(R) son matrices ortogonales y S € Myum(R) es

una matriz diagonal de la forma

Diag(o1,02,...,0m) ,
stn>m
S - On—mxm
[Diag(o1,09,...,04) Onxm—n| St m>mn,
con o; > 09 > ... >0, >0, p=min{m,n} los valores singulares de A ordenados de

manera descendente y son no negativos.

El siguiente teorema da cuenta de la posibilidad de factorizar cualquier matriz por

medio de los valores singulares y de cémo pueden ser calculados.
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Teorema 2.4.2.2. Toda matriz A € My xn(R) admite una descomposicion en valores
singulares, los cuales estdn determinados de forma unica por \/X;, donde \; son los

valores propios distintos de cero de la matriz AT A y también los de AAT.

Con este enfoque, se puede observar que la condicion de controlabilidad se relaciona de
forma estrecha con el nimero de valores singulares de la matriz de controlabilidad (2.5)

diferentes de cero, lo que nos permite establecer un criterio en el siguiente sentido. Sea

M.(a)= [B| AB| --- | A" 'B] =Usvt (2.9)

nxnm

la factorizacién de la matriz de controlabilidad con U, VT ortogonales y

o 0 .- 0
0 oy --- 0
Snxnm = ) ‘ . (2.10)
0 o, 0
Si Ran(M,.) = n, entonces o; # 0 para¢ = 1,2,...,n. Si algin valor singular es nulo, es

consecuente que la dimensién de la matriz de controlabilidad es menor, lo que permite

formular el criterio de controlabilidad de la siguiente forma

[[oi#0vi=12,....n (2.11)

De esta forma, la variedad critica de controlabilidad para sistemas MIMO asi

M(a) ={a e R [[o:=0}. (2.12)

Note que esta variedad estaria afectada por los parametros de diseno a a través de la
dependencia de los valores singulares calculados en la descomposicion de la matriz de

controlabilidad que dependen de las matrices que definen el sistema dinamico lineal.
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2.5 VECTORES NORMALES A VARIEDADES CRITICAS DE CON-
TROLABILIDAD

Como se indicé anteriormente, el método de vectores normales ha sido utilizado en difer-
entes contextos, pero en su trabajo Moénnigmann [23] usa este método de una forma
constructiva para el diseno robusto de sistemas. La idea principal es medir de forma
paramétrica la robustez de una solucion de equilibrio con respecto a una variedad critica
en general, donde el comportamiento del sistema es diferente, por ejemplo, estable o no

estable, controlable o no controlable.

Sea (2@, a(®) € R"*"« yna solucién de equilibrio de (2.3), entonces el sistema f(z, ) =
0 define una variedad suave de equilibrio para alguna vecindad de (z(®,a(?). Sea f
una funcién auxiliar definida de acuerdo a la variedad critica a considerar. Por ejemplo,
para una restriccién de salida dada, como una cota de temperatura 17" < T, se toma

f(z,a) = T(x,a) — Ty. Se determina el sistema aumentado F'(y, #) de la forma

fi(y, B)
P = | 0P —0, (2.13)
fi(y, B)
.]El+codim(ya B)
donde
x
T Qcodim+1
y = oy € RiHbreodim g : € Ria—codim (2.14)
Qg
Qcodim

para [, codim, n, € Z* y & € R! variables auxiliares. Se asume que los pardmetros a
del sistema (2.3) estdn ordenados de tal manera que el sistema aumentado determina los
primeros parametros de codimension codim, oy, ..., Qeogim. AsT y consiste de las vari-

ables dependientes del sistema aumentado y [ de los parametros del sistema aumentado.
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Los sistemas de la forma (2.13) se toman como sistemas aumentados de bifurcaciones de
codimensién dada codim. En el caso de puntos de bifurcacién, las variables auxiliares

Z representan por ejemplo los vectores y valores propios del jacobiano de f, esto es Df.

Si el sistema aumentado F(y,) = 0 es regular para y en una solucién (y©, 3),
entonces las n + [ + codim ecuaciones para F(y, ) definen una variedad (n, — codim)-

dimensional para alguna vecindad de (y©, 3)). Ademas, los vectores

V F; v Fn codim
b1 = vol e bn+l+codim = y it eod ) (215)
V,BFI vﬁFn—i-l—l—codim

que son evaluados en (y(@, 5(0) son linealmente independientes y generan el espacio
normal a la variedad en (y(o), BO), con V, v Vg los gradientes con respecto a y y 3
respectivamente. Los sistemas aumentados de la forma (2.5) comprenden generalmente
derivadas para el modelo de ecuaciones (2.3) por lo que el gradiente en (2.15) contiene

derivadas de orden superior.

Para encontrar el punto critico paramétricamente mas cercano a una solucién de equi-
librio del sistema (2.3), se requiere medir la distancia entre ellos por medio del vector
normal generado por gen{bi,ba, ..., byiiicodim}, €8 decir se deben calcular los coefi-

cientes k € R™HHeodim tales que

klbl + k2bQ + -+ kn+l+codimbn+l+codim = (A1 € Rn—&-l—i—m’ (216)

T2

Tne—(codim—1)

donde r = (ry,79,. .., rna,(codim,l))T # 0 es el vector normal que se esta buscando en el
espacio de parametros. Esta eleccion de r no es unica, pero cualquiera que se considere
dentro del espacio normal sirve para este proposito. Para fines de simplicidad en la

notacién se hace a k1by + kobs + « - - + knaitcodimbnritcodim = Bk con B una matriz de
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dimensiones (n + [ + n,) X (n+ 1+ codim) y k con dimensién n + [ + codim. Asi la

ecuacion (2.16) queda

Bk = 1 € RHHm, (2.17)

T2

T'ng—(codim—1)

Para cualquier codim < n,, k se interpreta como el vector que genera el nicleo de las
primeras n+ [+ codim —1 filas de B, ademas como se requiere que el sistema aumentado
(2.13) sea regular en y para la solucién (y@, 39, las primeras n + [ + codim filas de
B evaluadas en (y(o), B(O)) deben tener rango completo. Si adicionalmente para algtin
¢ € Rntiteodim o normal a k

ck—1=0, (2.18)

entonces k estd definida inicamente por (2.18) y las primeras n-+[+codim—1 ecuaciones
del lado derecho de (2.17), es decir

T T
fz fa
T
0 [
T T
a1 a1 k= 07
T gy
Qcodim—1 Qcodim—1
T —
ck—1=0.

Una vez encontrado k, el vector normal r € Rme—(cedim=1) o5 ghtenido multiplicando las
filas restantes de (2.17) por k

T T "
Acodim Acodim 7,.2
: : k= _ . (2.19)
T T ’
Angy Ang

T'ng—(codim—1)
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Una vez que las variedades criticas de controlabilidad (2.7) y (2.12) estan definidas,
se deben calcular los vectores normales utilizando el esquema de derivacion presentado
anteriormente, como se hizo en [23].

El sistema ampliado queda de la forma

<ﬂLaﬁz<;uﬂ)>:0, (2.20)

(z, @)

donde f(z,a) = (fi(z, ), falx, ), ..., fulz,a))T, f(x,a) viene dada por (2.7) o (2.12)
respectivamente, ademas de que al no utilizar variables auxiliares z, entonces [ = 0 y

codim = 1.

Con estas consideraciones, la matriz B dada en (2.17) es expresada de la forma

B=V.M (2.21)

y se debe encontrar el coeficiente k£ € R tal que

Bk =1 €R", (2.22)

k—1=0, (2.23)

para algin ¢ € R™ no normal a k.

Por medio de las ecuaciones (2.20), (2.21) y (2.23) se calculan los vectores normales
a la variedad critica, lo que permite medir de forma paramétrica la robustez de un
punto de operacién del sistema, pues con esta informacién se establece las restricciones
sobre los parametros del sistema y se garantiza una distancia minima a la frontera de

controlabilidad.
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Capitulo 3

Caso de estudio: OPERACION
UNITARIA INTERCAMBIO
CALORICO

Los modelos matematicos permiten predecir comportamientos de interés los cuales son
tenidos en cuenta a la hora de disenar un sistema, pues la informacion acerca de las
principales variables y su evolucién conllevan a la adecuada eleccion de valores para
los parametros del diseno. Desde este punto de vista, si la estructura del modelo junto
a sus parametros tienen una interpretacion fisica, es posible un diseno integrado del

proceso.

Como se indicé al principio, el analisis de controlabilidad esté ligado con la teoria de
control y con la representacion de los sistemas dindmicos en el espacio de estado. A
continuacion se realiza un breve analisis de la controlabilidad de la operacién unitaria
Intercambio Caldrico, que consiste en realizar la transferencia de calor entre dos fluidos
y cuyo objetivo es alcanzar y mantener una temperatura de salida deseada para cada

uno de los fluidos.

No es posible establecer un modelo general que represente la operacion unitaria de man-

era global, puesto que existen diferentes configuraciones y consideraciones que deben

45
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ser tenidas en cuenta. En el presente andlisis, por ejemplo, se considera un intercambio
caldrico de contacto indirecto, en el cual los fluidos no interactiian de forma directa si
no que lo hacen a través de estructuras como tubos y corazas. El modelo matematico

y sus valores son tomados como se muestra en [20].
En la realizacién del modelo se consideran las siguientes suposiciones:

1. Los coeficientes de transferencia de calor y las propiedades de los fluidos y del
material de la pared del intercambiador son constantes.

2. Los fluidos utilizados son liquidos incompresibles y no hay acumulacién de la masa
a lo largo del IC.
No hay pérdidas de calor al ambiente.
El intercambiador de calor no realiza ni recibe ningun tipo de trabajo de los alrede-
dores.

5. Sélo se tiene en cuenta el cambio en la energia interna del fluido, se desprecian los

cambios en la energia cinética y potencial.

El balance de energia para el fluido frio es

dQ dw .

at ar TP (Hf (Ty.e) — Hy <Tf’5)) -

dErT ¢
dt

(3.1)

donde el subindice f representa el fluido frio, el subindice e representa la entrada al
IC, el subindice s representa la salida del IC, T" es la temperatura, () representa el
calor transferido entre ambos fluidos, w representa el trabajo neto del sistema, D es el
flujo volumétrico, p es la densidad, Hesla entalpia por unidad de masa y Er es la
energia total. Esta notacién no distingue entre fluidos de proceso y de servicio, sino
entre fluidos caliente y frio, donde el fluido caliente es aquel que entra al IC con una

temperatura mas alta.

Adicionalmente se tiene que

dw

dt
dETf = (pVCVdT)f

Hy(T) = (Cp(T —Tg));

@ = UAx AT
dt
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con V es el volumen que ocupa el fluido en el intercambiador, Cp y Cy las capacidades
calorificas a presién constante y a volumen constante, respectivamente y T es la tem-
peratura de referencia, U es el coeficiente global de transferencia de calor, A es el area
de transferencia y AT es la diferencia de temperatura entre las dos corrientes a través

de toda la superficie A.

Es necesario definir a AT como la diferencia de temperatura media logaritmica (LM T D)
la cual tiene en cuenta las variaciones espaciales de la diferencia de temperatura en-
tre los fluidos, pues esta cambia punto a punto de acuerdo a la configuracion de flujo
establecida. Se usa el flujo en contracorriente ya que esta se realiza de manera mas

efectiva, por lo que la diferencia de temperatura media logaritmica queda de la forma:

Tc,e - Tf,s) - (Tc,s - Tf,e)

AT =LMTD = (

(3.6)
Tee—T} .
In (—Tc’szf’J
Si se reemplazan (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) y (3.6) en (3.1) se tiene
ATy Cp v UAx LMTD
—= = | == Tre—Ths 3.7
y analogamente para el fluido caliente
dT, Cp ¥ UAx LMTD
-, = ~ 17 ( ce c,s) - (38>
dt Oy V (PVCv),

donde los subindices ¢, f representa el fluido caliente y frio, respectivamente.

Las temperaturas de entrada 7', hacen parte del conjunto de variables manipuladas,

mientras que las temperaturas de salida 7' ; son los estados del sistema.

3.1 LINEALIZACION DEL MODELO

Los modelos matemaéticos para procesos quimicos tienen por lo general una naturaleza
no lineal, dada la posible interacciéon entre sus variables. Una estrategia a adoptar es
linealizar el modelo alrededor de un punto de operacién para asi realizar los respec-

tivos analisis. Esta linealizacién estara expresada en variables de desviacién, para las
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cuales cuando una de ellas se tome en su valor de estado estacionario, en términos de

desviacién se hara nula, y desaparece del modelo.

Para el flujo en contracorriente, la linealizacion viene dada por

dTs N
= oy o+ BT+ by (T T (3.9)
a1’ . , , o , ,
dt7 = ¢TI+ T, s+ v, + 0T, + kT, (3.10)
con
Cp ¥ UAT ___UAA _(Cp1 -
. - c_vv>f,E -~ (VCv); p= waov), o 1T (05 V>f (Tge = Trs)p
¢ (&i) UAA _ _UAr
vV)eg VOV 0 gl (PVCv);
UAT __UAA Cp ¥ _(cp1
¢ (pVCy), ) ¥ = (pVCy), - (ﬁ?)qE ) w - (C_\}jv>c (Tc,e - Tc,S)E
UAA _(Cp __UAr
v “Gvoy), 0 T <C€V)C,E (PVCy),’
y
LMTD" = D (T.,—T},) +A (T}, —1T.,), (3.11)
F — T 1 7 _ (Tc,e_Tf,s_r—;—’c,s'i‘Tf,e)
ce Llfs Te,e—Ty s )
ln(—Tc,s_Tf,e) ln(TC,TTj:e) (Tg,e*Tf,s) 5

A — T 1 T _ (Tc,e_Tf,s_Zc,s'i‘Tf,e)

- Te,e—T ’
1 c,.e fs c,e fs _
n<Tc,s_Tf,e In Tc,s*Tf,e (TC’S Tf,e) E

donde el subindice E corresponde al estado estacionario y (") representa la variable de

desviacion.

3.2 MODELO EN EL ESPACIO DE ESTADOS

Se considera al vector de estados como al vector correspondiente a las temperaturas de

salida en términos de desviacion

: (3.12)
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y al vector u como

() || Ty ()
u(t) = [uz(t ] | (3.13)
dando paso al sistema
i:[a & x+ ¢ n]u. (3.14)
o (VS

La cantidad de variables manipuladas para el IC son 4, (T, ¢, Vs, v ¥f) pero debido
a que se cuenta con dos variables de estado, se deben escoger sélo dos variables a los

sumo, como se indica en [20].

3.3 CRITERIOS DE CONTROLABILIDAD

Para el sistema dado por (3.14), la matriz de controlabilidad, de acuerdo a la ecuacién
(2.5) esta dada por

al + B9 an+ Bk

a— [ € moactB an+ s -
U Kk ¢C+@0 dn+ek |,

x4

Las constantes I', A, 3, v, ¢, ¥, ¥ y n dependen de las propiedades de los fluidos,

parametros de diseno y condiciones de operacion, por lo que toman valores finitos

diferentes de cero desde un punto de vista practico.

A continuacién se muestra brevemente el procedimiento por el cudl se descompone la
matriz de controlabilidad (3.15) en sus valores singulares o;, lo que establece el criterio

propuesto en el presente trabajo y que se establece en la ecuacion (2.12).

1. Primero, se hallan los valores y vectores propios de la matriz

M.MI =vDVT
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con D = Diag()\;) con A\ > Ay valores propios ordenados de forma descen-
dente.
Luego se hace o; = v/\;
Por 1dltimo, se expresa la matriz de controlabilidad M. en términos de los valores

singulares

M. =U

0 00

o1 VT (3.16)

0 o3 00
2x4

La condicién de controlabilidad de Kalman establece que el sistema es controlable si la
matriz de controlabilidad, en este caso (3.15) tiene rango completo, pero esta condicion
es equivalente a que los valores singulares de la matriz de controlabilidad sean diferentes

de cero.

Estos valores singulares dependen de las propiedades de los fluidos, parametros de
disenno y condiciones de operacién, por lo que se evaluan IC especifico con un punto
de operacién y propiedades de los fluidos determinadas como se hizo en [19], para de
esta manera encontrar relaciones entre los parametros de diseno de tal forma que el
sistema se haga no controlable y defina regiones de con controlabilidad en el espacio de

parametros.

Se toma el diseno de un IC de tubos y coraza, con configuracién de flujo en contra-
corriente, con el fluido caliente por los tubos y el frio por la coraza. Los valores para
cada parametro, tanto de diseno como de operacién tenidos en cuenta para dar valor a
las propiedades fisicas y a los parametros de operacién y como referencia para utilizar
intervalos de parametros de diseno factibles en la practica son tomados de [19]. Los
parametros de diseno para el cual se realiza el analisis son el didmetro interno de la

coraza d; . y el didmetro interno de los tubos d; ;.

El punto de operacién y los fluidos a utilizar, se muestran en la Tabla 3.1 que fué tomada
de [19] donde se encuentran también las propiedades fisicas calculadas a la temperatura

de entrada de los fluidos.

Los valores singulares o; dados en (3.16) dependen del didmetro interno de la coraza
d; . y del didmetro interno de los tubos d;;. En la figura 3.1 se muestra la grafica de
la variedad critica de controlabilidad que depende de oy(d; ¢, d;.) v 02(dis, d; ) al hacer

que los demés parametros de diseno tomen valores constantes. En la figura 3.2 se puede
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Fluido Caliente

Fluido Frio

Fluido Agua Agua

Flujo mdsico [% 13.88 8.33
Temperatura de entrada [K] 340.15 290.15
Temperatura de salida [K] 326.36 313.15
Densidad [£4] 979.4 999.0
Capacidad calorifica [k’;—‘;(} 4.188 4.184
Viscosidad [25] x 106 420 1080
Conductividad térmica [-2=] x 10 660 598
Restricciones Maxima caida de presion permitida = 12000Pa

Conductividad térmica = 60W/mK
Espesor del tubo = 0.002m

Materiales utilizados: Acero al carbdn

Tabla 3.1. Propiedades y punto de operaciéon del IC.

observar las regiones en el plano d; ; —d; . en la cual la pareja de didmetros toman valores
que hacen que la controlabilidad de estado no pueda llevarse a cabo, pues el rango de

la matriz de controlabilidad (3.15) no serfa completo.

En la etapa del disenio, se deben escoger los valores de los parametros de tal forma que
estos no ocasionen que el sistema alcance valores no permitidos por razones de seguri-
dad, calidad del producto, entre otras. Para el caso particular de los diametros tanto
de los tubos como de la coraza, a la hora de disenar el intercambiador, estos deben ser

seleccionados de tal forma que no estén en la region donde se pierde la controlabilidad.

El método de vectores normales aplicado a la controlabilidad de estado permite medir
la distancia paramétrica entre un punto de operacion y la zona de no controlabilidad.
En la figura 3.3 se muestra el vector normal al punto critico de controlabilidad ubicado
justo en la frontera que corresponde a los valores para el didmetro interno de los tubos

del intercambiador d;; = 0.0074 m, y el didmetro de la coraza d; . = 0.4965 m.

Para (dgg),dg?c)) establecido como posible candidato de diseno del intercambiador de
(c) d(C)

calor, la distancia hasta el punto critico de controlabilidad mds cercano (d;/,d;

) se
mide a través del vector normal r de la frontera critica. Este candidato debe estar a

una distancia minima de la la frontera de controlabilidad.
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0.12
0.15 - 01
0.08
0.1 4
o
S 0.06
0.05 4
0.04
0
0 1.5 0.02

0.04
di,t [m] 006 05 di,c [m]

Figura 3.1. zonas de no controlabilidad de (d;+, d; ) para los valores singulares o1 y 02
CONCLUSIONES

Por medio del criterio de rango completo para la controlabilidad de sistemas dinamicos
lineales propuesto por Kalman [18], en el presente trabajo se obtuvo la representacion
matematica de variedades criticas de controlabilidad en términos de los parametros de

diseno del sistema.

Usando el esquema de derivacion de los vectores normales usado en [18] sobre estas
variedades criticas de controlabilidad, se caracterizan los posibles puntos de operacién
por medio de la distancia que se mide a lo largo del vector normal hacia la frontera de

controlabilidad, obteniendo asi regiones de controlabilidad/no controlabilidad.

Esto permite disenar de forma robusta el sistema dindmico, teniendo en cuenta las difer-
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di,c [m]

|
0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018
dit[m]

Figura 3.2. zonas de variacién paramétrica

entes interacciones o la presencia de perturbaciones e incertidumbres para las acciones

de control. Los parametros del sistema pueden tomar valores en un rango

o; € [az(-o) — Aai,az(-o) + Aai] , 1=1,2,... 0.

y pueden ser representados en el espacio de parametros como cajas n,-dimensionales
con diferentes medidas, aproximadas de forma suave por n,-elipsoides que los contienen
y que por lo general no manejan las mismas unidades. Asi, si se escala cada uno de

ellos haciendo
Q;

AO@

o —
se obtiene un hipercubo n,-dimensional

a; € 0450) S e

(0)

i

+1|, i=1,2,...,n0.

0.12

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02
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0.12

55 6 6.5 7 75 8
di,t [m] %10

Figura 3.3. Vector normal en el punto frontera (0.0074 m,0.4965 m).

encerrado por una hyperesfera n,-dimensional de radio /n,.

Si el punto de operacién esta ubicado en el centro de la hiperesfera, se garantiza que
esta permanece a una distancia minima /n, a lo largo del vector normal para cualquier
variacion en los parametros y por lo tanto no se cruzara la frontera dada por la variedad

critica.

Para la solucion de equilibrio (:v(o), a(o)), esta condicién hace que para el vector normal

r v el punto critico a(® més cercano se cumpla

N0

a©
gl

l /Mg,

v

para [ € R.

Para la Operacién Unitaria Intercambiador Caldrico al escoger la configuracién de flujo
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cruzado, y teniendo en cuenta las dimensiones de un intercambiador especifico tal como
en [19] se obtuvo la regién donde no se conserva la propiedad de controlabilidad, y sobre
esta variedad critica se formulan restricciones para los parametros de diseno correspon-

dientes a los didmetros internos de los tubos y la coraza.

Este andlisis de controlabilidad debe considerarse desde el enfoque de diseno integrado
y debe ser la base para el diseno éptimo de equipos, pero se debe tener en cuenta que
el sistema es linealizado, por lo que si se aplica a sistemas no lineales se recomienda
hacer uso de otras herramientas matematicas como lo son el Algebra de Lie sobre

distribuciones.
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