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RESUMEN
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PALABRAS CLAVE:

Compresion de imagenes, Transformada de Fourier, Transformada de Walsh-
Hadamard, Transformada del Coseno, Transformada Wavelet.

DESCRIPCION:

El proceso de compresion de imagenes consiste en optimizar la cantidad de datos
usados para la representacion de una imagen, sin que este procedimiento implique
pérdidas significativas o degradaciones suficientes para dafiar la imagen dada. Esto
permite que el almacenamiento y la transmisién de la informacion sean eficientes y
por tanto el manejo en general. Para comprimir una imagen se usan diferentes
técnicas, algoritmos, herramientas computacionales y transformadas matematicas,
para lo cual en el presente trabajo se realiza un analisis comparativo entre las
transformadas de Fourier, Walsh-Hadarmard, coseno y wavelet, las cuales
corresponden a las transformadas mas comunes usadas para la compresion de
imagenes. El objetivo principal de este andlisis comparativo, es el identificar las
ventajas y limitaciones que poseen estas transformadas en el proceso de
compresion de imagenes, por tal razén, se realiza una descripcion de los
fundamentos matematicos de cada transformada, una implementacion
computacional mediante el programa MATLAB y se propone un parametro de
comparacién en términos de eficiencia. Se espera que este analisis pueda aportar
elementos diferenciadores al momento de implementar dichas transformadas en la
compresion de imagenes, del mismo modo facilite el entendimiento del desempefio
de cada transformada en términos teoricos y practicos.
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DESCRIPTION

The process of image compression consists of optimizing the amount of data used
for the representation of an image, without this procedure implying significant losses
or degradations sufficient to damage the given image. This allows the storage and
transmission of information to be efficient and therefore management in general. To
compress an image different techniques, algorithms, computational tools and
mathematical transformations are used, for which in the present work a comparative
analysis between the Fourier, Walsh-Hadarmard, cosine and wavelet transforms is
carried out, which correspond to the most common transforms used for image
compression. The main objective of this comparative analysis is to identify the
advantages and limitations that these transformations have in the process of image
compression, for this reason, a description of the mathematical foundations of each
transformation is made, a computational implementation through the MATLAB
program and a comparison parameter in terms of efficiency is proposed. It is
expected that this analysis can provide differentiating elements when implementing
these transformations in the compression of images, In the same way, it facilitates
the understanding of the performance of each transformation in theoretical and
practical terms.

* Master’s degree work
** Director: Prof. Dr. Johnson Garzon Reyes, Optics and spectroscopy group, Basic Science
Center, Engineering School, Bolivarian Pontifical University, Medellin, Colombia.



Tabla de contenido

INTRODUCCION GENERAL......ovvuieieetcteteiiececte ittt sttt ae bbb s bbb s assebe s s s s s astesesasanans 11
CAPITULOD I e s 13
ACERCAMIENTO TEORICO A LAS TRANSFORMADAS BASICAS DE LA IMAGEN........ccovvererererrrnne. 13
1.1. Transformadas Mat@mMALICAS .....coceiriiiiieieeeee e st 13
1.1.1. Propiedades del espacio VECLONIal .......cccvieeieiiiiiieiieie e 13
1.1.2. Condiciones para obtener una transformacion lineal ...........cccoveiiieiiee e, 15

1.2. Definicion de transformada integral unidimensional.......ccccccveiiiiiiiiiicieee e 16
1.2.1. Definicién y propiedades de los nucleos de las transformaciones.......c..ccccceveevvieeeennnee. 17

1.3. Transformadas bidimensionales. ............oouiiiiiiieiiin e 18
1.4. La transformada de FOUIBI ...couii ittt st 19
1.4.1. Propiedades algebraicas de la Transformada de Fourier .......ccccoccvvvvceeiicciee e, 20
1.4.2. Propiedades analiticas de la Transformada de Fourier ........cccoeveiiivcieeicciee e 21

1.5. La transformada rapida de FOUrEr (TFF) ...uuieiiiiiiieciee ettt st vae e s e 22
1.5.1 Propiedades de la transformada rapida de Fourier.........ccocvviiiiiieicccciee e 22
1.5.2. Algunas aplicaciones de la transformada de Fourier.........cocceeeviiiiiecciee e 26

1.6. La transformada discreta coseno unidimensional y bidimensional..........cccccccvvevviiiincnnnen. 27
1.6.1. Propiedades de 1a TDC .....cccuuiiiiiiiiee ettt et e e ire e e rtee e s s eabae e e s eabae e s e snbae e s ennbaeeesnnes 29
1.6.2. Formas de implementar el algoritmo de la transformada discreta de coseno .............. 31

1.7. Transformada de Hadamard ..........cooeiiiieiniieeee et 33
1.7.1. Propiedades de la Transformada de Hadamard .............ccccoveieiiii e 34

1.8. Transformada de Walsh .........cooioiiii e 34
1.8.1. Propiedades de la Transformada de Walsh ..........ccoooieiiiiieiiicen e 37

1.9. Transformada Wavelet: Transformada de Haar ..........coceeieeniiniiniiniieeeeeeeeee e 37
1.9.1. Wavelet €n una diMeENSION .....cocuiiiiiiiieieeeeee ettt sttt st s et ee e 38
1.9.2. Funciones bases para la wavelet de Haar unidimensional .........ccccccoevcciiiiieieeeecccciineen, 40
1.9.3. Transformada wavelet de Haar bidimensional............cccocerieriiniiniiniieneeeeeeeene 44
1.9.4. Algunas aplicaciones de la transformada wavelet..........ccccoceeiiieiiicee e, 46
CAPITULOD 2 ..ottt ettt ettt e e e e e ettt e e e e e e e bbb et e e e e e e e e nns e bt e e eeeeeaannbaeteeeeeesannnneaeeaaeaann 48

IMAGENES DIGITALES .....ouvevvieeecteteteteseesaete et es sttt es s s s aeseses s s sssssesesesssasssaesesesesenssassesesesnans 48



2.1. Aspectos generales Sobre 1as IMAZENES......civvcviiiiiiiiiecee e e 49

2.2. GeOMEtria de [aS IMABENES. ... uiiii ettt e et e e e s e e e s s sabeeessnbeeessnrees 50
2.3. Aspectos generales de las imagenes digitales ........ccceveeiiiiiiieiiiec e 52
2.4, MUestreo y CUaNtIfiCACION ...ccccuviieieiiee et e e e e e raba e e e e ae e e eares 53
2.5. Relaciones basicas Ntre PIXEIES........ueiiciiii it 54
2.5.1. Relacion de adyaCenCi@....cccccuuiieiiciiiieiiiieeeeeiieee st e e sttt e e sebee e e s sbee e e s sbee e e s sbeaeessreeeesaans 54
2.5.2. Relacion de VECINGAd ......coouiiiiiieiiieeie ettt e e 55
2.5.3. Relacion de coneCtiVIdad .........cooueeiieieeneinienieeeee ettt st 56
2.5.4. Relacion de diSTAnCia ....c.eeeeieiieiieeieeieestee ettt sttt s 56
2.5.5. Relaciones 10gico-aritMEtiCas ......cueiiiecieee ettt e e saree e s sareeeeeans 57

2.6. Aplicaciones del procesamiento digital de iImAgeNes......c.uevevveiieiiiiiiee e 57
2.7. Aspectos generales del filtro digital........cccueeeeeiiiiiiiiii e 58
2.8. Filtros en el dominio espacial y en dominio de la frecuencia. .......ccoceeeeeciieeeecciee e, 59
2.9. Filtros pasaaltos, pasabajos y pasabandas..........ccceccuieiiiiiiie e 60
2.10. COMPreSiON e IMAGENES...cccuviieeeiiiee e ettt e et e e et e e e st e e e stbee e e sabaeeessbeeeesnsbaeeeesseeessnnsees 60
2.11. Formas de medir la eficiencia de la compresion. ......ccccccveeivcieeeinciee e 61
CAPITULO 3 ettt ettt ettt sttt et e b e s bt e s bt e s ae e et e et e e ebeesheesheesaeesabeeabeeabee bt e sbeesmeesatesnteenseens 63
IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL. .....cveviveveeeeeeeteeeteteteteseseseesesssssesesesesssesesssssssssssesesesesesesessssns 63
I A @oT oo =T o o IRV 11 1 =Yoo SR 65
CAPITULO 4 ...ttt ettt ettt st sttt et e bt e s b e sae e san e st e e bt e bt e n e e s reesmeesanesareenreens 72
ANALISIS COMPARATIVO, RESULTADOS OBTENIDOS Y CONCLUSION. .....cvvvvveeececeeccesne, 72
4.1. Analisis comparativo: sefial a ruido (SNR) y error cuadrdtico medio ERMS. ......................... 73
4.2. Analisis comparativo: Factor de COMPIreSiON. .......ccccciieiiiciieeeecieee ettt eree e et e e 75

4.3. Analisis cualitativo: comparacién de la calidad de la imagen resultante con respecto a la

g Y e(=T s W oY =41 o - ST UR 76
(D1 TolN T o] g e ol S U] = e Lo -SSP 78
Globalizacidn de la eficiencia de 125 MELIICAS......uiivieeeiii e 80
(070 o Tl U1y oY T=TR =T 0 1T =Y =TSSR 82

Y L L= 0[S LT PUPPRURRPRPRPRRRPNE 85



Lista de tablas

Tabla 1. Resultados obtenidos en la implementacion computacional: Razén Sefial
A RUIO (SNR). ettt e e e e e e e et s e e e e e e eeeeenes 73

Tabla 2. Resultados obtenidos en la implementacién computacional: Factor de
(od0 ] 18] 0T (=153 o] o 1l 3 TSRS 75

Tabla 3. Orden en la eficiencia de cada Transformada con respecto a la calidad de
[@a IMagen reSUILANTE. .............uuiiii e e e e eeeanns 76

Tabla 4. Globalizaciéon de la eficiencia de 1as Metricas. ........vveveeeeeeeiiieeceeiieeen. 81

Tabla 5. Resultados globales de eficiencia. ...............ceeiiiiiiiiiiiiiiic e, 81



Lista de figuras

Figura 1. Imagenes bases de una DCT-2D.......ccoiiiiiiiiiiiiiceee e, 30
Figura 2. Funciones bases caja de la transformada wavelet de Haar.................... 41
Figura 3. Wavelet de Haar para Wil.........ccooooiiiiiiiiiiiie e 42
Figura 4. De escena 3-D alaimagen 2-D...........cceiiiiiiiiiiiiiiiieee e 51
Figura 5. Representacion espacial de unaimagen. .............ovvveeiiieeeeeeceviiieie e, 53
Figura 6. Relacion de vecindad.............ccoooeeeiiiiiiiiiii e 55
Figura 7. Transformada de Fourier, filtros pasa bajo, pasa alto..........cccccccevveeeeee. 65

Figura 8. Compresion usando la Transformada de Fourier. Tasa de compresion
R e G I YA G P 66

Figura 9. Transformada Discreta de Coseno, filtros pasa bajo, pasa alto.............. 67

Figura 10. Compresion usando la Transformada Discreta de Coseno. Tasa de
compresion 1:4, 1116 Y 1:B4. ...coovviiiiiiiiiiiiiieee e 68

Figura 11. Transformada de Walsh-Hadamard, filtros pasa bajo, pasa alto. ......... 69

Figura 12. Compresion usando la Transformada de Walsh-Hadamard. Tasa de
compresion 1:4, 1116 Y 1:B4. ..ccooveiiiiiiiiiiieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 70

Figura 13. Compresion usando la Transformada Wavelet de Haar 2D al nivel-1. .71



11

INTRODUCCION GENERAL

El andlisis de sefiales y la compresion de imagenes ocupan un espacio
sobresaliente en el desarrollo de la ciencia y la tecnologia, por este motivo es
importante hacer una revision tedrica sobre aquellas herramientas que optimizan
tales procesos. En este trabajo se realiza un estudio comparativo, sobre las
transformadas matematicas que son consideradas basicas para comprimir una
imagen, las cuales son Transformada de Fourier, Transformada discreta de coseno,
Transformada de Walsh-Hadamard y la Transformada wavelet de Haar 2D al nivel
1, buscando medir la eficiencia de cada una en dicho proceso.

Identificar la cantidad de datos que se usan para representar un determinado
volumen de informacion de una imagen, es uno de los parametros mas importantes
en el proceso de compresion de una imagen porque en este proceso se busca
facilitar el tratamiento, la transmision y el almacenamiento de las imagenes. La
aplicacion de cada transformada en un proceso de compresion presenta ventajas y
limitaciones y la razon entre ellas hard posible la aplicacion en un contexto de
almacenamiento de datos o en un contexto que involucre representaciones fisicas
de una sefal. No todas las transformadas utilizadas en la compresiéon de imagenes,

pueden ser utilizadas para la descripcién de un fenémeno fisico.

La interpretacion de una transformada requiere de un analisis detallado del
dominio y de la representaciéon de las variables de entrada y de salida una vez se
aplique la transformada, dicha aplicaciéon dependera del relacionamiento que existe
entre las variables de entrada y las variables de salida en un contexto definido, de
ahi que sea necesario un detallado estudio sobre la estructura de cada transformada

matematica y su implicacion en el proceso de compresion de imagenes.

La compresion de imagenes puede darse de dos maneras diferentes: con y sin
pérdida de informacion. La comprension con pérdida admite la eliminacion de cierta
parte de la informacion a cambio de mayor capacidad de almacenamiento, en la

eliminacién sin perdida no se admite que la informacion sufra perdidas. En este
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trabajo se busca medir qué tan eficiente es cada transformada en los procesos de
compresion vy filtrado, observando cémo afecta la reduccion de coeficientes a
diferentes tasas la compresion de una imagen y cémo se ve afectada la calidad de
la misma. Por lo anterior, este estudio se desarrolla en cuatro capitulos a saber: en
el capitulo uno se hace una descripcion tedrica de los fundamentos matematicos
de cada transformada, teniendo en cuenta la propia construccion del concepto de
transformada, las propiedades y condiciones algebraicas que involucran tal
construccion y las caracteristicas préacticas de cada una.

En el capitulo 2, se realiza un acercamiento conceptual a las imagenes digitales,
sus componentes y las relaciones que hay entre ellos, la geometria y la formacion
de las imagenes, asi como una descripcion del procesamiento digital de imagenes,
especificamente la compresion y el filtrado de las mismas. Finalmente se presentan
tres métricas para valorar la eficiencia de cada trasformada matematica cuando se
usan para la compresion de una imagen, las cuales son: Proporcién sefial a ruido

(SNR), tasa de compresion (TC) y factor de compresion (FC),

En el capitulo 3, se usa un software matematico llamado Matlab, el cual permitira
desarrollar la implementacién computacional de cada transformada en el proceso
de compresion de una imagen. Se realizara el proceso de filtrado y compresion a
diferentes tasas, usando para tal fin un cédigo comun de ejecucion en el
mencionado software. Es necesario aclarar, que para implementar
computacionalmente la transformada wavelet de Haar 2D al nivel 1, se usara el
interfaz gréfico de usuario que ofrece el toolbox de Matlab, en donde es posible

realizar el proceso de manera directa.

Finalmente en el capitulo 4, se realiza un analisis comparativo entre las imagenes
obtenidas en el proceso de compresion en términos de eficiencia, usando las
métricas mencionadas, determinando cual transformada es mas éptima. Los valores
para (FC)y (SNR) se obtienen de manera directa mediante Matlab. Para comparar
las tasas de compresion (TC), se usa un analisis cualitativo de la calidad de las

imagenes obtenidas mediante la compresion con respecto a la imagen original.
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CAPITULO 1

ACERCAMIENTO TEORICO A LAS TRANSFORMADAS BASICAS DE LA
IMAGEN

1.1. Transformadas matematicas

El concepto de aplicacién en matematicas es el mas elemental para realizar un
acercamiento a la definicién de transformada. Dados dos conjuntos funcionales W
y V, es decir, que sus elementos pertenezcan a un espacio funcional (espacio
vectorial que lleva funciones de W a V), se define una aplicacion (también conocida

como funcioén) entre ellos si se cumple que:

vweEW,IveV/f(w)=v (1)

Ahora bien, para que una aplicacion alcance la categoria de transformada debe
cumplir las propiedades del espacio vectorial que se definen sobre un conjunto
funcional W y bajo dos operaciones en dicho conjunto. La operacién interna @
llamada suma, actla en los elementos de W y la operacién externa ® conocida
como producto por un escalar, que relaciona a W con otro conjunto con estructura
de campo, también llamado cuerpo, (estructura algebraica en la cual las
operaciones mencionadas pueden desarrollarse) de modo que se satisfacen las

propiedades que se relacionan a continuacion:

1.1.1. Propiedades del espacio vectorial

Propiedad de cerradura en la operacion @.

siVvuuweW -upweWw (2)

Propiedad conmutativa en la operacion .

udw = wdu, Vu,w € W (3)
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Propiedad asociativa en la operacion @.

u® (wdv) = (uUdw)dv,Vu,w,v e W (4)

Elemento neutro en la operaciéon .

30 € W/u®0 = 0®u = u,Vu e W (5)

Elemento opuesto en la operacion &.

VvueW,3i—ueW/u®—-u=20 (6)

Propiedad de cerradura en la operacion ®.

SIVUEW,ceER->cQueW

(7)
Propiedad distributiva en la operacion®.
c® (udw) =c Q@ udc @ w,Vc € R,Yu,w € W (8)
Propiedad distributiva de la operacién ® respecto de la operacion @.
(DD RQu=cQRQuddRu,Vc,d ER,Yu€eWwW (9)
Propiedad distributiva de la operacién Q .
c®@®u) =cd ®u,Yc,d €ERYUEW (10)

Elemento neutro en la operacion .

1Qu=uvVuelw (11)



15

Se concluye que W es cerrado bajo la suma vectorial @ y bajo la multiplicacion
por escalares @. Si se admite que los escalares incluidos anteriormente sean

complejos, entonces se tiene un espacio vectorial complejo.
1.1.2. Condiciones para obtener una transformacién lineal

Otra consideracion importante que se debe tener en cuenta para que una
aplicacion sea una transformada, es que la aplicacidbn que relaciona los dos

conjuntos funcionales debe ser una transformacion lineal, esto es, que cumpla las

condiciones de aditividad y de homogeneidad descritas a continuacion:

Condicién de aditividad

flutvu) =f@ +wf(u) vuu ev (12)
Condicion de homogeneidad
Fxvu) = A wf(w), VA€ K,Yu €V (13)

Cumpliéndose en los dos k-espacios vectoriales, (W,w Q,w @) y (V,v &, vd®).

De lo anterior se puede decir que una transformacion lineal L, cambia a W en
V.De acuerdo a Kolman y Hill (2006), “cuando se da el caso en el que W =V,

entonces la transformacién se conoce como operador lineal sobre W”, esto es,

LW > W (14)
La aplicacion lineal ademas debe respetar la estructura topolégica de K-espacio
vectorial, esto significa que debe existir un isomorfismo entre los dos espacios W,
V, tal que la mencionada aplicacion lineal sea biyectiva. Mas precisamente si L, es

la aplicacion lineal entonces es necesario que L y L~! sean continuas, es decir,

L:W - V/L L (19)
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Garantizandose de esta manera la conservacion de la estructura topologica. Otra
forma de sustentar dicha conservacion es comprobando las existencia de dos

contantes mayores que cero my M, tales que:

mlx|| < IL()| < M||x||,x € W (16)

Otra condicidbn notoria tiene que ver con la relacion que existe entre la
transformada y el fendmeno (generalmente fisico) al cual se esta vinculando, por
ejemplo, cuando las funciones que se van a “transformar” representan alguna
manifestacion del entorno fisico, la transformada permite asociar alguna propiedad
que esta vinculada a ese hecho fisico, de manera notoria. Garay (1998), clarifica
esta asociacion con un ejemplo, usando para ello la derivaciéon. Se nota de manera
inmediata que verifica los criterios matematicos para ser una transformada, pero
ademas, se observa que cuando se implementa sobre la funcion de interés, (que
mide alguna magnitud que generalmente varia con el tiempo) la derivada, es decir,
la transformada de la funcién de interés, permite entender que tan rapido o lento es

el cambio.

1.2. Definicion de transformada integral unidimensional

Dentro de las aplicaciones o transformaciones lineales se encuentran las
transformaciones integrales, las cuales son funciones f(x), definidas en un intervalo
I, que puede ser finito o infinito, a < x < b, , teniendo una funcion fija K(s,x) de la
variable x y un parametro s, se puede definir la transformada integral de la siguiente

manera:
b

rIfel = [ K 0fGdx = F(s) (17)
a

F(s) es llamada transformada directa de la funcién f(x) , K(s, x) es el subespacio

vectorial de la transformacion lineal, conocido como nucleo de la transformada, que

se define formalmente a continuacion.
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1.2.1. Definicién y propiedades de los nucleos de las transformaciones

Dados dos K-espacios vectoriales y la transformacion lineal f:V - W, se
conoce como nucleo de f al conjunto formado por:

(18)
N(f)={weV/f(v)=0}=f'({0}

El conocimiento de este subespacio permite determinar si f es inyectiva. En la
expresion (17), el nucleo integral de la transformacion es la funcion K(s,x), y la
transformacion T es lineal para cualquier ndcleo dado. Las transformadas admiten
una transformada inversa, si la funcidén nucleo integral de la misma, es semejante a

la que tiene la transformada inicial, esto es:

» (19)
TU&H*=fK%&@H®w=f@)

a
De acuerdo a Polyanin y Manchirov (2008), en la igualdad expuesta en (17), se

deben cumplir ciertas propiedades en el ndcleo, tales como:
Propiedad 1

El conjunto formado por N(f) es un subespacio vectorial de V.
Propiedad 2

Si V' es un subespacio vectorial de V, entonces

V' = L({wy, e v2}) > F(V') = L@, o, @)D (20)

De esta expresion se desprende que f(V') es un subespacio vectorial de W'.

La manera en la que las transformadas integrales abordan un problema dado es
descomponiendo la funcién de interés en sumas infinitas que tengan la
forma K (s, x), (que como ya se mencioné es la funcién fija conocida como nucleo

integral de la transformacién), de manera conveniente para resolver el problema.
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Un aspecto muy util que presentan es que cambian una funcion de entrada f(x)
con una variable definida, en otra funcion de salida con variable diferente. Las
transformadas integrales mas usuales en matematicas, ingenieria y ciencias
naturales, son la transformada de Fourier, transformada de Laplace, de Hilbert,
Coseno, Seno, de Hankel, wavelet, entre muchas otras, que permiten encontrar

facilmente la solucién para un problema complejo.

1.3. Transformadas bidimensionales.

De la misma forma que una sefal unidimensional es representada por una serie
ortogonal de funciones base, también llamados nucleos, las imagenes (arreglos
bidimensionales) se pueden representar mediante un conjunto discreto de funciones
bases. Considérese la imagen u(m,n), cuyo tamafio es M, N entonces se define la

transformada bidimensional directa e inversa respectivamente:

M—-1N-1

v(k, 1) = Z Z u(mn).au(mn);0<k<M-1; 0<I<N-—1 (21)
m=0 n=0
M—-1N-1

u(m,n) = Z Z v(k,D).ap,,(mn);0<m<M-1;, 0<I<N-1 (22)
k=0 1=0

Donde los coeficientes aj; son elementos de una matriz unitaria A, también
conocida como matriz de trasformacion y representan como se vio en el caso

unidimensional el ntcleo de la transformada.

De las igualdades anteriores se puede concluir con que una sefial o imagen en
un dominio dado, por ejemplo, el dominio espacial puede ser representado en el
dominio espectral (frecuencia) y viceversa. Asi la imagen u(m,n), se puede

expresar en términos del dominio de la frecuencia (k,[l), mediante las variables

(k, D).
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1.4. Latransformada de Fourier

Sea f una funcion de variable real, f:R — C, si f es absolutamente integrable

(condicién necesaria para garantizar la existencia de la transformada), esto es,

f°°|f(x)|dx<oo (23)

—00

Entonces se define la transformada de Fourier de la funcion f para una

variable, w € R, asi:

¥ (w) = foof(x)e_i"w dx, siempre que f € L*(R) (24)

Duoandikoetxea (2003) manifiesta que esta definicion puede presentar otros
aspectos de acuerdo a la preferencia de los autores. En ocasiones el
exponente - ixw se escribe como —2mixé, sin que esto represente problemas para
el calculo. Esta transformada realiza una descomposicion de la funcion dada en
componentes basicos, por tanto, las frecuencias discretas que forman una sucesion
aparecen en un rango continuo de frecuencias, de modo que a cada frecuencia w,
le corresponde un coeficiente f(w), siendo éste, un nimero complejo, cuyo médulo
es la amplitud y su argumento es la fase. La descomposicion de la funcion inicial f
en componentes se conoce como analisis y al proceso de reconstruirla mediante

inversién se conoce como sintesis o transformada inversa de Fourier y se define:

fG) = f F wye dw - STFw)] = £00,si SF@] = T w) (25)

A las funciones ¢ ,e"™  se les conoce como el nicleo de las transformadas,

ademas de estar presentes en las dos, son conjugadas entre si y dependientes del
producto de las variables x,w. La transformada de Fourier esta basada en estos
nacleos los cuales son usados para describir el comportamiento de ondas, Weber y
Arfken (2005).
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1.4.1. Propiedades algebraicas de la Transformada de Fourier

Linealidad

La linealidad es una propiedad que garantiza que en la transformada de Fourier se
cumple los criterios de aditividad y homogeneidad descritos en las ecuaciones (12)

y (13), que se resumen mediante la expresion siguiente, sabiendo que «, 8 € C

(af +B9) = af + B (26)

Conjugacion

Es una propiedad referente a la simetria de la sefial en el tiempo como la simetria
de su transformada de Fourier en el dominio de las frecuencias. Se define

formalmente como sigue:

NE=7=D (27)

Traslacion
Un desplazamiento en la funcién que representa la sefial (unidimensional) o matriz
gue representa la imagen (bidimensional), no afecta el médulo de la transformada
de Fourier, esto es posible gracias a que:
- _ £_ 7 2xiht (28)
siThf(x) = f(x+h) = (Thf)* = f (e
Modulacién

De acuerdo a Aristizabal y Ramirez (2006), en la multiplicacion de una sefal
(funcidén) por otra se busca hacer un escalado de una en la otra, proceso conocido
como modulacion en amplitud, cuando esta operacion se lleva a cabo en el dominio
de las frecuencias equivale a la convolucion de las transformadas de Fourier de

las sefales. Matematicamente,

Sig() = f@e ™ g @) = (T =h ' )(© (29)
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Dilatacion y Rotacion

Sea f € L}(R) y sea AeR /{0}, se define g: R — C, mediante la regla g(x) := f(1x), de

modo que para cada ¢ en R se cumple:

90 =@ 0yA>0- g (€)= f (A9) (39)

La propiedad de rotacion sefiala que si la imagen se rota un angulo ¢, la
transformada de Fourier de esa imagen también rota un angulo ¢. Haciendo uso

de coordenadas polares se debe satisfacer la siguiente proposicion:
si f(r,0) & F(w,a)entoncesf(r,0 + @) & F(w,0 + @)
De la misma manera también satisface las siguientes propiedades analiticas:

1.4.2. Propiedades analiticas de la Transformada de Fourier

Si f es una funcion uniformemente continua entonces se debe cumplir:

REGIEYlL (31)
Ademas si f y f' son integrables entonces:

(F)f =21 (©) (32)

Puesto que x, f(x) es integrable y f es derivable entonces se tiene que:

(~2mp)f = (1) © (33)
La transformada cumple igualmente el lema de Riemman-Lebesgue, el cual sefiala

que la transformada de Fourier de P tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito,
esto es,

Ei f@=0 L
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Del mismo modo se satisface que si f y g son integrables, entonces:
[ra=]ta (35)

1.5. Latransformada rapida de Fourier (TFF)

Es un algoritmo que elimina gran parte de los calculos repetidos que tiene que
realizar la transformada discreta de Fourier, optimizando con este método el tiempo

y reduciendo significativamente el costo de dicho proceso, Schmidt (2013).

Considérese la definicion de Transformada de Fourier en forma discreta (TDF)

de la siguiente manera:

N-1

X[k] = z xX[n]Wn (36)

n—

Con k =0, 1,2,..., N-1, donde W, = e=/2¥/N,

=

Para realizar calculos directos se requieren N productos complejos y N-1
adiciones complejas para cada k, de modo que el célculo directo tiene el orden
O(N?). Cuando N es suficientemente grande, la TDF no es eficiente, por tanto, se
utiliza la TFF, que resuelve el problema mediante la descomposicién iterativa de
TDF mas simples. Utiliza para tal fin las siguientes propiedades teniendo en cuenta
que N es potencia de 2.

1.5.1 Propiedades de la transformada rapida de Fourier

Propiedad 1 (Simetria conjugada compleja)

W;(N—n) — W]\;kn — (W]\I]cn) (37)
Propiedad 2 (Periodicidad en n, k)
win = W;(N+n) _ W}\Ek+N)n (38)
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La TFF, divide la TDF a calcular en dos transformadas discretas de Fourier, de

acuerdo a la paridad de los términos:

N-1 N/2-1 N/2-1
x[n]Wi™ = z x[2rlWE™* + z x[2r + 1wk (39)
r—0 r—0 r—0
-0,1,. N 4
conr = 2
N/2-1 N/2-1
X[k] = Z X[2r (W)™ + W Z x[2r + (W2 (40)
r—0 r—0

Esto permite expresar la TDF dada de N muestras, en la suma de dos TDF de

N/2 muestras, obteniendo finalmente:

N/2-1 N/2-1
X[k] = 2 x[Zr](Wg)”‘+W,6‘ z x[2r+1](W%)”‘ (41)

De esa manera se puede seguir realizando subdivisiones obteniendo dos pares

de transformadas discretas de Fourier de % muestras, y siguiendo de esa forma

se obtienen P =109, N divisiones.
Propiedad 3 (Separabilidad)
Permite la obtencion de la secuencia original o de su transformada a partir de
dos pasos usando la transformada de Fourier unidimensional.

De esta manera se puede llegar a X[k, [], de la siguiente manera:

M- N-1
1
X[k, 1] = Z X[mIIWE, con X[ml] = Z u(m,n). Wkr (42)
m=0 n=0
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Propiedad 4 (Traslacion)

F(k — ko, 1 —1y) (43)

— [n(kom + lon)l

w(m —mg,n —ny) & F(k, 1) [M] (44)

El movimiento en u(m,n) no altera el médulo de su transformada, Fiallo (2002).

Propiedad 5 (Distributividad y escalado)

Flau,(m,n) + buy,(m,n)] = aF[u,(m,n)] + bF[u,(m,n)] (45)

Flu;(m,n)u,(m,n)] # Flu,(m,n)]AF [u,(m,n)] (46)

La transformada de Fourier y su inversa son distributivas con respecto de la suma

pero no con respecto del producto. Ademas si a, b son dos escalares se verifica que:

1 k1
au(m,n) & aF(k,1); u(am,bn) & —F (—,—) (47)
lab] \a’b

Propiedad 6 (Valor medio)

1 M-1N-1
a(m,n ZFHZO =Ou(m ,n) (48)

Haciendo uso de la expresion correspondiente a F (0,0):

M-1N-1

F(0,0) = % Z Z u(m,n) (49)
m=0n=0
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Por tanto, las expresiones se relacionan mediante:

1
i(m,n) = —F(0,0) (50)
N
Propiedad 7 (Convolucion y correlacion)
M-1N-1
fonm) < glmm) = > £, )glm—in—)) (1)
m=0n=0
Cuya transformada es:
(52)

f(m,n) * glm,n) & F(k,1).G(k,1); f(m,n).g(m,n) & F(k, 1) «G(k,1)

De lo anterior se puede concluir que la transformada de Fourier convierte la
operacion de convolucion en una operacion mas simple como lo es el producto de
funciones. Esta caracteristica es ampliamente fructifera en términos de aplicabilidad
de la TF.

La correlacion de dos funciones f(m,n) y g(m,n) por su parte posee la siguiente
definicion:
-1N-1

fm,n)°g(m,n) = Z (i, Ngm+i,n+j) (53)

i=0 j=0

La transformada de Fourier de la correlacion es:

Fm,n)°g(m,n) o F*(Uk, D°G(k, D); f*(m,n). g(m,n) & F(m,n)°G(m,n) (2%

Siguiendo a Fiallo (2002), uno de los principales aportes de la correlacién en el
procesamiento digital de imagenes tiene que ver con el reconocimiento de patrones,
en donde el inconveniente consiste en encontrar el mayor parecido entre una

imagen desconocida y un conjunto de imagenes conocidas.
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De la Fraga (2001) manifiesta que una de las razones que hacen tan importante
al andlisis de Fourier para el procesamiento digital de sefiales, es el hecho de

poseer este algoritmo que le permite obtener eficientemente la TDF.

En conclusion, se puede entender que la transformada de Fourier es un lenguaje
alternativo para analizar funciones en el dominio de la frecuencia de una funcion, o
en el domino espacial-temporal, y al ser reversible, garantiza que puede
transformarse en cualquier dominio dado el otro. En palabras de Garay
(1998)’estamos hablando de ambas caras de una misma moneda”, usando la teoria
de sefales en su discurso, manifiesta que tanto el espectro como la funcién original
poseen toda la informacion sobre la sefial y se usa una u otra segun sea

conveniente.

Es importante tener en cuenta las propiedades que posee a la hora de abordar
un problema dado ya que son ellas las que garantizan el tratamiento de la funcion

original.

1.5.2. Algunas aplicaciones de la transformada de Fourier

La aplicacion de esta teoria se da tanto en campo de las disciplinas aplicadas
como las tedricas. En fisica y matematicas se usa desde la teoria de niameros y
geometria hasta la mecénica cuantica, para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias, en derivadas parciales lineales con coeficientes constantes, para
evaluar series no triviales, para resolver problemas de flujo de calor, de ondas,
teoria de campos, teoria de sefales y tomografia, tratamiento y digitalizacién de
imagenes. Gonzales (2015), manifiesta que esta transformada es una poderosa
herramienta para el campo del procesamiento de las imagenes, mediante su
implementacion se puede realizar analisis de imagenes, filtrado, reconstruccion y

compresion.

De acuerdo a Lopez (2006) los problemas presentes en el tratamiento
matematico de sefales se abordan mediante la transformada de Fourier,

obedeciendo a la siguiente estructura, un sistema recibe una sefal f y entrega como
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salida una funcién g, siendo f y g ambas dependientes del tiempo, bajo estas

circunstancias se requiere de:

e Laidentificacidon del sistema, siempre que sean conocidas fy g.
e El célculo de la sefial de salida g, si se conoce el sistema y la funcion f.

e Elfiltrado de la sefial, siendo el sistema el elemento que actia como filtro.

El campo de aplicacion es muy amplio y a la par del avance tecnoldgico, se han
desarrollado importantes herramientas matematicas que se acomodan cada vez
mejor a las necesidades que se presentan en el mundo. Los métodos han
evolucionado, teniendo como base la idea de Fourier y su descomposicién en
sefiales elementales. Hoy se tienen métodos de mayor alcance como la

transformada de wavelet y otros, Cortés, Cano y Chavez (2007).

1.6. La transformada discreta coseno unidimensional y bidimensional

La transformada discreta coseno (TDC) unidimensional directa e inversa, se

define respectivamente de la siguiente manera:

N-1
2m + 1)km
Ck) =a(k) = Z u(m)cos(T) (59)
m=0
k=012..N-1
N-1
2x + Vkm
u(m) = a(k)C () cos EX T VKT (56)
2N
k=0
m=012,.N—-1
Donde los términos a(k)cosw forman la funcion basica de la

transformada del coseno y los elementos a tanto para el caso directo e inverso,

corresponden a la siguiente expresion:
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a(k)_4 (57)

Para el caso bidimensional se cumplen las siguientes igualdades para la

transformada del coseno, directa e inversa respectivamente:

N-1N-1

2m+ 1k 2n+ 1)l

Ck.l) = alk)a(l) u(nun)cos( m+1) 7Tcos( ntin (58)

2N 2N

m=0 n=0
Conk,l=012,..,N —
N-1N-1

(2m + 1)kn 2n+ Din (59)

u(m,n) = Z; ZZ(; a(k)a(D)C(k.1) cos N cos N

Conmn=0,12,..,N —

2m+1)kn 2n+1)ln
( ) cos( )

—~— S€ conocen como funciones

Donde los términos a(k)a(l)cos

basicas de la transformada discreta del coseno y los elementos a en ambos casos

son:

( =, k=20
N

a(k,l):! 5 (60)
L\f— 1<k<N-1
N

Para calcular la DCT 2D basta con aplicar la transformada unidimensional a cada
fila de la matriz imagen y luego a cada columna del resultado. Esta caracteristica
hace que la DCT 2D sea separable en las dos dimensiones, tal como se vera en la

propiedad 5.

De acuerdo a Aledo (2013), la DCT 2D descompone el bloque de imagen en una
suma de frecuencias espaciales. Toma cada bloque 8x8 y lo divide en 64 sefales
de una base ortogonal y cada una de ellas posee unay solo una de las frecuencias

espaciales que comprenden el espectro de la sefial de entrada.
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El coeficiente que posee frecuencia cero en las dos dimensiones se le conoce
como coeficiente DC, (corriente continua) y los restantes 63 coeficientes de

corriente alterna (AC).

En términos generales, cuando se observan las funciones bases para la
transformada de coseno, para N=8, se aprecia la distribucion de las frecuencias.
Hacia la derecha la variacion de las mismas en vertical y hacia abajo la variacion
frecuencial en horizontal, lo cual quiere decir que las funciones bases orientadas
verticalmente corresponden a las frecuencias verticales y las funciones bases

orientadas horizontalmente, corresponden a las frecuencias horizontales.
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Figura 1. Imagenes bases de una DCT 2D.

1.6.1. Propiedades de la TDC

Propiedad 1

La matriz transformada discreta de coseno es real y ortogonal, esto implica que

la matriz es unitaria.

C=C%5 Cl=CT T =1 (61)
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Propiedad 2

La TDC no es la parte real de la transformada discreta de Fourier, pero se
puede verificar que la TDC de una secuencia esta vinculada con la TDF de su

extensién simétrica.

Propiedad 3

La TDC tiene excelente compresion energética para datos altamente
correlacionados. Mastriani (2009) sefiala que la efectividad de un método de
transformacioén, puede ser medida por la capacidad de compactacion de los datos
de entrada en la menor cantidad posible de coeficientes. En este caso, la TDC

presenta una su capacidad de compactacion energética muy alta.

Propiedad 4

Descorrelacion (Propiedad de la imagen).Las transformaciones de la imagen
deben principalmente remover la redundancia entre pixeles vecinos, esto implica
coeficientes transformados descorrelacionados, los cuales se codifican de manera

independiente.

Propiedad 5

Separabilidad. La expresion (58) que es la definicién de transformada discreta de

coseno se puede escribir aplicando la propiedad de separabilidad como sigue:

Clk,)) = a(k)a(l) ZO cos l(zmz-'-#l Z; cos u(m,n) % (62)

conk,1=012,..N — 1.
Cuya ventaja principal es que permite calcular C(k, 1) en dos pasos,

compuestas por operaciones sucesivas en una dimension sobre filas y columnas

de la imagen, Mastriani (2009).
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Propiedad 6

Simetria. Al observar la ecuacion (59), es evidente que las operaciones sobre las
filas y columnas son idénticas, en este caso se dice que la transformacion es
simétrica.

1.6.2. Formas de implementar el algoritmo de la transformada discreta de
coseno

De acuerdo con Paredes (1997), la transformada discreta de coseno presenta
diversas aplicaciones y gracias a esta caracteristica se han desarrollado muchos
algoritmos para su implementacién. Para la clasificacidn de éstos algoritmos, se

deben categorizar atendiendo a su método de aproximacion de la siguiente manera:

Calculo indirecto: se usa la transformada discreta de Fourier y la transformada
Walsh-Hadamard para llegar a implementar la trasformada discreta del coseno,
presenta una desventaja considerable porque en el proceso de calculo se usan

muchas operaciones innecesarias.

Calculo recursivo: mediante esta técnica se busca llegar a la construccion de una
matriz transformada discreta coseno TDC de orden superior, a partir de una matriz
TDC de orden inferior.

Factorizacion directa: “estos algoritmos requieren factorizacion matricial,
tedricamente una matriz unitaria puede factorarse siempre en matrices menos
densas, obteniéndose ganancia en velocidad en el proceso de célculo de la TDC,

pues requiere de un numero menor de operaciones” Paredes (1997).

De la misma manera que la Transformada Fourier usa la base e™* para
representar una sefial, la transformada discreta de coseno representa dicha sefal
en términos de tipo coseno, mediante senoidales de diferentes amplitudes vy

frecuencias.
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Esto es posible debido a que existe una relacion comun entre las transformadas
bidimensionales de Fourier, Coseno, y Walsh-Hadamard, la cual se describe a
continuacion:

N—

1N-
T(u,v) = Z T(u,v)h(x, y,u,v) (63)

u=0 v=0

1N-
Z fy) g yuv); f(xy) =

Ilb42
M

Las caracteristicas de cada transformada dependen de cada nucleo g(x,y, u,v),

h(x,y,u,v), directo e inverso respectivamente.

Mufioz (1997), sefiala que todas las imagenes tipicas tienen informacion
redundante, situacion que es aprovechada por la TDC en la compresion de
imagenes, puesto que permite una mayor concentracion de la informacion visual,
usando para tal fin aquellos coeficientes que representen la imagen con valores no
correlacionados entre si y descartando aquellos que brindan poca Informacién
sobre la misma (buscando que los valores de representacion de la imagen no
entreguen valores repetidos), esto implica que la cantidad de términos para dicha
representacion disminuya considerablemente y que el proceso de compresion de la

imagen sea mas optimo.

Ibarra (2012) sefiala algunas de las caracteristicas mas utiles de la transformada
del coseno en el mencionado proceso, tales como, la buena capacidad de
compactacion de la energia al dominio transformado, esto significa una mayor
cantidad de concentracion de informacién en pocos coeficientes transformados, del
mismo modo la transformacion es independiente de los datos, también manifiesta
que existen formulas para el calculo rapido de los algoritmos, y que esta

transformada produce pocos errores en los limites de los blogues de las imagenes.
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1.7. Transformada de Hadamard

La transformada de Hadamard (TH) y su inversa se definen para el caso

unidimensional respectivamente de la siguiente manera:

N-1
H(u) = %Z f(x)(_l)zzn:_ol b;(x)b;(w) (64)
N-1
FG) = Hu)(=1)55 bieme (65)
u=0

El nucleo de la transformada en cualquier forma (directa e inversa) se define:

= (=125 bi)bi(w)
h(x,u) = (—1)%i=0 (66)
Este hecho se justifica debido a que este tipo de transformacion es ortogonal,
simétrica, separable y real. La expresion que generaliza los términos b, (z) es el k-
ésimo bit de la representacion binaria de z. Este término aparece también en la
Transformada de Walsh (TW), como se vera mas adelante.
Para el caso bidimensional (igual que unidimensional) la sumatoria de la

exponencial presente en los nucleos es manejada en forma binaria y toman la
siguiente forma:

1

90 = (o y,u,v) = %(_1)2?;0 (b ()b +b; ()b ()] (67)

h(x) = (4, 9,1, v) = — (—1)ZE D +5 b)) (68)
) ) ) N

Por tanto la transformada de Hadamard bidimensional se define en términos de

la siguiente igualdad:

1

N_
x=0

Z| =

N-1
Hu,v) = Z f(x, y)(_1)2?;01[bz(x)bz(u)+bi(y)bi(V)] (69)
y=0
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Y su transformada inversa es:

N—-1N-1

1 -
Flx,y) = NZ Z H(w, v) (—1) S bi0biw)+bi )by w)] (70)

x=0 y=0

Ashraghi (2000), sugiere que la transformada de Hadamard se puede entender
como una extension de la transformada de Walsh, debido a que el nucleo de la TH
usa las mismas entradas que la (TW) haciendo un cambio en términos del
ordenamiento de filas y columnas, siendo esta la Unica diferencia entre las dos

transformadas.

1.7.1. Propiedades de la Transformada de Hadamard

Propiedad 1
Es real, simétrica, ortogonal y separable.
Propiedad 2

Puesto que la transformada consta solo de valores 1y -1 no se necesita
multiplicar para realizar su célculo, de modo que el nimero de sumas y restas puede

reducirse de N% a Nlog,N, por lo cual se considera una transformada rapida.
Propiedad 3

Posee una alta compactacidn de energia para imagenes altamente correlacionadas.

1.8. Transformada de Walsh

En la tesis de Ashraghi (2000), se define la transformada de Walsh (TW) de la

siguiente manera:

W ==y f)] [0 e (71)
x=0 i=0
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Siendo el nucleo de esta transformada la expresion:

n-1
1 .
gGew = | [0 (72)
i=0

Dado que el nucleo de la TW es simétrico y ortogonal, el nucleo inverso es el

. ., 1 -z
mismo, a excepcion del factor ~» que aparece en la expresion (71).

De esta manera, el nicleo para la TW inversa es:

n-1
h(x, u) — n(_l)bi(x)bn_l_j(u) (73)
i=0

Usando el nacleo anterior se puede construir la TW inversa asi,

N-— n-1
f) = ww| |(-1)PPri (74)

Siguiendo el mismo analisis se puede extender la definicion para el caso
bidimensional, usando para tal fin el siguiente nucleo para la TW directa:

N-1
g0y, u,v) = % n(_1)[bi(x>bn_1_i(u)+bi(y>bn_1_i<v)] (75)

Dando lugar a la TW bidimensional directa:

N-1

N-1N-—
1
W(u, 17) = NZ z (x y) 1_[( 1) [bi(x)bp—1-i(W+bi(¥)bp-1-;(V)] (76)
x=0 =

El nacleo de la TW inversa h(x,y,u,v), es el mismo que para el caso de la TD
directa, por tanto se llega a la expresion que corresponde a la definicibn de TW

inversa,

N—-1N-1 N-1

W (u,v) H( 1) L2 @+, (77)

u=0 v=0 i=0

1
f(xf.V) zﬁ
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Dado que los nucleos de la TW cumplen con la propiedad de separabilidad y
simetria entonces es verificable que a partir de la aplicacion de la TW
unidimensional repetidamente se puede llegar a las mismas conclusiones a las

cuales llegaria la TW bidimensional.

Una caracteristica distintiva de la TW con respecto a la TF es que usa funciones
bésicas (-1) y 1 mientras que la TF utiliza funciones trigopnométricas. Esto tiene
implicaciones importantes en términos de aplicabilidad, siendo la TW usada con
mayor frecuencia en el analisis de sefiales y procesamiento de imagenes, porque
presenta una mayor ventaja computacional que la TF, resumidas en la facilidad de
implementacion en hardware y reduccién de operaciones. Se observa que una de
las aplicaciones fundamentales y que permiten una mayor calidad de vida en
personas que usan protesis, tienen que ver con el reconocimiento de patrones de
sefales biologicas y la interpretacion que permite ejecutar el movimiento en la

extremidad artificial, Hamza, Debbal y Bereksi-Reguig (2010).

La razdn por la cual se habla de la transformada de Walsh-Hadamard (TWH) es que
al observar los nucleos de cada transformada por separado se llega a la conclusion
que la Gnica diferencia es la ordenacion de los mismos. “La Transformada de Walsh-
Hadamard (WHT) es una transformada ortogonal, similar a la transformada de
Fourier, que hace corresponder a una secuencia humérica otra secuencia formada
por funciones de Walsh, en lugar de funciones sinusoidales” Gayoso, Hernandez,
Montoya y Orue, (2014). Entre otras caracteristica especiales de la (WHT) es que
permite el célculo rapido, posee una buena compactacion de la energia para

imagenes altamente correlacionadas.

Cabe resaltar que dicha transformada tiene importantes utilidades en multiples
procedimientos, por ejemplo, Doniak (2006), realiza un estudio acerca de la
transformada de Walsh-Hadamard aplicado a algunos sistemas de transmisién, en
este estudio se observa como la transformada mencionada favorece de manera
significativa este proceso, permitiendo mejoras significativas adquiridas como

resultados de evaluar el desempefio mediante simulaciones.
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1.8.1. Propiedades de la Transformada de Walsh

Propiedad 1

En una dimension existe Unicamente para vectores cuyos tamafos sean
potencias enteras de 2. Para la transformada bidimensional se define para

imagenes cuyo tamafo sea potencia entera de 2.

Propiedad 2

El almacenamiento de los datos requiere una menor capacidad que otras

transformadas, esto es posible gracias a que es real.

Propiedad 3

La convolucién y la correlacion no son eficientes en esta transformada, pero

posee un alcance significativo en la compresion de imagenes.

Propiedad 4

Se compone de funciones cuyos valores son 1y -1.
Propiedad 5

Es simétrica, ortogonal y separable.

Propiedad 6

Se puede obtener mediante el algoritmo de la FFT haciendo el ndcleo igual a 1

1.9. Transformada Wavelet: Transformada de Haar

El andlisis wavelet tiene un amplio campo de aplicaciones, por ejemplo en
medicina es usado como recurso importante en el analisis de sefiales biomédicas y
tratamiento de imagenes, se encuentra presente en campos de la
electrocardiografia, electroencefalografia y electromiografia, Mufioz y Orozco
(2013). Se observa que una de las aplicaciones fundamentales y que permiten una

mayor calidad de vida en personas que usan proétesis, tienen que ver con el
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reconocimiento de patrones de sefiales biologicas y la interpretacion que permite

ejecutar el movimiento en la extremidad artificial. Shimmack y Mercorelli (2015).

Asi mismo en el campo de la ingenieria esta tomando cada vez més fuerza para
el analisis vibratorio, se encuentra un nimero muy significativo de investigaciones y
trabajos que categorizan a la transformada de wavelet como un método eficiente
de comprension de sefiales para identificar fallas, comportamientos y otros factores
o condiciones trascendentes en construcciones, Rodriguez (2008). En términos
generales, las wavelets se emplean en multiples campos, en numerosas ramas de
la fisica que van desde mecanica cuantica hasta astrofisica, y en el procesamiento

de imagenes y tratamiento sefiales.

Algunos autores como Celeste (2005) sefialan que esta técnica es ampliamente
efectiva ya que permite identificar discontinuidades, bordes entre otros y que uno
de los aspectos méas sobresalientes de la transformada wavelet es que permite la
reconstruccién de la informacién con poca pérdida de la misma, ademas de altas
tasas de compresion eligiendo la wavelet adecuada el proceso se realiza con

efectividad y bajo costo.

1.9.1. Wavelet en una dimensién

La transformada wavelet es una poderosa herramienta mateméatica que permite
la representacion de una secuencia, sefial o imagen como la descomposiciéon en

versiones de una componente general, de igual forma pero de menor resolucion.

Muchos autores como Mastriani (2009) coinciden en que la funcién base de Haarr,
es la mas simple de todas las bases wavelet, por tanto, se aprovechara ese hecho
para discutir la forma en que una funcion de una dimension puede ser
descompuesta en términos de wavelets de Haar, técnica usada para la compresién
de funciones unidimensionales. En primer lugar, se tomara el ejemplo que se da en
la tesis del autor mencionado anteriormente, para ilustrar en detalle la forma en la

gue procede la transformada wavelet.
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Considérese una sefiallimagen (1-D) de entrada u = [9 7 3 5] de 4 pixeles, el
proceso consiste en promediar los componentes (pixeles) de a pares obteniendo de
esta manera una nueva sefial/imagen (1-D), v = [8 4], con una resoluciéon mas baja
exactamente 2 pixeles. Es evidente que al realizar tal proceso hay pérdida de
informacion, por tanto, se consideran unos parametros llamados coeficiente de
detalle cuya finalidad es la de recuperar la informacion faltante. En este ejemplo, el
primer pixel de u se recupera sumando al primer pixel de v 1y el segundo pixel de
u, se recupera restando 1 al primer pixel de v, de modo que el coeficiente de detalle

para recuperar la informacion de [97] es 1.

De forma analoga se procede con los otros dos pixeles y se observa que el
coeficiente de detalle es -1, ya que 4+ (-1)=3 y 4-(-1)=5, obteniéndose de esa forma
la imagen original. Se ha conseguido descomponer u en una sefal/imagen (1-D) de
mas baja resolucion y dos coeficientes de detalle[1 — 1], se puede seguir con este
procedimiento hasta llegar a lo que se conoce como la base de Haar unidimensional,
gue consta de los coeficientes de promedio, seguidos de los coeficientes de detalles
y finalmente la resolucién creciente. Si se repite el proceso con v = [8 4], se llega
a un coeficiente de promedio 6, cuya resolucion es un pixel, que tiene por coeficiente
de detalle 2, puestoque 6 +2 =8; 6 —2 = 4.

De este modo se puede determinar que u = [9 7 3 5], (sefial/imagen original),
tiene como Transformada wavelet (base de Haar): [6 2 1 — 1]. Cabe resaltar que la
transformada posee 4 componentes, mismos que la sefial/ imagen original, lo cual
sugiere que no hay perdida o ganancia de informacion. El hecho de almacenar la
transformada wavelet de la imagen, en lugar de la imagen original, tiene como
ventaja la posibilidad de eliminar coeficientes de detalles que son muy pequefos en
magnitud, de tal manera que al reconstruir la imagen, los errores que se obtienen

son minimo. Esto se conoce como compresion con pérdida, Walker (2008).
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1.9.2. Funciones bases para la wavelet de Haar unidimensional

Una imagen puede ser representada como funciones constantes por partes,
definidas en un intervalo semiabierto [0,1); para una imagen mono-pixel (una
funcién constante sobre todo el intervalo), se considera un espacio vectorial Vque

la contiene, se hace lo mismo para una funcidn bi-pixel, que tiene dos partes
. 1 1 . .

constantes sobre los intervalos [0,5) y [5,1), teniendo a V! como el espacio

vectorial de todas esas funciones que estan en ellos. Siguiendo de ésta manera se

tiene que el intervalo [0,1) tendra 2/ sub-intervalos iguales en donde se definen las

funciones de partes constantes contenidas en un espacio vectorial V7,

Es evidente que los elementos de V/ son funciones definidas sobre el intervalo
unidad, de modo que esas funciones también se encuentran contenidas en el
espacio vectorial V/*1 | ya que se cumple V/ c V/*1, del mismo modo, es valido

afirmar que los espacios V/ estan anidados, estoes Vo cV!cV? c -

La base del espacio V/ es llamada funcién de escala ¢, una base sencilla es la

funcién caja escalada y trasladada:

¢/ () = p(2/x —1),i=0,1,..2 — 1 (78)
Donde,
1vo<x<1
= - 79
¢(x) { 0 Votro caso (79)

El producto interno estandar se define en V/, considerando dos elementos

fy g €V, endonde se satisface la siguiente igualdad:

(flg) = f £ g dx (80)

Se requiere de un nuevo espacio vectorial W/, que sea complemento ortogonal
de V/ en V/*1, esto significa que todas las partes de una funcion en V/*! que no

pueden ser representadas en V/ , pueden mediante W/ (llamada wavelet) ser
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representadas. Las wavelets son el conjunto de funciones linealmente

independientes l/Jij(x) generadas en W/,

Se ilustra a continuacion las bases caja para V2:

¢2
0
0,5 0,5
o L e——— 0 Ee—
0 0,5 1 0 0,5 1
1 1 |
2 2
0F; 3
0,5 0,5
0 O —
0 0,5 1 0 0,5 1

Figura 2.Funciones bases caja de la transformada wavelet de Haar.

1.9.2.1. Propiedades de las funciones bases de las wavelets
Propiedad 1

Las funciones bases ¥/(x) € W/y ¢/(x) € V/ son una base para V/*1.

Propiedad 2

Y; (x) € W/ es ortogonal con ¢; (x) € V/ mediante el producto interno.
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Las wavelets de Haar son las wavelets correspondientes a las bases caja, las

cuales estan dadas por:

W =yp(2x—1); i=01,..2/-1 (81)

Donde,

1
Jl Vx,OSx<E
v |—1VX,§ <x<l1

k 0 V otro caso

La ilustracion de la wavelet de Haar para W?! es:

-1 . -1

Figura 3. Wavelet de Haar para W1

Al seguir desarrollando el ejemplo mencionado anteriormente, en busqueda de
representar la imagen original en términos de las funciones bases ¢J, v, ¥3, 1 de
los espacios vectoriales V° W%y W1, se inicia escribiendo la funcién Z(x) que
representa la imagen original (cuyos pixeles son [9 7 3 5] ) como combinacion lineal

de funciones cajas, las cuales son bases para V2, de la siguiente manera:

E(0) = cfpo(x) + cf i (x) + c3p3 (x) + cFp3(x) (83)
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Donde los coeficientes cZ, ... c3, son los pixeles de laimagen y las funciones ¢ (x)
son las funciones cajas mencionadas. Ahora la funcion E(x) se expresa en términos
de los espacios vectoriales V1 y W1, usando las funciones bases de esos espacios

vectoriales, es decir, ¢(x) y y(x) asi:

E(0) = oo () + c1 1 (x) + dgpp () + dii(x) (84)

Donde c} y ¢ son el promedio de los pixeles de la imagen original, d} y di son
los coeficientes de detalles, 6sea [84 1 — 1]. Finalmente se escribe Z(x) como la

suma de las funciones bases ¢(x) y Y(x) de los espacios vectoriales V0, W° y W:

E(0) = oo (x) + dgwg(x) + dopg (x) + dii (x) (85)

Los términos ¢, Wd, ¥ y 3l estan representado el promedio total, los
coeficientes de detalles y los dos tipos de posibles detalle mas finos, en una funcién
definida en V2. Los coeficientes obtenidos [621— 1] son conocidos como la

transformada wavelet de Haar.

1.9.2.2. Propiedades de la base de Haar

Propiedad 1 (Ortogonalidad), dos vectores a y b son ortogonales en un espacio
de Hilbert (generalizacién del espacio euclidiano), si su producto interno es cero,
esto es, < a,b >= 0, de tal forma que el conjunto de vectores en el cual se cumple
tal condicion, se llama conjunto ortogonal.
Propiedad 2 (Normalizacion), consiste en la obtencion del vector unitario de

a

modulo unidad, en la direccion del vector a. Esto es u=

|al
Estas dos propiedades permiten que las bases sean ortonormales, lo cual es

importante en el proceso de compresion de imagenes.
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1.9.3. Transformada wavelet de Haar bidimensional.

Las wavelets bidimensionales se pueden entender como la generalizacion de las
wavelets unidimensionales, los pixeles de la imagen se transforman usando la

descomposicion estandar o se puede usar la descomposicion no estandarizada.

1.9.3.1. Descomposicion estandar

Se sabe que las imagenes son la proyeccion del espacio 3-D en el espacio 2-D,
esta proyeccion se puede realizar gracias a que cada punto del espacio se puede
llevar a un lugar en el plano, usando para tal fin vectores y funciones. De igual forma,
se puede comprender el proceso de representacion de una imagen como un arreglo
bidimensional de tamafio MxN, también conocidas como matrices imagen, donde

cada elemento de ella recibe el nombre de pixel.

Entendiendo la representacion de la imagen como una matriz, se puede describir
la descomposicion estdndar como la aplicaciéon de la transformada wavelets
unidimensional a cada fila de pixeles de la matriz, cuyo resultado producira una
matriz transformada en términos de filas. Esta proceso entrega unos coeficientes de
detalle para cada fila y un valor medio, y también ha de ser tratada nuevamente
como una imagen, esto quiere decir que se aplicara nuevamente la transformada
wavelets unidimensional, pero en esta ocasion a las columnas. Este proceso
permite obtener todos los coeficientes de detalle a excepcion de un Unico valor
promedio global.

1.9.3.2. Descomposicion no estandarizada

Consiste en la aplicacion de operaciones de manera alterna entre filas y
columnas, inicia con la aplicacién de un paso de promedio par sobre las filas de
pixeles. El siguiente paso es aplicar el mismo proceso de calculo para el promedio
par sobre las columnas, (obsérvese que es solo un paso), para obtener la

transformada wavelet se debe continuar con el este procedimiento de manera
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recursiva, usando para ello Unicamente el cuadrante que posea ambos promedios,

es decir ambas direcciones.

Para construir las bases de las funciones de Haar bidimensional, se debe tener
en cuenta los dos métodos de descomposicion de la imagen, en el caso de la
descomposicion estandar, se obtienen coeficientes para una base formada en la
construccion estandar de una base de dos dimensiones. De la misma manera, los
coeficientes que se obtienen durante una construccion no estandarizada son para

funciones bases obtenidas en la construccidon no estandarizada.

1.9.3.3. Construccion estandar de funciones bases de wavelets
bidimensionales de Haar

Para realizar la construccion estandar de la base wavelet en dos dimensiones se
requiere hacer todos los posibles productos tensoriales de las funciones base en
una dimension. El proceso de construccion estandar de una base ortonormal
(ortogonal y normalizada) unidimensional origina una base ortonormal

bidimensional.

1.9.3.4. Construccion no estandar de funciones bases de wavelets
bidimensionales de Haar

Considérese la funcion ¢¢(x,y) = ¢(x)¢p(y), conocida como funcién de escala

en dos dimensiones, ademas, tres funciones wavelets definidas de la siguiente

manera.
dY(x,y) = d()P(y) (86)
Yo(x,y) =Y ()o(y) (87)
Y (x,y) = YO)P(y) (88)

Sobre estas funciones se define el nivel de escalado mediante un exponente j,

asi como los subindices [, k, indican las traslaciones verticales y horizontales. La
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funcidén base no estandarizada es una funcion de escalado la cual es Gnica y se

define como sigue:

¢¢8,0(x1 }’) = ¢¢(x, J’) (89)

La funcion de escalado anterior se aplica a lo largo de las traslaciones y escalas
de las tres wavelets (83), (84) y (85). Para normalizar las wavelets que se obtienen

se precisa usar un coeficiente 2/, dando lugar a una base ortonormal:

vl (o) = 20pyp(2ix — k, 20y — 1) (90)

1.9.4. Algunas aplicaciones de la transformada wavelet

Marquez (2013), indica en su tesis que la transformada wavelet tiene su principal
aplicacidon en la compresion de imagenes, haciendo especial énfasis en que sus
propiedades favorecen de manera importante la optimizacidén, y su técnica es
superior en eficiencia que otras herramientas matematicas para abordar el proceso
de comprimir una imagen. lgual conclusion se encuentra en la comparacién que
hecha en el trabajo de Villegas, Salazar y Puetaman (2007) entre las mismas
transformadas mencionadas, usadas en el procesamiento de sefiales, pero en esta
ocasion mediante la minimizacion de error entre la imagen original y la recuperada
después de la compresion, donde se puede apreciar como el método de Fourier
presenta limitaciones en el tratamiento de las imagenes en la aproximacion lineal,

mismas que son superadas por la transformada wavelet.

Otra aplicacion interesante es presentada por Morales y Torres (2006), en su
investigacién usan la transformada wavelet en la verificacion de la identidad. Las
imagenes de huellas digitales son comprimidas mediante técnicas wavelet, se
realiza un analisis multiresolucion y se guardan las imagenes en un software de
almacenamiento. Esta tecnologia permite optimizar procesos de orden publico y

servicios para los cuales sea necesario obtener identidades.
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En los trabajos como el de Tischer, Thomson y Marulanda (2007) se compara el
desempeiio de algunas técnicas matematicas en la resolucion de unos problemas
que tienen que ver con la naturaleza de sefiales y analisis vibratorio, obtieniendo
como resultado la validacion de todas las técnicas usadas, en cuanto a su utilidad,
sin embargo, la transformada de wavelet posee un mayor alcance en tanto que

permite reunir y estudiar de manera mas eficiente los datos.
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CAPITULO 2

IMAGENES DIGITALES

Una imagen se puede representar de muchas formas, y cada sistema de
representacion utiliza la manera méas adecuada para extraer caracteristicas
principales del objeto y llevarlo a una forma grafica de representacion. De acuerdo
a Ashragui (2000), la mayoria de las imagenes son representadas en el dominio
espacial, ya que es la forma mas directa y facil, sin embargo, cuando se requiere
estudiar un sistema capturandolo por medio de una imagen, se hace necesario
obtener el maximo de caracteristicas posible y al realizar un analisis sobre ellas, se
observa que en la mayoria de los casos, la representacion en el dominio de la

frecuencia posee un mayor alcance de captura de esas caracteristicas.

Se tiene que todos los tipos de representacion de las imagenes tienen en comun
las variables, cuando se realiza la representacion mediante una funcion en el
dominio del espacio, se puede comprender la variacion de la amplitud con respecto
a la posicion, mientras que la representacion de la imagen mediante una funcién en
el dominio de la frecuencia permite observar que tan a menudo ocurren dichas

variaciones.

En este trabajo se estudia la transformacion de una funcién que representa a una
imagen del dominio espacial al dominio de las frecuencias y viceversa, mediante las
transformadas matematicas TF, TC, TW, TH, TWH, y su aplicacion en la
compresion de imagenes. Para tales efectos, se ha hecho una descripcién tedrica
de los fundamentos de las mismas, y se busca a continuacion llevar a cabo una
implementacion computacional mediante el programa Matlab, que es una
herramienta de programacion avanzada que permite entre muchas otras cosas,
realizar el procesamiento digital de imagenes, especificamente la compresion de

las mismas.
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2.1. Aspectos generales sobre las imagenes

El entendimiento de los procesos de captura visual de informacion de los
elementos que se perciben con los sentidos, de andlisis y representacion de la
misma, ha sido tema de discusion desde tiempos inmemoriales. Fiallos (2002),
plantea que el problema de la formacion de la imagen a través de los sentidos, se
puede abordar facilmente si se analizan los tres pilares de su fundamentacion, los
cuales son: naturaleza de las sefiales que se perciben, el medio en el que se
transmiten y la decodificacion que se hace de la sefial mediante el cerebro, que

hace las veces de herramienta receptora.

La asociacion del concepto de mapa espacial con imagen, es un factor clave para
el estudio del proceso formacion de la imagen, un ejemplo importante, que
demuestra la necesidad de esta asociacion es el caso de los humanos, cuyo érgano
visual hace un trabajo excepcional en términos de captura, en donde una sefial
luminosa, con intensidad minima y con un rango de frecuencia espectral

determinado, esta siendo asociado con una imagen en particular.

Otros tipos de asociacién, que tienen que ver especificamente con la
propagacion de la sefial en un determinado medio, permite entender la percepcion
en ambientes totalmente distintos para el ser humano, tal es el caso de los
animales que usan ecolocacién como recurso de percepcion, en este caso, las
ondas son sonoras Yy ocasionan un mapa espacial o imagen que les permite
desplazarse sin problemas en completa oscuridad, usando un érgano distinto (al del

ser humano) del sistema sensorial.

Existen ciertas condiciones para las cuales el sistema visual humano, no puede
realizar una captura, analisis, representacion y decodificacion de un elemento del
medio que le rodea, para formar una imagen del mismo. Tales condiciones tienen
gue ver especificamente con la iluminacion, por ejemplo, los rayos x, el infrarrojo.

En estos casos, para la formacion de la imagen bajo esas condiciones de
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iluminacion, es indispensable que el sensor (que no es érgano humano) no presente

ningun problema a la hora de capturar y decodificar la informacion.

La posibilidad de poder formar una representacion visual de un elemento,
también tiene que ver con la cantidad de informacién que se puede extraer del
mismo, en un determinado entorno, mediante una herramienta de captura o sensor.
Esta extraccion tiene sus raices en la relacion que existe entre la materia y las ondas
electromagnéticas que son el medio de transmision, la relacion mencionada se

puede estudiar facilmente dada la naturaleza fisica de dicha interaccion.

En la tesis de Fiallos (2002), se sostiene la idea de que toda sustancia tiene su
huella digital, mediante su espectro electromagnético. De modo que al analizar una
escena, mediante un sensor sensible a determinadas bandas de frecuencia, lo que
se observara sera la informacién necesaria para graficar la respuesta espectral de

dicha escena.

2.2. Geometria de las imagenes

El mencionado autor, se refiere a las imagenes como la proyeccién del mundo 3-
D, es decir, las escenas, en el 2-D, (o sea las imagenes), en el primer sistema
coordenado ocurren las escenas, las cuales son capturadas y llevadas a un sistema
cartesiano bidimensional, atendiendo a dos criterios fundamentales para la

formacion de las imégenes:

¢ Qué determina donde aparece la imagen de un punto.

e Qué determina el brillo de un punto de la imagen con respecto a la radiancia
del objeto.

Para responder tales cuestiones se debe tener en cuenta la perspectiva por

proyeccion y la intensidad luminosa en la imagen 2-D.
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En primer lugar, para lograr comprender facilmente el problema de la
determinacién de la posicion de un punto en la imagen, se considera un agujero
ideal conocido como ojo de aguja, que esta ubicado frente al plano de la imagen
con distancia constante, de modo que solo la luz que pasa por el ojo de la aguja
alcanza la imagen, dado que la luz se propaga en linea recta, cada punto de la
imagen es correspondido con una direccion particular de un rayo de luz, mediante

el ojo de la aguja.

P’lano de la
Imagen _.—

Figura 4. De escena 3-D a la imagen 2-D.

Fuente: Fiallos, E., (2002). Implementacion de la transformada Karhunen-
Loéve, para la compresion de imagenes monocromaticas. (p. 5).

Si se introduce un sistema coordenado haciendo que el origen del mismo coincida
con el ojo de la aguja, teniendo ademas como condicién que el eje z esté alineado
con el eje de observacién y sefiale hacia la imagen, entonces para determinar la
posicion de un punto P’ de un punto P que pertenece a la escena, se tiene que tener

en cuenta lo siguiente:

r(x,y,z) yr'(x,y,z), Son los vectores que unen los puntos Py O, y O con P/,

respectivamente, ademas el rayo que conecta P con P’, forma un angulo a con el
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eje optico o eje z, taly como se aprecia en la figura 3, cumpliéndose las siguientes

igualdades:
r.2
cos(a) = —— (91)
Tl
cos(a) = f—, (92)
ll~“Il
il |l
_ Ll 93
r.2 f’ (93)
Si se usan las componentes se llega a concluir que:
x' x y' oy
- _Z LA 94
=7 Y 773 (94)

Expresiones que permiten determinar la posicién de un punto de una escena en

3-D a un sistema coordenado bidimensional.

Para dar respuesta al segundo interrogante sobre qué determina el brillo de un
punto de la imagen con respecto a la radiancia del objeto, se hace uso de la
siguiente igualdad, que explica la relacién entre la radiancia en un punto y la
intensidad luminosa en el punto correspondiente de la imagen:

td, |,
E = LZ(]_C) cos*a (95)

Donde E es la intensidad luminosa del punto captado, L es la radiancia en un

punto, d es el diametro de la lente y f es la distancia al plano de la imagen.

2.3. Aspectos generales de las imagenes digitales

Se habia considerado anteriormente que en el tratamiento digital de imagenes se

utiliza una funcién de dos variables f (x, y), (llamada funcién de intensidad luminosa
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bidimensional), para definir y representar imadgenes, donde x, y, son coordenadas
espaciales que determinan el nivel de gris en un punto dado, (también conocido
como la amplitud de f en ese punto), cuyos valores de intensidad son cantidades
finitas y discretas, ademas se cumple que el valor de f para cualquier punto (x,y),

es proporcional al brillo.

Tal y como aparece en Gonzales y Wood (2002), estas imagenes reciben el
nombre de imégenes digitales y cada una de ellas se compone de una cantidad
finita de elementos llamados pixeles, ubicables en un sistema cartesiano y con un

valor definido para cada uno.

(0,0) v

x.y)

Figura 5. Representacion espacial de una imagen.

2.4. Muestreo y cuantificaciéon

Una matriz imagen es un arreglo bidimensional, (matriz de tamafio MxN), que
representa aproximadamente una imagen continua; puesto que cada elemento de
la matriz imagen, conocido como pixel, es un valor discreto, los cuales estan
igualmente espaciados y ordenadas en la matriz mencionada, entonces a cada

elemento de la matriz se puede asociar un elemento de la imagen.
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De esa manera, una imagen continua f (x,y) sera:

£(0,0) f(0,1) ... f(O,N —-1)

FM=1,0) F(M—11) FOM—1N —1)

MxN

Se usa un codigo binario (unos y ceros) llamados bits, para representar los
pixeles de la imagen, y a cada pixel le corresponde un valor tonal y una posicién
especifica. El proceso de digitalizar las coordenadas espaciales recibe el nombre
de muestreo de la imagen, y la digitalizacion de la amplitud se denomina

cuantificacion del nivel de gris, Fiallos (2002).

De acuerdo a Esqueda (2002), la relacion matematica de correspondencia entre
los pixeles de la matriz y la imagen se logra, como consecuencia del vinculo de la
funcion intensidad luminosa f(x,y) y del sistema de representacion de una imagen,

que se puede escribir como una funcion de la forma:

g, y) =T[f(x,y)] @7)

2.5. Relaciones béasicas entre pixeles

Si se denomina V' al conjunto de valores de niveles de gris, p,q pixeles de una
imagen y f(x,y), la imagen propia, entonces entre las relaciones béasicas entre los
pixeles son adyacencia, vecindad, conectividad, distancia y operaciones légico-

aritméticas.
2.5.1. Relacién de adyacencia
Hace referencia a la conexién que existe entre dos pixeles en tanto estén unidos,

ya sea compartiendo una frontera o teniendo comuin una esquina. Este tipo de

relacion permite determinar con claridad el concepto de pixel vecino.
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2.5.2. Relacion de vecindad

Dos pixeles son vecinos si cumplen alguna de las siguientes condiciones: ser
vecinos directos, es decir, que compartan frontera, ser vecinos indirectos, de modo
que comparten una de sus esquinas, tener 4-vecinos, ya que todo pixel cuyas
componentes son (x, y), tiene 4 vecinos directos , dos horizontales y dos verticales,

cuyas componentes son:

(x+1,y);(x—-19);(x,y+1);(xy—1), este conjunto de pixeles se conoce

como N,(p), también 4-vecinos de p, los cuales estan a una distancia unitaria.

Ser vecino diagonal, lo cual se denota como Nj(p), evidentemente existen

también 4 pixeles que son vecinos diagonales de p, cuyas componentes son:

x+1Ly+1);x+1L,y—-1);(x—1,y—-1);(x—1,y+1), tal y como se puede
observar en la figura:

x—1,y—-1) (x—1,y) x—1,y+1)

(x:y - 1) (x')’) (xry + 1)

x+1,y-1) (x+1,y) x+1,y+1)

Figura 6. Relacion de vecindad.

El conjunto de todos los pixeles que pertenecen a la union de la 4-vecindad de p
y los vecinos diagonales de p, originan una vecindad llamada 8-vecindad de p, esto

significa que:

N4(p) U Np(p) = Ng(p) (98)
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2.5.3. Relaciéon de conectividad

Para determinar la conectividad de dos pixeles es preciso tener en cuenta si
existe algun tipo de adyacencia entre los mismos, asi como reconocer algun tipo de
similitud entre los niveles de grises. Existen tres tipos de conectividad los cuales son

4-conectividad, 8-conectividad y m-conectividad.

Dados dos pixeles p, g, con valores V (niveles de grises), tienen 4-conectividad
siq € N,(p).Para que tengan 8-conectividad se debe cumplir que g € Ng(p), de igual
manera para que los pixeles tengan m-conectividad es necesario que q € N,(p), q €

Np(p) ademas que:

Ny(p) N Ny(q) = 0 (99)

2.5.4. Relaciéon de distancia

La relacién de distancia cuantifica la separacion que existe entre dos puntos
(pixeles) de una imagen. Dados tres pixeles (x,y),q(s,t),r(u,v) , se puede

establecer una funcion D llamada funcién de distancia, entre ellos si se satisface

que:
D(p,q) 20,5siD(p,q) =0->p=gq (100)

D(p,q) = D(q,p) (101)

D(p,v) <D(p,q) + D(q,7) (102)

Bajo las anteriores condiciones se pueden establecer tres tipos de distancias,

las cuales se relacionan a continuacion:

Distancia Euclidiana

Para los pixeles p y g la distancia euclidiana entre ellos se calcula de la

siguiente manera,

D.(p,q) =/ (x — )2 + (y — t)? (103)
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Distancia Manhattan

También se conoce como distancia de bloques D,, Utiliza Unicamente los vecinos

de 4 orden, definiéndose asi,

D,(p,q) = |x—s|+|y—tl (104)

Distancia tablero de ajedrez
La definicién de la distancia tablero de ajedrez conocida como Dg, tiene mucha

similitud con la definicién de D,, la cual tiene la siguiente forma,

Dg(p,q) = Max(x —s,y — t) (105)

2.5.5. Relaciones légico-aritméticas

De acuerdo a Esqueda (2002), las operaciones aritméticas mas usuales en el
procesamiento digital de imagenes, o entre pixeles, son suma, resta, multiplicacion

y division. Dados dos pixeles p, g, entonces se tiene,

p + q suma.

p — q resta.

p * g multiplicacion

p = q division.

En el caso de los operadores légicos,

AND:p AND q; OR:p OR q; complemento: NOT p.

2.6. Aplicaciones del procesamiento digital de imagenes

Una herramienta muy importante en el procesamiento digital de imagenes, es el

filtrado, proceso que se realiza con el animo de mejorar la calidad de la imagen,
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resaltando zonas especificas o eliminando ruidos de las mismas. Los filtros digitales

se pueden hacer en el dominio espacial o en el dominio de la frecuencia.

2.7. Aspectos generales del filtro digital

Para dar una definicion de filtrado, es fundamental recordar la definicion de
operacion de convolucién, puesto que el filtrado se define como una convolucion
entre una imagen de entrada y la funcién filtro. Se denomina convolucién de dos
funciones £, (t) y f,(t), aunatercera funcion f(t), tal que dicha funcion satisface la

siguiente igualdad:

£ = fi(0) * fo(0) = f £~ fo (E— ) (106)

A partir de la anterior definicion y teniendo en cuenta la funcién de intensidad
luminosa, que se ha tomado para representar una imagen, f(x,y), (donde las
coordenadas espaciales, representan la posicion de un punto determinado en el
interior de la matriz imagen), y considerando una imagen resultante o de salida
f'(x,y) y un sistema de filtrado W, cuya respuesta w(n,m), (cuyas componentes
pertenecen a la matriz filtro, que en general han de ser diferentes de las
pertenecientes a la matriz imagen), se puede dar una definicion de filtrado mediante

la siguiente operacion:

k l
ey =wimm s fy)= Y > wimmn)f(x—my—n) (107)

m=—kn=-1

Donde w, es la matriz deslizante cuyo tamafo es (2k+1) x (2I+1), y a sus
elementos se les conoce como coeficientes de peso y el entorno [—k, k] X[—[,1] es
llamado ventana de filtro, y cuando se tiene que k = [, dicha ventana de filtrado es
cuadrada. Las componentes (x,y) son las filas y columnas de la imagen, Ariza,
Alcala y Pinilla (1997).
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Considérese la matriz deslizante W:

WZ 1 WZ 2 WZ 3
W3 1 W3 2 W3 3

Wll W12 W13
W = (108)

La cual daré lugar una imagen de salida de la siguiente forma:

flOay) =Wif(x—1Ly -1+ Wf(x—1L,y) + Wisf(x—1Ly+1) +
Worf o,y — 1) + Woof (x,y) + Wosf(x,y + 1) + Wa f(x + 1,y —

D+ (109)
Wi f(x+1,y) + Wasf(x+1Ly+ 1)

Cuando los valores kyl se hacen cada vez mayores, entonces el entorno de
cada celda influye progresivamente en la celda resultante de la imagen, lo cual

quiere decir que la imagen filtrada tendra un cambio de apariencia.

2.8. Filtros en el dominio espacial y en dominio de la frecuencia.

La ecuacion (104) define el filtrado en dominio espacial, esto significa que la
operacion de filtrado se realiza sobre la matriz imagen, la cual es un sistema
matricial de coordenadas que definen la imagen, también se suele llamar dominio

espacial.

Cuando la imagen original, se representa en un sistema bidimensional distinto,
siendo la funcién que define la naturaleza de la imagen, continua, y asumiendo que
los ejes cartesianos son la amplitud y frecuencia, entonces la direccién de un punto
cualquiera en la imagen queda determinada en términos de un nuevo dominio,
conocido como dominio de la frecuencia, (proceso que se consigue mediante las
transformadas matematicas). La grafica de una funcion en el dominio de la
frecuencia en funcion de la frecuencia angular, se conoce como espectro de

magnitud de la funcién en el dominio especial.
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Cuando una funcién en el dominio espacial es representada en el dominio de la
frecuencia, lo que se consigue es “explicar la composicion de frecuencias de la
superposicion de diversas funciones simples, de igual forma que la representacion
de f(x) frente a x define dicha funcién en el dominio espacial”, Ariza, Alcala y Pinilla
(1997).

2.9. Filtros pasaaltos, pasabajos y pasabandas.

Los filtros en el dominio espacial tienen influencia directa en el dominio de las
frecuencias, ya que cuando se habla de filtros pasaaltos, pasabajos y pasabandas,
se hace referencia a las frecuencias (altas o bajas) que retienen, teniendo en cuenta
la influencia que originan en la imagen en el dominio de las frecuencias.El proceso
de filtrado en el dominio de las frecuencias consiste en aplicar la funcién W (funcién
de filtrado frecuencial),como mascara a la matriz imagen (imagen de entrada) en el

espacio frecuencial.

Los filtros pasaaltos resaltan las caracteristicas de la imagen tales como bordes,
realce de detalles finos, ademas permite el paso de frecuencias a partir de una
frecuencia especifica hacia arriba. Para el caso de los filtros pasabajos, en oposicion
al anterior caso, permite el paso de bajas frecuencias, proceso que se traduce en
un suavizado de la imagen. Reduce el ruido de la imagen a cambio de pérdida de

calidad de la misma.

Los filtros pasabanda son la combinacién de los dos filtros anteriores, permiten
el paso de frecuencias que estan en un determinado rango de frecuencias, es decir,
una frecuencia de corte superior y otra inferior. Cortes, J., Cano, H., y Chavez, J.,
(2008).

2.10. Compresién de imagenes

La compresion es el proceso mediante el cual una imagen puede ser

representada usando una cantidad de datos menor, esto implica una reduccién en
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los coeficientes de la matriz imagen que son redundantes. Desde la estadistica, la
compresion de imagenes se puede considerar como el proceso que permite la
construccion de una imagen dada, a partir de los datos que la conforman, tal que
dichos datos no estén correlacionados.

De acuerdo a Ruiz y Garcia (2000), la compresion es fundamental en la
transmision y almacenamiento de datos, pero es preciso que las imagenes sean
comprimidas antes de realizar tales procesos, ademas de hacer el proceso de
descompresion para obtener la imagen original o una aproximada representacion

de la misma.

La compresion se puede clasificar en dos categorias las cuales son compresion
con pérdidas llamada (lossy) y compresion sin pérdidas (conocida como error —
free). En el primer caso, el proceso de compresion implica pérdidas en la
informacion que compone la imagen. Esto es posible en el caso de las imagenes ya
que las imagenes presentan informacion redundante y ruidos, de tal forma que la
mencionada pérdida de informacion no altera significativamente la calidad de la
imagen de salida. Cuando se implementa la compresion sin perdidas se conserva
la totalidad de los componentes de la informacion, este tipo de compresion es

especialmente (til para la informacion que se presenta en forma binaria

2.11. Formas de medir la eficiencia de la compresion.

Existen diversas métricas para la eficiencia de la compresion, en este trabajo se
usa la relacion sefial a ruido (SNR), la tasa de compresion (TC) y el factor de

compresion (FC).
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2.11.1. Relacién seifial a ruido (SRN)

La proporcion SNR (Signal to Noise Ratio) es una forma de medir el ruido
presente en una imagen. Se expresa normalmente en decibelios y esta definida
de la siguiente manera:

S
SNR(dB) = 10l0gs0 (110)

Donde S es la potencia promedio de la sefial y R es la potencia promedio del

ruido que la contamina.

2.11.2. Tasa de compresion

TC=1- p (111)
a

Donde « es el tamafio de laimagen antes de comprimiry § es el tamafio después

del mencionado proceso.

Cuando se cumple que a = B, es evidente que no hay compresion. Para el caso
en el que a < B, es claro que TC <0, de manera que durante el proceso de
compresion se ha llegado a expandir la informacion que compone la imagen y
finalmente cuando se satisface que a > 8, entonces 0 < TC < 1, lo cual quiere decir

que hay compresién de los datos.

2.11.3. Factor de compresion

Calcula la proporcion existente entre a y B, y se simboliza (X: 1).

(112)

™| R
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CAPITULO 3

IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

En este capitulo se realizara la implementacion computacional mediante el
software Matlab, (abreviatura de MATrix LABoratory, laboratorio de matrices),
herramienta de software matematico con lenguaje propio, (lenguaje M),
aprovechando entre sus multiples elementos el andlisis y tratamiento de sefiales.
En este caso se trabajara con sefiales bidimensionales (imagenes). Se realizara
filtrado y compresion de una imagen usando las transformadas matematicas
descritas tedricamente en el capitulo primero, bajo diferentes tasas de compresion,
a saber, 1:4, 1:16 y 1:64.

Las transformadas que se aplican mediante Matlab vienen establecidas como
herramientas propias del software, por lo tanto a la matriz que representa la imagen,
se aplica el codigo que corresponde a la transformada en cuestion, se disefia un
filtro sobre la imagen y finalmente se comprime con las tasas de compresion

descritas anteriormente.

Para la transformada wavelet de Haar 2D al nivel 1, que es la wavelet que se
utilizara en este andlisis comparativo, se usa la funcion wavemenu, herramienta
que contiene todos los elementos necesarios para realizar el andlisis de compresion
de imagenes mediante la familia de transformadas wavelets. La imagen resultante

de ese proceso serd comparada con las demas.

La compresion de imagenes para la transformada Wavelet de Haar, se realiza
mediante la wavelet -toolbox de Matlab, que posee una gran variedad de funciones
gue permiten realizar procesamiento digital de sefales unidimensionales o
bidimensionales a través de la interfaz grafica de usuario. En la toolbox se
encuentran las funciones wavelet continua y discreta (CWT, DWT) que en esencia
son la base del analisis wavelet, ofreciendo analisis mono y multinivel en la

descomposicion y reconstruccion de una sefial, también es posible mediante esta
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herramienta calcular la energia de una descomposicion mediante wavelet, asi como

la exploracion de familias wavelets.

El primer paso que se efectla al estar en el entorno de Matlab, es desde la
ventana de comando llamar la wavemenu, la cual corresponde al nombre del
interfaz grafico de usuario, que relaciona a la wavelet-toolbox. Una vez se origine la
interfaz, se elige el tipo de andlisis que se necesite para este caso se usara el TWO-
DIMENSIONAL que corresponde a las imagenes. Entre las mas importantes
aplicaciones que tienen las wavelets, se encuentran la compresion de sefales y la

eliminacion de ruido de las mismas.

La compresion de imégenes en el toolbox de Matlab realiza el proceso de la
siguiente forma: elige una wavelet para descomponer, aplica el proceso de
umbralizacion y finalmente reconstruye. Cuando se esta en el entorno 2-D, se
precisa cargar una imagen y aparece por defecto la wavelet de Haar, se elige el
nivel y se presiona la opcién analizar. El espacio de operacion de la imagen, lleva
la imagen original a una descomposicion en el nivel 1 de la wavelet discreta de Haar,
para entregar finalmente una imagen sintetizada, la cual surge a partir de la wavelet

de Haar inversa.

Antes de dar la orden de analizar, se pueden cambiar las opciones para realizar
tal proceso, modificando el tipo de wavelet, el nivel de descomposicién, asi como

el tipo de umbralizacion.

La imagen original se compara con las obtenidas mediante el proceso de
compresion en cada transformada mediante la razon sefial/ruido (SNR), las tasas
de compresion (TC) y los factores de compresion (FC), métricas de eficiencia

elegidas para llevar a cabo la comparacion.
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3.1 Compresién y filtrado

Imagen Original TFdelmagenOriginal

T.F.Inv.con pasa bajo

Figura 7. Transformada de Fourier, filtros pasa bajo, pasa alto.
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imagen original T.F.Inv. con pasa bajo TC 1:4

T.F.Inv. con pasa bajo TC 1:16  T.F.Inv.con pasa hajo TC 1:64

Figura 8. Compresion usando la Transformada de Fourier. Tasa de compresion
1:4,1:16 y 1:64.



Imagen Qriginal T.D. Coseno de la imagen original

Tlnv.Cosenoconpasabajo  T.Inv.Coseno con pasa alto

Figura 9. Transformada Discreta de Coseno, filtros pasa bajo, pasa alto.
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Imagen Original T.Inv.Coseno con pasa bajo TC 1:4

T.Inv.Coseno con pasa bajo TC 1:16 T.Inv.Cos con pasa bajo TC 1:64
- :
B

Figura 10. Compresion usando la Transformada Discreta de Coseno. Tasa de
compresion 1:4, 1:16 y 1:64.



Imagen Original TWH de Imagen Original

T.I Walsh-Hadamard con pasa bajo T.Iwalsh-hadamard con pasa alto

h;,ﬂl

Figura 11. Transformada de Walsh-Hadamard, filtros pasa bajo, pasa alto.
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imagen original TI.Walsh-H con pasa bajo TC 1:4

T.LWalsh con pasa bajo TC 1:16 Tl.Walsh-H con pasa bajo TC 1:64

Figura 12. Compresion usando la Transformada de Walsh-Hadamard. Tasa de
compresion 1:4, 1:16 y 1:64.
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Imagen original TWHaar de imagen original

Diagonal Level-1 Details Horizontal Level-1 Details

Vertical Level-1 Details

Figura 13. Compresion usando la Transformada Wavelet de Haar 2D al nivel-1.
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CAPITULO 4

ANALISIS COMPARATIVO, RESULTADOS OBTENIDOS Y CONCLUSION.

Para llevar a cabo la comparacion de la eficiencia de las transformadas
matematicas usadas en el proceso de compresion y filtrado de una imagen, se usan
como herramientas de medida las tasas de compresion (TC), el factor de
compresion (FC) y la relacion sefial a ruido SNR entre la imagen original y las
imagenes obtenidas mediante los procesos de filtrado y compresion.

La proporciéon SNR (sefial a ruido), permite establecer una relacion de medida
entre la potencia de la sefial original (2D en este caso) y la potencia del ruido que
la contamina o dafia, se mide en decibelios (dB) y se calcula haciendo uso del error

medio cuadratico RMS de la siguiente manera:

N[ =

M-1

2

" -1
Arsm = UN 0 [f(x,y) — f-(x, y)]? (113)

x=0

<
Il

Donde f(x,y), es laimagen original y f,.(x,y), es laimagen procesada mediante
la transformada. Basicamente el RMS, estima el promedio de los errores al

cuadrado existente entre f(x,y) Yy f-(x,y).

A partir de (110) se puede obtener la expresion que permite calcular la proporcion
SNR:

SNR = MNZ ﬁ;é[fr(x,y)]z (114)
Arsm
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4.1. Analisis comparativo: sefial a ruido (SNR) y error cuadratico medio
ERMS.

Tabla 1. Resultados obtenidos en la implementacion computacional: Razén Seal

a Ruido (SNR).

TRANSFORMADAS TASA DE
MATEMATICAS COMPRESION SRR SNR
(F1 - TIF) 1.2763e+3 1.6e-3
(F1-ITC 1: 4) 1.2760e+3 1.6e-3
FOURIER
(F1- ITC 1: 16) 1.02751e+3 1.7e-3
(F1- ITC 1: 64) 1.2730e+3 1.8e-3
(F1- TICOS) 89.8613 218.2435
(F1— COSTC 1: 4) 131.7765 101.5455
COSENO
(F1—- COSTC 1: 16) 255.1796 27.0412
(F1— COSTC 1: 64) 492.2361 7.1559
(F1— ITWH) 1.3272e+3 7.4195e-10
(F1— IWH 1: 4) 1.3272e+3 3.1688e-10
WALSH-HADAMARD
(F1- IWH 1: 16) 1.3272e+3 2.2531e-11
(F1— IWH 1: 64) 1.3272e+3 1.1939e-12
WAVELET (F1—- TWHAAR) 1.3515 9.6632e+5

Los resultados obtenidos mediante la razén sefal a ruido (SNR), demuestran que
la transformada wavelet de Haar posee el valor mas alto para esta proporciéon
(9.6632e+05), a su vez ésta transformada posee el valor minimo para el error
cuadratico medio (1.3515), métricas que sugieren la superioridad de la wavelet de

Haar frente a las otras tres transformadas. La informacion de la tabla también



74

permite apreciar que la transformada del coseno produce bajo la SNR valores
superiores a la transformada de Fourier y la transformada de Walsh-Hadamard, en
todas las tasas de compresion que se consideraron para la comparacion, asi mismo,
los valores que se observan para el error cuadratico medio de la transformada del
coseno son menores que los que se producen en las transformadas mencionadas
(TF y TW-H) en todas las tasas de compresion, aspecto que permite inferir que su
eficiencia en este estudio solo es superada por los valores alcanzados por la wavelet
de Haar, ocupando en esta métrica de eficiencia el segundo lugar.

Para el caso de la transformada de Fourier se puede concluir que con respecto a
esta métrica de eficiencia, supera a la transformada de Walsh-Hadamard tanto en
SNR como en los valores para el error cuadratico medio, dado que los errores
cuadraticos medios de la TF son menores que los que resultan mediante la
implementacion de la TW-H, en todas las tasas de compresién, caracteristica que
le otorga el tercer lugar en términos de eficiencia en el proceso de compresion,

realizado para este estudio.

Finalmente los valores resultantes para el error cuadratico medio de la
transformada de Walsh-Hadamard en todas las tasas de compresién, son los mas
elevados, asi como los valores para la SNR obtenidos son los mas bajos, situacién
gue permite determinar que en esta métrica de eficiencia posee los valores menos

Optimos.
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4.2. Analisis comparativo: Factor de compresion.

Tabla 2. Resultados obtenidos en la implementacién computacional: Factor de
compresion (FC).

TRANSFORMADAS TASAS DE FACTOR DE
MATEMATICAS COMPRESION COMPRESION (X:1)
1:4 (1,07:1)
FOURIER 1:16 (1,16:1)
1:64 (1,13:1)
1:4 (1,01:1)
COSENO 1:16 (1,2:1)
1:64 (1,34:1)
1:4 (1,47:1)
WALSH-HADAMARD 1:16 (1,56:1)
1:64 (1,59:1)
WAVELET DE HAAR COEFICENTES DE (5.62:1)
DETALLE(H,V,D) e

El factor de compresiéon (X: 1), o razén entre el tamafio de la imagen original y el
tamafo de laimagen comprimida, indica que el resultado final o imagen comprimida,
ocupa X veces menos el espacio de la imagen original. En la tabla comparativa se
aprecia que la transformada wavelet de Haar posee un factor de compresion de
(5,62:1), lo cual indica que la imagen resultante mediante el proceso de compresion
ocupa 5,62 veces menos espacio que la imagen original, valor que permite deducir
que dicha transformada es mas eficiente.

En las tres tasas de compresion implementadas en el estudio comparativo, se puede
apreciar que bajo la métrica factor de compresion (FC), la transformada de Walsh-
Hadamard supera todos los valores obtenidos implementando las transformadas del
coseno y Fourier, aspecto que la ubica en el segundo lugar en términos de eficiencia
en este estudio. Cabe sefialar que a pesar de este resultado, la imagen resultante

sufre pérdidas significativas.
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La transformada de coseno presenta valores mayores para el factor de compresion,
en las tasas de compresion 1:16 y 1:64, siendo superada en la tasa de compresion
1:4 por la transformada de Fourier. Por lo anterior, se puede concluir en términos de
eficiencia con respecto a la transformada de Fourier que posee los valores minimos
mediante esta métrica y por consiguiente la eficiencia de esta transformada ocupa

el ultimo lugar en este estudio.

4.3. Andlisis cualitativo: comparacién de la calidad de la imagen resultante

con respecto alaimagen original.

Tabla 3. Orden en la eficiencia de cada Transformada con respecto a la calidad de
la imagen resultante.

TASAS DE COMPRESION

TRANSFORMADAS 1:4 1:16 1:64
MATEMATICAS
FOURIER 30 30 3°
COSENO 20 20 20
WAL SH- . . .
HADAMARD 4 4 4
COEFICIENTES DE DETALLE

WAVELET DE DIAGONAL HORIZONTAL VERTICAL

HAAR T T T

Para llevar a cabo el analisis cualitativo de las imagenes resultantes mediante el
proceso de compresion, se usa como criterio de comparacion la imagen original y
cada una de las imagenes comprimidas a las siguientes tasas de compresion
1:4,1:16 y 1:64, se valora el efecto que ocasiona el mencionado proceso en las

caracteristicas de la imagen original bajo cada transformada y finalmente se
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establece una relacion de orden en términos de calidad de las imagenes originadas,
usando las cuatro transformadas matematicas de este estudio. Las caracteristicas
de la imagen tienen que ver con pérdidas de detalles, contrastes y contornos, asi
como todo ruido que surge con cada tasa de compresion.

De este modo, y atendiendo a los resultados presentes en las figuras 8, 10,12 y
13, se puede concluir tal como indica la tabla, que la transformada wavelet de Haar
produce una imagen resultante muy similar a la imagen original (ver figura 13), por
tanto, la calidad de la misma no se ve alterada de manera significativa, siendo esta
razon la que permite determinar que es la mejor opcién en este analisis para llevar
a cabo el proceso de compresion. Seguidamente se encuentran las imagenes
comprimidas que se obtienen implementando la transformada de coseno, cuyas
caracteristicas se ven alteradas de manera significativa desde la primera tasa de
compresion aplicada, y a medida que se implementan las otras, los elementos de

la imagen se distorsionan de manera considerable.

Cuando se analizan las imagenes producidas con la transformada de Fourier se
observa que la calidad de las mismas no es aceptable en todas las tasas de
compresion. Para la tasa de compresion 1:4, gran parte de la informacién global de
la imagen se pierde al aplicar el filtro pasa bajo, asi como informacion perteneciente
a los detalles. Al implementar la transformada de Fourier con las otras dos tasas de
compresion usando filtros pasa bajo, se observa que las imagenes resultantes
presentan una gran distorsion, no siendo posible el reconocimiento de las

caracteristicas de la imagen original en dichas imagenes.

Finalmente, Para el caso de la transformada de Walsh-Hadamard, se produce un
efecto mosaico en todas las imagenes resultantes bajo las tasas de compresion en
estudio, aspecto que la ubica en el Gltimo lugar en términos de calidad de la imagen,
ya que desde la primera tasa de compresion la imagen original aparece dividida (ver
figura 12).
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Discusion de resultados

Los resultados presentados en las tablas de comparacion para este trabajo, asi
como las imagenes obtenidas en cada procedimiento, demuestran que lo mas
conveniente para el proceso de compresion de imagenes digitales, es el uso de la
wavelet de Haar 2D al nivel 1, ya que, al medir la eficiencia de las transformadas
matematicas estudiadas e implementadas computacionalmente para tal proceso, la
proporcibn SNR para la wavelet de Haar, es mayor que los resultados para SNR,
obtenidos mediante las demas transformadas que se analizaron, ( TF, TDC, TW-H).
Del mismo modo, el factor de compresion (FC) de la wavelet de Haar es mayor que
el obtenido por las demas transformadas, y al comparar cualitativamente la calidad
de la imagen obtenida con esta transformada respecto a la imagen original, se
aprecia que no hay diferencias visuales considerables.

Al implementar la wavelet de Haar 2D al nivel 1 de descomposicién, con método
de umbralizacién por niveles, removiendo los ceros cercanos, el porcentaje de
ceros disminuye al 37,77%, con el 100% de la energia de la imagen retenida, lo
gue significa que la cantidad de coeficientes que se usan para representar laimagen
disminuye considerablemente, siendo una caracteristica importante que la calidad
de la imagen no se ve alterada significativamente, a pesar de la mencionada
reduccion. La figura 12, demuestra la optimizacion de la informacién que representa
a la imagen original mediante la compresién con la wavelet de Haar 2D al nivel 1.
Se observa del mismo modo, que el error que produce esta transformada es el

menor entre todas las que se implementaron.

Por otro lado se puede apreciar que las imagenes comprimidas bajo las tasas
de compresién estudiadas usando las demas transformadas, no son aceptables en
términos de calidad, situacion que se puede observar claramente en la eficiencia
de cada una de ellas. Por ejemplo, en el caso de la transformada discreta de coseno,
las imagenes resultantes correspondientes a las tasas de compresion 1:16 y 1:64

gue se obtienen durante los proceso de filtrado y compresion, originan niveles de
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distorsidbn muy significativos, los cuales crean una pérdida casi total de la imagen
original. Para el caso de la tasa de compresion 1:4, la imagen conserva la forma
pero se evidencia niveles significativos de distorsion. Estos resultados cualitativos
concuerdan con los valores obtenidos para el factor de compresion de esta
transformada, ya que es menor con respecto a la transformada de Walsh-Hadamard

y con respecto a la wavelet de Haar.

Los valores que se encuentran en las tablas comparativas que corresponden a
la transformada de Fourier y Walsh-Hadamard, presentan valores minimos para la
SNR y maximos para el error, lo cual se puede traducir en bajo rendimiento en
términos de eficiencia o de reduccion de coeficientes para la representacion de la
imagen y baja calidad de la misma, siendo la transformada de Walsh-Hadamard la
transformada que origina un menor resultado SNR y un maximo valor para el error.
El andlisis comparativo usando como elemento de medida el factor de compresion
(FC), permite observar que la transformada de Walsh-Hadamard ocupa el segundo
lugar en términos de eficiencia, sin embargo, la calidad de laimagen se ve altamente
afectada, lo cual se puede explicar debido a la carencia que posee de elementos
trigonométricos, aspecto que origina un efecto mosaico, tal como se aprecia en la
imagen 11, cuyas tasas de compresion son 1:4, 1:16 y 1:64. Tanto mayor sea la
cantidad de coeficientes eliminados para representar la imagen original, mayor sera

el mencionado efecto.

Los resultados para la trasformada de Fourier, mediante las tasas de
compresion, se pueden apreciar en la figura 8, donde la calidad de la imagen se ve
distorsionada a partir de la primera tasa de compresién aplicada, 1:4, y aumenta el
nivel de distorsion a medida que se implementan las otras tasas de compresion,
esto es 1:16 y 1:64. Bajo esas condiciones, la imagen resultante no entrega
resultados Optimos en términos de calidad dado que la imagen original se pierde,
aspecto que se puede evidenciar mediante el factor de compresiéon, ya que en
general, los valores obtenidos son los mas bajos entre todas las transformadas

usadas. Cabe sefialar a pesar de lo anterior, que en el analisis cualitativo, la
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transformada de Fourier entrega una calidad de la imagen mas aceptable que la

transformada de Walsh-Hadamard.

Ensuma, se hallegado a concluir mediante el estudio y la posterior comparacion
de las imagenes resultantes y valores obtenidos en el filtrado y compresion de
imagenes, que la eficiencia de la wavelet de Haar 2-D al nivel 1, en tales procesos
es superior. Para llegar a dicho argumento se utiliz6 como herramientas de medidas
la proporcion SNR, (proporcion sefial a ruido), la calidad de la imagen resultante a
distintas tasas de compresion (TC) y el factor de compresion (FC). De acuerdo a los
resultados generales de las imagenes y siguiendo el orden obtenido en el analisis
cualitativo, se evidencia que la transformada discreta de coseno, es la transformada
gue ocupa el segundo lugar, seguida por la transformada de Fourier y por ultimo la

transformada de Walsh-Hadamard.

A una conclusion similar han llegado diversos autores como Elgendi, Kumar, Gou,
Rutledge, Coe, Zemp, Schuurmans y Adatia (2015), corroborando que la
transformada wavelet, permite optimizar procesos de analisis de comportamientos
de sefiales y tratamiento imagenes, ofreciendo resultados superiores a los ofrecidos

por las demas transformadas matematicas.

Globalizacion de la eficiencia de las métricas

Para presentar los resultados de las métricas (SNR, FC y Valoracion cualitativa)
en funcion de las tasas de compresion (1:4, 1:16 y 1:64) obtenidas en el proceso de
compresion de manera global, se ha promediado los resultados obtenidos de las
transformada en cada una de las métricas consideradas. Del mismo modo, dichos
valores se promedian para presentar un desempefio general de eficiencia. Cabe
aclarar que, para la métrica calidad de la imagen, se tiene en cuenta que es una
valoracion dependiente de la observacion de factores especificos tales como,

pérdida de detalles, contrastes y contornos. En esta valoracion se asigna 1 al mejor
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resultado, 0.75 al segundo, 0.5 al tercero y finalmente 0.25 al cuarto. De manera

general los resultados se presentan de forma general en las siguientes tablas.

Tabla 4.Globalizacion de la eficiencia de las métricas.

GLOBALIZACION DE LA EFICIENCIA DE LAS METRICAS
TRANSFORMADAS SNR FC CALIDA DE LA IMAGEN | EFICIENCIA
Fourier 1,675e-3 112e-2 5e-1 5,40558333e-2
Coseno 8,8496525e+1 |11833e-4 7,5e-1 3,0143275e+1
Walsh-Hadamard 2,71e-10 154e-2 2,5e-1 5,97e-01
Wavelet de Haar 9,66e+05 562e-2 1 3,22E+05

Tabla 5.Resultados globales de eficiencia.

TRANSFORMADAS EFICIENCIA

Wavelet de Haar 3,22E+05
Coseno 3,0143275e+1
Fourier 5,40558333e-1

Walsh-Hadamard 5,97E-01
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Conclusiones generales

El proceso de compresion de imagenes mediante las transformadas mateméticas
implementadas computacionalmente en este estudio comparativo, asi como las
caracteristicas tedricas que presentan dichas transformadas, posibilitan valorar de
manera significativa la eficiencia de cada una en el mencionado tratamiento de
imagenes. Los resultados obtenidos usando los pardmetros de comparacion
descritos anteriormente, (SNR, FC y Comparacién cualitativa en términos de calidad
de la imagen resultante) permiten establecer el siguiente orden en términos de

desempefio en el proceso de compresion de imagenes:

1. Latransformada wavelet de Haar 2-D (nivel 1 de descomposicion).
2. Latransformada discreta del coseno.

3. Latransformada de Fourier.
4

La transformada de Walsh-Hadamard.

El fundamento matematico presente en la forma de cada transformada ha sido
descrito en términos de la estructura algebraica que poseen, asi como la relacién
general presente entre ellas, tanto para el caso unidimensional como para el caso
bidimensional, que es el que se estudid en este andlisis comparativo. Dicha relacién
general se define en las ecuaciones 21y 22. A partir de esta relacion se aprecia que
la esencia de cada transformada es el nucleo que la conforma, de modo que una
imagen (arreglo bidimensional) a la cual se le aplica una de las transformadas
matematicas, se modifica de acuerdo a las caracteristicas y propiedades de su

nucleo, en el dominio de las frecuencias.

Los efectos que se observan con la aplicacion de cada transformada matematica
sobre una imagen implementando el algoritmo de compresion que la representa, en
el dominio de las frecuencias, en funcién de las distintas tasas de compresion,
ocasionan cambios significativos tales como pérdida de detalles, contrastes y
contornos en la imagen recuperada mediante la transformada inversa. Por ejemplo,

la transformada de Fourier, produce niveles de distorsiones muy altos, de modo que
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no es posible reconocer caracteristicas de la imagen original. Este efecto es poco
aceptable en términos de calidad de la imagen, debido a que gran parte de la
informacion global se pierde al aplicar el filtro pasa bajo, similarmente ocurre con la
informacion de los detalles.

Para el caso de la transformada de Walsh-Hadamard, se observa un efecto
mosaico en las imagenes resultantes bajo las tasas de compresion en estudio, de
tal manera que la imagen original se divide en funcion de las tasas de compresion,
tal como se aprecia en la figura 12. Como caracteristica secundaria la franja que se
puede visualizar presenta marcadas distorsiones en los bordes, aspecto que impide

el reconocimiento de las caracteristicas de la imagen original.

La transformada discreta de coseno por su parte, origina ruidos que afectan tanto
el contorno, como los detalles, de modo que bajo la primera tasa de compresion
(1:4), se empieza a perder informacion significativa de la imagen original. A medida
que se aplican las distintas tasas de compresion, se observa que laimagen adquiere
niveles importantes de distorsion. A pesar de los mencionados aspectos, el analisis
cualitativo realizado permite establecer que esta transformada es mas eficiente con

respecto de las dos anteriores.

La transformada wavelet de Haar 2-D (nivel 1de descomposicion) presenta
efectos importantes en la imagen resultante, tales como reduccion de la cantidad de
coeficientes que representan la imagen original, sin que este proceso implique
pérdidas significativas en la imagen que se recupera con la transformada inversa.
Al visualizar la figura 13, se puede apreciar que no existen diferencias marcadas
entre la imagen original y la que se obtiene después de realizar el proceso de
compresion usando la transformada inversa de Haar. La anterior caracteristica y el
hecho de obtener valores superiores en términos de eficiencia mediante las métricas
de valoracion de calidad de la imagen permiten afirmar que en este andlisis
comparativo, la transformada wavelet de Haar es mas eficiente. Esta

implementacion computacional permite apreciar de forma directa los aspectos
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tedricos descritos anteriormente, asi como las ventajas y limitaciones de cada

transformada en términos de eficiencia y calidad de las imagenes resultantes.

El impacto que este trabajo busca se puede entender como un aporte de
elementos diferenciadores en los procesos de compresion y filtrado en el dominio

de las frecuencias, tales como:

Efectos en las imagenes resultantes, obtenidas con la implementacion

computacional a través de las cuatro transformadas matematicas.

Identificacion de aspectos especificos de cada transformada tales como
propiedades, estructuras matematicas y en general caracteristicas que permitan

elegir una u otra transformada.

Herramienta de divulgacion, en términos de aplicacion de las transformadas

basicas de la imagen en el proceso de compresion y filtrado de las mismas.
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