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GLOSARIO

Axioma: Proposicion verdadera que se acepta sin demostracion.

Cambio y Variacién: El cambio es una caracteristica que no permanece, se modifica y
se altera; mientras que el concepto de variacion hace referencia a la cuantificacion de
dicho cambio.

Corolario: Verdad que se deriva como consecuencia de un teorema y que para su
demostracion no es necesario un razonamiento nuevo.

Definicion: Enunciado proposicional que determina y delimita lo que es esencial en un
objeto.

Demostracion: Argumento deductivo para asegurar la verdad de una proposicion
matematica.

Lema: Teorema necesario para demostrar otro teorema.

Ley: En matemaéticas, una ley es el resultado de definir ciertas cantidades y relaciones y
luego desarrollar conclusiones logicas de esa definicion.

NUmeros Piramidales: Es el conjunto de nimeros naturales que resultan de la suma
sucesiva de los nimeros cuadrados. Los primeros cinco nimeros piramidales
son:1,5, 14, 30, 55.

Numeros Poligonales: Un nimero poligonal es un namero natural que puede ser
representado por medio de puntos consecutivos para formar un poligono regular,
empezando por el uno. A este conjunto de nimeros pertenecen los nameros triangulares,
cuadrados, oblongos, pentagonales, hexagonales, entre otros.

Patrén o regularidad: Un patrén es una sucesion repetida de elementos (auditivos,
gestuales, graficos...) que se forman a partir de un nicleo generador siguiendo una regla;
en algunas sucesiones el nucleo se repite periddicamente, en otras el nicleo crece o
decrece de forma regular.

Proposicion: Enunciado l6gico al que se le asigna un valor de verdad, falso o verdadero.

Reciproco: Teorema que se deriva de otro teorema, tomando como hipétesis la tesis del
teorema anterior y como tesis la hipdtesis del mismo.
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Regularidad numérica: Una regularidad numérica, es una serie o sucesion de elementos
que se forman mediante un patron o regla que permite definir o determinar mediante el
andlisis cada elemento de una progresion.

Secuencia matematica: Una secuencia 0 sucesion es un conjunto de elementos
encadenados o sucesivos que guardan una relacion entre si de acuerdo con un patrén
definido y con orden determinado, por lo general moviéndose hacia un resultado
particular, se nombran con una letra y un subindice (n) cuyo valor depende del lugar que
el término ocupa en la sucesion.

Teorema: Proposicion verdadera que requiere demostracion para su aceptacion.

Xiii



RESUMEN

El laboratorio de matemaéticas para el fortalecimiento del proceso de ensefianza y
aprendizaje en el grado quinto es una propuesta que tiene como objetivo generar
condiciones favorables que propicien en los educandos el agrado por esta area. La
construccién del laboratorio se ha pensado como una propuesta divertida, en la que el
juego, la narracion de cuentos con sentido matematico, el intercambio de saberes, la
manipulacion de material concreto y el uso de las nuevas tecnologias se convierten en
una herramienta para la construccion del conocimiento y la base para mejorar los niveles
de calidad de la educacion de los estudiantes.

Esta propuesta, busca que el estudiante sea el centro de la clase, e invita a realizar
actividades en equipo bajo la orientacion del docente, quien se convierte en un mediador
del proceso. Cada temética expuesta en el laboratorio se ha estructurado de acuerdo con
los Lineamientos de Educacién Nacional, los Estandares Basicos de Competencias y los
Derechos Basicos de Aprendizaje e integra los cinco pensamientos matematicos ( el
numérico, el espacial, el métrico o de medida, el aleatorio o probabilistico y el
variacional); ademas, contiene material incluyente, divertido, manipulativo y claro que
ofrece pautas a los maestros para crear espacios donde prime el aprendizaje significativo.

Con estas nuevas metodologias se favorece la autonomia, la organizacion vy el
autoaprendizaje en la adquisicion de conceptos, relaciones y métodos matematicos tanto
de estudiantes como docentes; proporcionando caracteristicas Unicas en aspectos teoricos
y practicos.

Palabras clave: Laboratorio de matematicas, ensefianza y aprendizaje, didactica de
matematicas.
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INTRODUCCION

Abordar la ensefianza de la matematica en la educacion bésica primaria de una forma
adecuada es un requisito fundamental desde los lineamientos curriculares de 1998
propuestos por el Ministerio de Educacidén Nacional (MEN); sin embargo, en su ensefianza,
sobre todo en los primeros afios escolares, se han evidenciado falencias en los procesos y en
el desarrollo de practicas apropiadas que vinculen y motiven a los estudiantes a partir de
experiencias significativas que potencien su formacion inicial en todo lo relacionado con
esta area.

Fomentar en las aulas de clase el agrado por las matematicas, implica repensar la
manera de ensefiarlas de tal forma que no solo se incluya en los planes de estudio procesos
como la modelacion, comunicacion, la resolucion de problemas, el razonamiento y la
gjercitacion de procedimientos, sino que se vivencie en los salones de clase el desarrollo de
habilidades que motive al estudiante a pensar matematicamente.

Romper con estos paradigmas, donde prima la ensefianza tradicional basada en la
aplicacion algoritmica de formulas, procedimientos rutinarios de ejercicios, repeticion y
memorizacion de tablas, es una cuestion que requiere ser analizada. La ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas del siglo XXI requiere de maestros comprometidos con el
area, capaces de disefiar y aplicar actividades con enfoques exploratorios que permitan al
estudiante investigar y obtener sus propias conjeturas.

Las nuevas generaciones requieren de métodos de ensefianza y aprendizaje que
cumplan con pautas de calidad pertinentes, que ayuden al desarrollo del pensamiento légico
frente a las situaciones que debe afrontar en su cotidianidad, por esto, se debe propender
por la creacion de estrategias donde estudiante y maestro sean protagonistas de nuevos
saberes, a partir de la interaccion constante y el estudio permanente de nuevos modelos
pedagogicos.

Es en este sentido, puede ser que la utilizacion de un laboratorio para la ensefianza-
aprendizaje de las matematicas cobra gran relevancia, en gran medida porque posibilita el
trabajo conjunto donde se conjuga el intercambio de saberes, intereses, fortalezas y
debilidades; ademas, mejora permanentemente el autoaprendizaje de los educandos a través
de la creacién de ambientes adecuados para su desarrollo.

Luego de hacer un andlisis reflexivo de las pruebas externas (Saber, Aprendamos y
Supérate) en el grado quinto de la Institucion Educativa Rural Ezequiel Sierra y el Centro
Educativo Rural Bobal la Playa con relacion al afio 2015 se evidenciaron falencias



considerables en los desempefios de los estudiantes en el &rea de matematicas. Para ayudar
a remediar esta debilidad, se considerd disefiar un laboratorio de matematicas, como
estrategia pedagogica para fortalecer el proceso de ensefianza-aprendizaje de los
estudiantes; teniendo en cuenta los ejes tematicos, los Estandares Bésicos de Competencias
en matematicas (EBC), los lineamientos curriculares, los Derechos Basicos de Aprendizaje
(DBA) y las matrices de referencia propuestas por el Ministerio de educacion Nacional
(MEN).

Como punto de partida, se hizo un analisis de los ejes tematicos para este grado y una
reflexion de como abordar estos contenidos desde diferentes estrategias metodoldgicas que
pudieran motivar a los estudiantes por el area. De este andlisis surge la necesidad de
implementar un laboratorio donde el uso de elementos concretos, herramientas didacticas,
materiales tangibles y las nuevas tecnologias se convirtieran en una pieza fundamental en la
ensefianza-aprendizaje de las matematicas.

La implementacion del laboratorio ha sido de gran impacto, ya que, se evidenciaron
mejoras en los desempefios académicos de los estudiantes y las pruebas externas (saber,
Aprendamos y Supérate) de los afios 2015 y 2016; conjuntamente han generado mejores
ambientes de aula donde el docente se convierte en un lider pedagdgico y los estudiantes en
el centro del proceso de formacién, ya que cuentan con materiales impresos, los cuales se
han venido utilizando durante la implementacion.

En sintesis, este trabajo de profundizacion se estructura en seis capitulos distribuidos
de la siguiente manera:

En el primer capitulo, se presenta la justificacion, los objetivos, las hipotesis de
investigacion y la metodologia; los cuales, se han constituido en elementos fundamentales
de este proyecto.

El segundo capitulo, presenta los fundamentos tedricos que dan sustento a este
trabajo, se plantea una reflexién sobre la importancia de los laboratorios de matematicas en
el aula de clase y se dan a conocer algunos referentes nacionales e internacionales sobre el
proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas mediada por los laboratorios, los
cuales son insumos y fundamentos de este trabajo.

En el tercer capitulo, denominado “La teoria de los nimeros: Un mundo fascinante
por explorar” se hace un recuento de como Georg Cantor (1845-1918) rompe con algunos
paradigmas matematicos sobre los nimeros naturales que se tenian para la época, e
introduce nuevas ideas relacionadas con la forma de ver y estudiar el concepto de conjunto.



El cuarto capitulo, presenta una aproximacion al concepto de variacion y cambio
desde los nimeros naturales en la educacion bésica primaria. Se plantea una reflexion
acerca del estudio de los fenbmenos que cambian como tematica poco abordada en la
ensefianza — aprendizaje segun analisis del ICFES a nivel nacional; ademas, se hace un
recuento histdrico del pensamiento variacional desde los primeros asentamientos humanos
hasta la actualidad.

En el quinto capitulo, se abordan cuatro laboratorios que en su conjunto forman el
macro laboratorio de matematicas como eje central de este trabajo de grado. Cada guia
responde a un tema especifico del area y se ha estructurado a partir de cuatro momentos; el
momento uno, denominado apertura o exploracion; el momento dos, denominado desarrollo
0 estructuracion de la clase; el momento tres, denominado cierre o transferencia y momento
cuatro, denominado para aprender mas.

Cada laboratorio cuenta con su respectiva fundamentacion tedrica, orientaciones
didacticas, una guia para el estudiante y unos anexos enumerados de manera independiente
y no secuencial dado que cada uno es autocontenido y responde a unos objetivos propios.
De este modo cuando el docente o estudiante utilice alguno de los laboratorios lo puede
hacer de manera independiente sin acudir a los otros, pues cada uno responde a unas
necesidades y tematicas especificas.

En este sentido, cada juego y actividad de los laboratorios se ha disefiado para que los
estudiantes evidencien y experimenten la matematica de una forma mas ldica y divertida,
y asi puedan responder a los objetivos y temas de estudio que conforman el laboratorio que
se propone en este trabajo; el cual a su vez se articula con los derechos basicos de
aprendizaje, los estandares de competencias matematicas y los lineamientos curriculares del
Ministerio de Educacién Nacional, proporcionando a los estudiantes y maestros
caracteristicas unicas en aspectos tedricos y practicos. Las actividades son estructuradas
con el fin de despertar el espiritu creativo, la capacidad de innovacidn, la autonomia, la
organizacion y planeacién; fortaleciendo el saber hacer, el saber convivir, el saber ser y el
saber conocer.

El sexto capitulo, contiene las conclusiones que se deducen después del desarrollo de
la propuesta del laboratorio de matematicas, a partir de la experiencia que se adquirio al
aplicar algunos de estos laboratorios en el aula.

Es importante tener presente que, para desarrollar las acciones pedagdgicas
previamente planificadas, se hizo necesario una serie de anexos, haciendo que este trabajo
se tornara un poco extenso, pero realmente no se pudieron evitar porque son parte
fundamental de los laboratorios.



CAPITULO 1
ASPECTOS GENERALES

En este capitulo se hace una sintesis de la propuesta del trabajo de grado donde se
aborda la justificacion, los objetivos y la metodologia.

1.1 Justificacion.

La matematica en todos los niveles educativos es una de las areas en las que mas se
ha evidenciado bajos rendimientos académicos tanto local, regional como nacional, debido
a la poca relacién entre los contenidos con las problematicas y necesidades del contexto, a
politicas equivocadas y mal enfocadas de entes gubernamentales y a fallas curriculares.
Ademas, las condiciones econdmicas, la lejania de algunas instituciones y la falta de
compromiso de las familias en el proceso formativo; repercute en bajos rendimientos
academicos y resultados insatisfactorios en las pruebas externas. Por estos motivos surgen
dificultades que desmotivan a los estudiantes por el area, incluso antes de iniciar su proceso
de aprendizaje llegan predispuestos a las aulas de clase.

Las nuevas generaciones necesitan métodos de ensefianza y aprendizaje que cumplan
con pautas de calidad pertinentes, que ayuden al desarrollo de un pensamiento légico frente
a las situaciones que debe afrontar en su cotidianidad, por esto, se debe propender por la
creacion de estrategias donde estudiante y maestro sean protagonistas de nuevos saberes, a
partir de la interaccion constante y el estudio permanente de nuevos modelos pedagdgicos.

Es indispensable romper con los modelos educativos tradicionales, a través de
practicas educativas innovadoras que vinculen las competencias actitudinales de los
estudiantes y fortalezcan su capacidad critica en la construccién de su conocimiento, donde
se aprovechen sus aprendizajes. De esta forma, llegara a comprender, argumentar,
representar y comunicar sus ensefianzas en la resolucion de problemas, consiguiendo ser un
sujeto matematicamente competente.

Por esta razon, es de vital importancia desarrollar habilidades innovadoras que
permitan la afinidad entre los procedimientos aritméticos y las necesidades de los
estudiantes, donde la ensefianza de la matematica se convierta en un punto clave de la
educacion y deje de ser un paradigma. Asi se lograra en los aprendices la motivacion, la
comprension, el alcance de las competencias matematicas y el desarrollo del pensamiento.

En gran medida la comprension matematica se ha quedado en sistemas de algoritmos
y formulas permeadas por clases magistrales, donde no se han tenido en cuenta los cambios
y las evoluciones del contexto. En este sentido, el aula de clase debe convertirse en un lugar
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de experimentacion en el cual, el estudiante sea un sujeto activo en el proceso educativo;
por esto se propone la creacion de un laboratorio de matematicas que ayude y sea un
soporte para que los estudiantes de la Institucion Educativa Ezequiel Sierra del municipio
de Guarne y el Centro Educativo Rural Bobal la Playa del municipio de Necocli, aprendan
las tematicas con agrado y encuentren en ellas relaciones y las articulen con su entorno,
generando un pensamiento matematico que vislumbre la capacidad intelectual de los
estudiantes y les permita enfrentarse a los desafios de la sociedad moderna y globalizada.

Es de vital importancia que el aprendizaje sea significativo, por eso, los laboratorios
de matematicas son una estrategia para mejorar las practicas pedagogicas en el aula,
ademaés ayudan a propiciar y dinamizar la construccion de nuevos conocimientos desde la
profundizacion de los saberes.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo general.

Disefiar un laboratorio de matemaéticas para el fortalecimiento del proceso
ensefianza y aprendizaje de las matematicas en el grado quinto de la Institucién Educativa
Rural Ezequiel Sierra del municipio de Guarne y el Centro Educativo Bobal La Playa de
del municipio de Necocli.

1.2.2 Obijetivos especificos.

¢ Identificar los ejes tematicos que se deben abordar en el grado quinto.

e Desarrollar el marco teorico de los fundamentos matematicos de cada uno de los
ejes tematicos a abordar.

e Valorar de qué manera se puede utilizar el material didactico en la ensefianza de las
matematicas del grado quinto.

e Implementar diferentes materiales didacticos que le permitan al estudiante la
exploracién y la vivencia de algunos contenidos tematicos del grado quinto.

e Elaborar un manual de instrucciones de los materiales didacticos que se encuentren
en el laboratorio de matematicas para contextualizar a los docentes en su correcta
utilizacion y los temas que pueden ensefiar con cada uno de ellos.
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1.2.3 Metodologia

Este proyecto se realizo en tres etapas. En la primera, se estudio y profundizo en la
fundamentacion tedrica de los ejes teméticos del grado quinto, los derechos basicos de
aprendizaje, los lineamientos y estdndares curriculares, los cuales ayudaron a determinar
los contenidos apropiados para el disefio del laboratorio.

En la segunda etapa, se realizo la valoracién de las diferentes actividades y
materiales que podian ser utilizados en el laboratorio; permitiendo asi la construccion y/o
adaptacion entre los materiales concretos de los temas seleccionados. Para que los
estudiantes tuvieran una verdadera apropiacion de los conceptos matematicos. Ademas, se
disefiaron diferentes laboratorios con su respectiva fundamentacion tedrica, orientaciones
didacticas, actividades y juegos, los cuales permitieron orientar el proceso educativo y la
correcta utilizacion del material.

En la tercera etapa, se fueron implementando las actividades planteadas a medida

que se fue desarrollando el laboratorio como parte de la metodologia de trabajo de las aulas
de clase, lo cual permiti¢ validar la propuesta en todo momento.

12



CAPITULO 2

MARCO TEORICO

2.1. Los laboratorios en la enseflanza de las matematicas.

En este capitulo se presentan los fundamentos teéricos que dan sustento a este trabajo.
En primer lugar, se parte de la revision y andlisis de los antecedentes, justificacion,
planteamiento del problema y objetivos del trabajo de grado “Disefio de un laboratorio de
matematicas para el fortalecimiento del proceso ensefianza-aprendizaje” propuesto por
Juliana Isabel Lezcano Escudero en la Escuela Normal Superior Santa Terecita de Sopetran
y Edinson de Jesus Velazquez Monsalve en el Centro Educativo Rural Cachumbal de
Yolombd; luego se plantea una reflexion sobre la importancia de los laboratorios de
matematicas en el aula de clase. Posteriormente se dan a conocer algunos referentes
nacionales e internacionales sobre el proceso de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas mediada por los laboratorios, los cuales son insumos y fundamentos de este
trabajo.

2.2. Importancia de los laboratorios de matematicas en el aula de clase.

La implementacion de un laboratorio en la ensefianza y aprendizaje de la matematica,
haciendo uso de materiales tangibles y herramientas tecnoldgicas cobra gran importancia en
la forma de ensefiar y aprender los conceptos de esta ciencia. Permear las clases con
estrategias didacticas e innovadoras genera en los estudiantes motivacion por esta area y
rompe con los paradigmas donde su ensefianza es vista como un cimulo de algoritmos y
férmulas aplicables que en muchas ocasiones no se relacionan con su cotidianidad.

Por otra parte, la ensefianza herrada de la matematica, especialmente en los primeros
afios escolares, genera apatia hacia su estudio, y la hace ver como una ciencia monétona y
carente de aplicabilidad.

En este orden de ideas, para lograr un aprendizaje significativo, el profesor debe
comprender que “las competencias matematicas no se alcanzan por generacion espontanea,
sino que requieren de ambientes de aprendizaje enriquecidos por situaciones problema
significativas y comprensivas, que posibiliten avanzar a niveles de competencia mas y mas
complejos” (MEN, Estandares Bésicos de Competencias en Matematicas, 2006). Ademas,
le corresponde re-direccionar y promover el desarrollo significativo de los conceptos

13



matematicos de manera que permee el nivel de aprendizaje del estudiante; para ello, es
fundamental que el profesor se apoye en estrategias de ensefianza eclécticas, en el trabajo
dinamico y colaborativo, en comunidades de aprendizaje, en herramientas lddicas y en el
uso de tecnologias.

Por consiguiente, como lo sefiala (De Guzman, 2007), “es necesario romper, con
todos los medios, la idea preconcebida, y fuertemente arraigada en nuestra sociedad,
proveniente con probabilidad de bloqueos iniciales en la nifiez de muchos, que la
matematica es aburrida, abstrusa, indtil, inhumana y muy dificil”.

En este sentido, la implementacion de un laboratorio para la ensefianza-aprendizaje
de las matematicas cobra gran importancia y redirecciona la practica pedagogica, a partir de
la cual, los estudiantes actten, midan, clasifiquen, definan, infieran, predigan,
experimenten, visualicen, controlen variables, hagan observaciones sistematicas, descubran
relaciones y conexiones, y las comuniquen. Estableciendo asi una relacion dialéctica entre
materiales manipulativos y actividades matematicas.

Entendiendo asi, que la utilizacion de los materiales produce una actividad
manipulativa en quienes los usan y, a su vez, se convierten en elementos generadores de
actividad mental, dindmicas que se contraponen con la pasividad externa que manifiestan
los estudiantes que escuchan la explicacion de un profesor (Arce, 2004).

2.3. Referentes nacional e internacional en la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas mediada por laboratorios.

El disefio de laboratorios de matematicas como estrategia pedagdgica, ha sido
utilizado en diferentes instituciones a nivel nacional e internacional como método de
ensefianza en el aula para un mejor aprendizaje de las matematicas, ya que estos brindan
estrategias novedosas y agradables a los educandos. Cabe destacar que las investigaciones
sobre este tema no son muy comunes, pues nos encontramos ante un area de poco interés
para los estudiantes y en muchas ocasiones para los docentes.

En este trabajo se toma como referencia el estudio de algunos laboratorios, los cuales
exponen la importancia de la ensefianza de las matematicas desde la creacion de nuevas
metodologias, y han permitido mejorar las practicas académicas. Estos proyectos se
describen a continuacion:

Disefio de un laboratorio de matematicas para el fortalecimiento del proceso
ensefianza y aprendizaje. Este proyecto aport6 al mejoramiento del rendimiento
académico de los estudiantes de grado quinto de la basica primaria de la Institucion
educativa Escuela Normal Superior Santa Teresita y el C.E.R la Cruz, a partir del
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aprendizaje significativo de las matematicas y se fundamento en la implementacién y
utilizacion de materiales concretos, juegos, herramientas tecnoldgicas y demas actividades,
respondiendo asi a objetivos concretos.

Mejoramiento del desempefio en matematicas. Esta guia es la cuarta de una serie
sobre practicas educativas que mejoran el aprendizaje en matematicas y recopila una
sintesis de investigaciones sobre temas educativos de importancia internacional. Las
practicas sugeridas en el folleto reflejan una mezcla de estrategias emergentes y otras
usadas durante mucho tiempo (Grows & Cebulla, 2000).

Esta recopilacidn resume una serie de investigaciones que sustenta cada practica
educativa, describe cdmo puede aplicarse la investigacion en el aula de clases y formula
una lista de los estudios mas importantes que fundamentan la practica en la ensefianza de la
matematica.

Laboratorio de matematicas. Este proyecto partio del planteamiento que hizo
referencia a que el conocimiento era producto de una continua, paulatina y progresiva
construccidn, y que la actividad de quien asumia el aprendizaje era parte sustancial del
proceso constructivo; es decir, el constructor era el participante y la actividad el medio que
permitia la construccion del conocimiento. Manteniendo en continua "actividad™ al
participante fue uno de los retos didacticos mas acuciantes, retos que se asumieron en esta
propuesta educativa (Arce, 2004).

“Propuesta metodologica de ensefianza y aprendizaje de la geometria, aplicada
en escuelas criticas”. Esta experiencia fue aplicada en el aula para dar cuenta de las
transferencias y los niveles de rendimiento que alcanzaron los estudiantes en el aprendizaje
de la geometria, a partir de la metodologia propuesta en el laboratorio (Modelo de Van
Hiele y el uso del software Cabri). Durd aproximadamente dos meses. (Lastra, 2005).

Esta investigacion analizaba el impacto generado por las diferentes estrategias
metodoldgicas, el uso de la tecnologia, el rol del profesor, y del estudiante, en la ensefianza
y aprendizaje de la geometria a partir de la implementacion de un laboratorio.

Ensefianza de la Fisica y las Matematicas con Tecnologia, EFIT y EMAT:
Modelos de transformacidon de las practicas y la interaccion social en el aula. EFIT y
EMAT (Ensefianza de la Fisica y las Matematicas con Tecnologia) son modelos de
innovacion educativa, cuya pieza principal es el uso de entornos tecnoldgicos de
aprendizaje, que permitieron a los estudiantes experimentar nuevas formas de apropiacion
del conocimiento y abrieron espacios de comunicacion e interaccion social en el aula, en
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los que se entablaron conversaciones significativas de matematicas y de ciencia, entre
estudiantes y entre maestro - estudiantes. (Rojano, 2006).

Propuesta pedagdgica basada en el constructivismo para el uso 6ptimo de las
TIC en la ensefianza y el aprendizaje de la matematica. Este trabajo inici6 con la
definicion, principios y postulados del constructivismo. Luego refirio sus implicaciones en
Matematica Educativa e hizo hincapié en la definicidn de practica pedagdgica, formulando
un redisefio en la creacidn de ambientes de aprendizaje y en el establecimiento de
competencias por parte de los docentes.

Esta propuesta pedagogica propicié el uso de las TIC con énfasis en el principio de
la tecnologia que propuso el Consejo Estadounidense de Profesores de Matemaética
(NCTM); ademés realzo el papel de la tecnologia en el aprendizaje y la ensefianza efectiva
de la matematica, enfatizo en el uso de las TIC con enfoque constructivista, y presento un
ejemplo, a través del Aprendizaje por Proyectos (APP), explicando sus ventajas (Castillo ,
2008).

De la investigacion al aula: préacticas de laboratorio utilizando calculadora. Este
trabajo presentd el disefio de dos secuencias didacticas en forma de préacticas de laboratorio,
fundamentadas en resultados de investigaciones en matematica educativa de corte
socioepistemologico.

Con el desarrollo de esta propuesta se favorecio el uso inteligente de la tecnologia
(calculadoras graficadoras) en el aula de matematicas, y se propicié un acercamiento entre
docente y estudiante de matematicas con la investigacion en matematica educativa
(Buendia & Samayoa, 2009, pags. 1483 - 1490).

El laboratorio de matematicas y la Metodologia Estudio de Clase (MEC).

Esta propuesta educativa se baso en el fortalecimiento de competencias matematicas
en estudiantes de educacidn basica y media, por medio de la formacion docente, mediante
el disefio e implementacidn de proyectos pedagdgicos que primaran el uso de materiales
didacticos y software educativo a través de la metodologia Estudio de clase, bajo un curso
B-Learning (Ramirez, 2013).

La conformacion equipos de estudio, con maestros de matematicas de varias
instituciones del departamento, para que compartieran intereses en torno a la busqueda de
alternativas o soluciones a necesidades o problematicas de clase.

Para la realizacion de este trabajo se conformaron equipos de estudio, con maestros
de matematicas de varias instituciones del departamento del Quindio, con el objetivo de
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compartir intereses en torno a la busqueda de alternativas o soluciones a necesidades o
problematicas de clase.

Como resultado de la ejecucion de este proyecto y con el propoésito de fortalecer el
desarrollo de competencias en los estudiantes y la formacidn docente, se establecid el club
de matematicas departamental con ocho estudiantes de cada una de las instituciones
beneficiadas del proyecto y con participacion directa de los docentes y estudiantes de
matematicas de la universidad del Quindio.

El huerto como laboratorio de matematicas: Aprendizaje de los niUmeros
racionales positivos.

El objetivo de la presente investigacion fue incorporar al trabajo de aula, el huerto
como laboratorio vivo, que permita experiencias formativas significativas, aplicando una
ensefianza transversal, al integrar algunos conceptos matematicos y biolégicos con algunos
objetivos de educacion ambiental, buscando contribuir a la comprension de los niUmeros
racionales en los estudiantes de séptimo de la Institucion Educativa Alfonso Lopez
Pumarejo, municipio de Palmira, Valle del Cauca (Cuenca, 2014).

Este trabajo de grado tuvo como fundamento incorporar al aula de clase el huerto
como laboratorio vivo, con el objetivo de vincular a la practica pedagdgica experiencias
formativas significativas, utilizando conceptos integrados con ciencias y educacién
ambiental, buscando contribuir a la comprensién de los nimeros racionales positivos en los
estudiantes de grado séptimo de la Institucion Alfonso Lopez Pumarejo, del municipio de
Palmira, Valle del Cauca.

Laboratorios matematicos para la ensefianza desarrolladora del componente
numeérico variacional en los estudiantes del grado quinto. Con este trabajo de grado se
realiz6 un estudio tedrico tendencial sobre el proceso ensefianza aprendizaje de las
matematicas en primaria. Todo esto llevd a plantear una propuesta para la ensefianza de las
matematicas como los laboratorios matematicos. También se lograron los siguientes
resultados: cada vez es mas evidente el uso de estrategias innovadoras que atraigan al
estudiante, lo motiven y lo hagan protagonista de su aprendizaje, es esencial dar un giro a la
educacion y los materiales didacticos son un medio para lograr este giro (Padilla &
Mosquera, 2016).
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CAPITULO 3

LA TEORIA DE LOS NUMEROS: UN MUNDO FASCINANTE POR EXPLORAR.

3.1. Cantory la magia de los numeros

Desde el inicio de la humanidad, el ser humano sintié la necesidad de agrupar sus
pertenencias para cuantificarlas de una forma més acertada. El solo hecho de asentarse en
un lugar especifico, creé la necesidad de emplear un método de conteo con el Gnico
objetivo de proteger sus pertenencias. Rastros historicos que datan de aproximada mente
4000 afos a. C. han dejado ver como el hombre de las cavernas empleaba de una forma
intuitiva el concepto de conjunto utilizando solo unos cuantos nimeros.

Esta escritura de los nimeros en huesos, madera, piedra, y en paredes de las cavernas
se limitaba a una marca por cada elemento y solo servia para representar cantidades muy
pequenfas.

Este concepto intuitivo que tenian los primitivos de contar y comparar el nimero de
elementos de ciertas colecciones de objetos cada vez mas grandes, los condujo a buscar una
mejor forma de representar o agrupar los nimeros, un simbolo representaba un grupo, por
ejemplo, de 10 en 10 como lo hicieron los egipcios.

Con el trascurrir del tiempo se fue desarrollando una aritmética basica cimentada en
las operaciones de suma y resta; en casos especiales utilizaban la multiplicacion y la
division. Con el desarrollo de la humanidad se hizo necesario establecer simbolos y reglas
matematicas, fue asi como a partir del siglo XIX que la Teoria de Conjuntos cobro6 gran
importancia y se empezd a desarrollar en forma rigurosa y sistematica.

A mediados del siglo X1X, el matematico ruso Georg Cantor (1845-1918) rompid
con algunos paradigmas matematicos que se tenian para la época, e introdujo nuevas ideas
matematicas relacionadas con la forma de ver y estudiar el concepto de conjunto. Cantor
estructuro la teoria de conjuntos, a partir de dos ideas; la correspondencia uno a uno o
apareo y la de conjunto contable o enumerable.

Para iniciar la construccién de los nimeros naturales a partir de la teoria de conjuntos
propuesta por George Cantor, se debe partir de la siguiente hipotesis:
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Hipotesis: Existen conjuntos y los conjuntos tienen elementos, los cuales se
relacionan a partir del axioma de extension.

Axioma de extension. Si cada elemento de un conjunto A es un elemento de un
conjunto B y cada elemento del conjunto B es un elemento del conjunto A, entonces A = B.
En otras palabras, se dice que dos conjuntos son iguales si y sélo si tienen los mismos
elementos. Simbélicamente,

A=B s AcBANB c A.

Si consideramos los conjuntos:

A = { Estudiantes de Antioquia},

B = { Estudiantes de la IER Ezequiel Sierra de Guarne}.

ComoB c Ay B # A, sedice que B es una especificacion de Ay se escribe B = {x €
A; x es estudiante de la IER Ezequiel Sierra de Guarne}

Axioma de especificacion. A todo conjunto A y a toda condicion S(x), corresponde
un conjunto B cuyos elementos son precisamente aquellos elementos de A que cumplen

S(x).

Este nuevo axioma admite la construccion de subconjuntos de un conjunto dado y
permite iniciar la construccion de los nimeros naturales; para eso se debe aceptar que:

1. Existe un conjunto A con elementos.
2. SeaB = {x € A;x *+ x}.

Como no hay un elemento de A que no sea igual a si mismo, se concluye que B es un
conjunto sin elementos, llamado (conjunto vacio) y se denota con el simbolo @. Entonces se
dice que existe un Unico conjunto sin elementos llamado conjunto vacio, y se denota con el
simbolo @. Este conjunto sera el punto de referencia para la construccion de los nimeros
naturales. Como B = @, se tiene que C = {@} es un conjunto no vacio, ya que contiene un
elemento; estableciéndose asi el niUmero uno.

Ahora, como B = @y C = {0}, se obtiene el conjunto D conformado por los
elementos {@, {@}}; este nuevo conjunto se denota con el nimero dos. Como dos existe, se
puede construir un nuevo conjunto a partir de B = @, € = {@}, D = {0, {®}} y obtener asi
el conjunto E = {@, {0}, {0 {@} } } que representa al cardinal 3.
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Hasta el momento, cada numero se ha obtenido mediante la adicion del nimero
anterior, visto como conjunto. Pero esto no garantiza que existan todos los nimeros
naturales, apenas garantiza que existen todos aquellos niUmeros que, con paciencia, se
puedan seguir construyendo. Teniendo como base la aplicacion del axioma de extension y
el axioma de especificacion se puede seguir la construccion de los nimeros naturales a
partir del teorema de union.

3.2.  Construccion de otros nameros naturales por medio del teorema de unién

Para obtener los otros nimeros naturales {4, 5, 6,7, 8, ... } hay que analizar nuevas

definiciones y aceptar otros axiomas.
Definiremos la unién y la interseccidn entre dos conjuntos, la cual permitira

enunciar el axioma de unién y el axioma del infinito.

Definicion 1. Se define la unién entre dos conjuntos A y B como:

AUB={x/x€eAV x €B}

Ejemplo:

Si A = {x € N:x es un nimero digito} ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} y

B = {x € N: x es un nimero digito impar} = { 1,3,5,7,9}, entonces

A UB = {x € N: x es un nimero digito } = {0, 1, 2,3,4,5,6,7,8,9}.

Definicion 2. Se define la interseccién entre dos conjuntos A y B como:
ANB ={x/x€A A €B}
Ejemplo:
Si A ={x € N:x es un nimero primo} y B = {x € N: x es un numero par},
entonces
A NB ={2}.
Axioma de union. Para toda coleccién de conjuntos existe un conjunto que contiene
a todos los elementos que pertenecen cuando menos a uno de los conjuntos de la coleccién
dada.
Si C es una coleccion de conjuntos entonces hay un conjunto V tal que VA €
C yVx € Adonde x € V. Por el axioma de especificacion se logra definir el conjunto
{x € V;x e Aparaalgin A € C}.
Este conjunto se conoce como la unién de los elementos de C y se denota por
Ugec A. Ahora se puede formar la unién de conjuntos.
Si se tiene un conjunto A, se puede definir el sucesor de A y denotarlo con A™,
donde A* = A U {A}; es decir, para obtener a A* se debe considerar todos los elementos
de A y adicionarle a A como elemento.
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Aplicando la definicion: Un conjunto S se dira que es sucesor si 0 € S y toda
vezque A € SentoncesA* €8S.
Se establece ahora el siguiente axioma:
Axioma del Infinito. Existe un conjunto de sucesores.
Del anterior axioma se establece que el conjunto
D = {S; S es un conjunto sucesor} €s no vacio.
Sea ahora C una coleccidon de conjuntos. Se define la interseccion de los
elementos de C como el conjunto {x € Uy A;x € A,VA € C}. Este conjunto se indica

con N 4ec A . La definicion de la interseccion se pudo hacer por medio de los axiomas de
la union y de especificacion. Es decir, no se necesito de un nuevo axioma para construirla.

Lema 4.1. Si Ay B son conjuntos de sucesores entonces A N B es un conjunto de
sucesores.

Demostracion. Como 0 € Ay 0 € Bentonces0 € A N B.Siocurrequen € AN
B entoncesn € Ayn € B. Como Ay B son conjuntos sucesores n* € Ayn* € By luego
n* € AnB.

Corolario 4.1. 1 4¢p A es un conjunto de sucesores.

Definicion 3. La interseccion (1 4¢p A, se llama el conjunto de los niimeros naturales
y se denotara w.

3.3. La potenciacion y sus propiedades

Definicion 4. La potenciacién es una operacion aritmética que se utiliza para expresar
de forma abreviada una multiplicacién repetida de una misma cantidad. Es decir, si se tiene
un mismo numero multiplicado varias veces se puede enunciar esa operacion en forma de
potencia:a-a -a -a-..-a =a™,donde a se llama base, y n se llama exponente. En

n-—veces

esta seccion son considerados todos como ndmeros naturales.

Leyes formales de la potenciacion.
e Ley uniforme: La potencia n-ésima de un nimero natural existe y es unica.

Si se elevan ambos nimeros de una igualdad a una misma potencia, se obtiene otra
igualdad.

Sia=b y n>1 entonces a™ = b™, Vn € N — {0}
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e Ley de la Monotonia: Elevando ambos miembros de una desigualdad a una
misma potencia, distinta de cero se obtiene otra desigualdad del mismo sentido
que el de la dada. Dados a, b € N — {0} se tiene que:

a>b=a*>b",VneN
a<b=a"<b",VneN

Nota. La potenciacion de numeros naturales no es asociativa, ya que depende de la forma
como se asocien los operandos.
(a™™ +# a®™™
Ejemplo.
(2%)% # 269
82 =+ 2°

e Ley distributiva: La potenciacion es distributiva con respecto a la multiplicacion
y a la division, pero no lo es con respecto a la adicion y a la sustraccion.

Distributiva con respeto a la multiplicacion y a la division.

(@ by=ab"y (2) =% dondeb>1yn>1

No distributiva con relacién a la adicion y a la sustraccion

(a+b)* # a™+b"
(a=b)" # a" —b"

Nota. La propiedad conmutativa no se cumple en la potenciacion, exceptuando los
casos donde la base y el exponente tienen el mismo valor o son equivalentes. Se dice que
no es conmutativa porque depende del orden de la base y del exponente; es decir, al
cambiar el orden de los exponentes y de la base la potencia varia. Asi; Va,n € N — {0},

a*=a-a-a-a-..-a(nveces)
n*=n-n-n-n-..-n(aveces)
a® # n
Ejemplo.
3% # 23
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9+8

e Ley cancelativa: La ley cancelativa de la potenciacion es la propiedad reciproca
de la ley uniforme. a® = b° A ¢ # 0 entonces a = b.

Operaciones con potenciacion.

Todo numero natural a distinto de cero elevado a la cero es igual a 1. Escribimos:

Demostracion.

a’® = a" ™", donden € N — {0}
n

I
I
=

e Potencia con exponente 1.

Todo namero distinto de cero elevado al exponente uno da como resultado el mismo
namero; es decir, el nimero se escribe una sola vez, que seria lo mismo que poner el mismo

ndmero.

al=a

e Multiplicacién de potencias de igual base.

Cuando se multiplican dos potencias con la misma base se escribe la misma base y se
suman los exponentes.
a-a™ = a™™M, va,n,m € N — {0}
Demostracion.

n m

a-~a " =ara*~ar...-ara~ra-a..-a
nveces mveces
=a-raar...mara-ra-..-a =a

n+mveces

n+m
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¢ Division de potencias de igual base.

La divisidn de dos potencias de igual base es igual a la potencia de la misma base y el

exponente es igual a la resta de los exponentes respectivos (la misma base y se restan los
exponentes).

aTL

e a™™ va,mn €N — {0}
Demostracion.

a-a-a-..-a
an
— n veces — an—m
am a-a-a-..-a
mvéces

e Potencia de una potencia.

La potencia de una potencia es igual a la potencia de la misma base elevada a la
multiplicacién de ambos exponentes.

(@)™ =a™™ Va,mn €N — {0}
Demostracion.

@ Hm=(aa-a-..-a)™
n-—veces
=(arara*...-a)(ara-a-..ma)...(a-a-a-..-a)
n-veces n-veces n-veces
m-—veces
=(ara'a-...a)(a-a-a-...a)(a-a-a-..-a)=a™™

n-m-veces

e Potencia de un producto.

La potencia de un producto es igual a cada uno de los factores del producto elevados
al exponente de dicha potencia. Es decir, una potencia de base (a - b) y de exponente "n",
es igual al factor "a" elevado a la "n" por el factor "b" elevado a la "n".

(a-b)" = a™-b", Va,m,n € N — {0}
Demostracion.

(a-b)*= (a-b)-(a-b)-(a-b) - (a-b)

n—-veces

= (a a~a*a..: (1) ' (b bbb~ ..- b) por la propiedad asociativa y conmutativa del producto
n—veces n—veces

= a"- b"
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¢ Regla de cociente a una potencia.

Una fraccion elevada a una potencia es lo mismo que el numerador elevado a la

potencia y el denominador elevado a la potencia.

Demostracion.

n

(5

an

) -

s ,Va,m,n € N — {0}

() (3)

n—veces

(@)-(a)-(a)-(-)-(a)

n-—veces

NOHROROHECSHD

n-veces

Resumen de las propiedades de la potenciacion. Si a, b,n,m € N — {0}

Propiedades Ejemplo
a’=1; 50=1
al=a 51=5
a™ a™ = an+m (3)2 . (3)5 — 32+5: 37 = 2187
a™ 4
a_m:an—m ?=24—2=22=4

(32)%= 323 = 36 = 729

(2 x 3)2=22x32=36

(g)n_a_" 3\ 3% 27

2 ~ G -7-%

G -6 () -G -7
b a 4 \2) 4
an _bm 22 _ 8 _eh _

p—m ~ gn 4—3_22_4_16

Tabla 1. Propiedades de la potenciacion
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3.4. El cuadrado de un nimero

Se llama cuadrado de un nimero al producto de 2 factores de nimeros iguales. Para
calcular el cuadrado de un numero, sélo hay que multiplicar el nimero por si mismo.
Ejemplos:

El cuadrado de 3:

3x3=32=9

3 unidades

El cuadrado de E : ( )

3 unidades
2 y 2 (2)2 4
575 \5/ 25

Teorema 3.1. La diferencia de los cuadrados de dos nUmeros enteros consecutivos
es igual al doble del menor més uno.

Sean a y (a + 1) los nimeros enteros consecutivos entonces (a + 1)? — a? = 2a + 1.

Demostracion.

(a+1)?—-a?=a*+2a+1-a*=2a+1

Ejemplo.

(3+1)2-32=2(3) +1=T.

El cuadrado perfecto de un nimero natural.

Un namero natural se dice cuadrado perfecto si su raiz cuadrada es otro nimero
natural.

Ejemplos.
a? es un cuadrado perfecto porque Va2 = a

32 es un cuadrado perfecto porque v9 = 3.

En la siguiente tabla se presentan los cuadrados perfectos de los 10 primeros nimeros
naturales:
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Nomero |1 (23| 4 (5|6 |7 |89 |10

Cuadrado | 1 | 4 |9 |16 | 25|36 |49 |64 | 81 | 100

perfecto
Tabla 2. Cuadrados perfectos de los 10 primero nimeros naturales.

Caracteristicas del cuadrado perfecto de un namero.

Teorema 3.2. Si un nimero termina en 5 y es cuadrado perfecto, se cumple que: La
cifra de sus decenas es 2 y la cifra de sus centenas es par.

Demostracion.

Sea "N" un nimero cuadrado perfecto que termina en cinco, es decir que
N = a5 = 10a + 5; donde a es el nimero que se antepone al cinco ya sea decena,
centena, o0 asi sucesivamente. Asi:

N = (10a + 5)2
= 100a? + 100a + 25
= 100a(a+ 1) + 25

Como a (a + 1) espar, setiene que: a (a+ 1) = 2n, Vn € N lo cual prueba que la cifra
de las centenas es par.

Teorema 3.3. Todo cuadrado perfecto es de la forma: 4n 6 4n + 1
Demostracion.

Sea N un cuadrado perfecto, entonces N es par o impar.

i) Si N es par, su raiz cuadrada también seré par. Por lo tanto: VN = 2p para algin
p €EN. Asi; N = 4p? = 4n,donden = p? € N.

ii)  Si N esimpar, su raiz cuadrada también sera impar. Por lo tanto: VN = 2m + 1
paraalgdn m € N. Asi; N=02m+1)?=4m?+4m+1=4(m?*+m) +
~_——

neN

1=4n+1.
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Pautas para saber cuando un nimero no es cuadrado perfecto

i) Si un ndmero termina en 2, 3, 7 u 8, no puede ser cuadrado perfecto. Es decir,
como el cuadrado de un numero termina en la misma cifra que el cuadrado de
sus unidades, y como ninguno de los cuadrados de las 9 cifras significativas
termina ni en 2, 3, 7 u 8, un nimero que termina en estas cifras no podra ser
un cuadrado perfecto.

i) El producto de dos nimeros enteros consecutivos no es cuadrado perfecto, si
uno de ellos es un cuadrado perfecto, el otro no lo es.

Ejemplo.

Ninguno de los siguientes nimeros es un cuadrado perfecto ya que no existe un
numero natural que elevado al cuadrado de como resultado dicho nimero.

8-9=72.
4-5=200
1617 = 272

iii) Si un nimero termina en una cantidad impar de ceros, no es un cuadrado
perfecto.

Prueba.

Consideremos el nimero A000 --- 000, el cual tiene un nimero impar de ceros 'y A es
un numero diferente de cero. Entonces podemos escribir el nimero impar de ceros como
2n + 1 paran € Ny asi:

A000--000=A-10%"t1 = 4-10%"-10

2n+1
Por lo tanto, si aplicamos la raiz cuadrada al nUmero obtenemos:

VA-102"-10 = VA -V102" - /10 = VA - 10" - V10 # k% parak € N

De lo anterior se puede ver que A puede ser cuadrado perfecto; 102™ es un cuadrado
perfecto, pero 10 no es cuadrado perfecto, luego el producto no puede ser un cuadrado
perfecto.
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3.5. Laradicacion.

La radicacion es una operacion que permite hallar la base conociendo el exponente y
la potencia. Simbolicamente se expresa: YYm = r & r™ = m. La expresion Ym = r se
lee: Raiz n-ésima de m es igual a r.

Ejemplo.
33 =276 327=3

Propiedades de la radicacion.
1. Multiplicacién de raices de igual indice.

Para multiplicar raices con igual indice, se multiplican las bases y se conserva el
indice, dicho de otra manera: La raiz de un producto es igual al producto de las raices.

Va -Nb=WYa-b, Ve a b,neN—{0}

Demostracion.

Por definicién de la raiz n-ésima, se tiene que:
Va=peoa=p*y Vb=qe b=q" dondep,q €N — {0}
Al multiplicar a - b se obtiene:

ab=p"-q" = (p-q)" (propiedad de la potencia)
Al aplicar la definicion de raiz n-ésima, se tiene que:
Na-b=p-q=%a Vb

Ejemplo.

V8-327=38-27 = Y216 =6

2. Raiz de un cociente.

Va _nla
W— ;,VEa,b,nEN—{O}

Demostracion.

Por definicién de la raiz n-ésima, se tiene que:
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Na=poa=p'yVb=qeob=q"
Aplicando la propiedad de potencias se tiene que:

% i (Z)n (propiedad de la potencia)

Aplicando la raiz n-ésima a ambos lados obtenemos que:

Va
Vb

n

a p
b q

3. Raiz de una raiz

ia ="™/a,ve anmeN — {0}
Demostracion.
Por definicién de la raiz n-ésima y m-ésima se tiene que:

Va=beoa=>b" (1)
Vb=qeob=q™ (2)

Al elevar b de la ecuacion (2) al exponente n y aplicar la propiedad de la potencia se
tiene que:

b= (q™" =q™ (3)
Reemplazando la ecuacidon (1) en la ecuacion (3) se deduce que:
=a

Al tomar a ambos lados el indice mn se concluye que:

mW=m%

Por tanto,

q=""a (4)

Al reemplazar la ecuacion (2) en (4) se obtiene que:

b="Va (5)
y reemplazando la ecuacion (1) en (5) se concluye que: v Va = ™Va
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CAPITULO 4

UNA APROXIMACION AL CONCEPTO DE VARIACION Y CAMBIO EN LOS
NUMEROS NATURALES EN LA EDUCACION BASICA PRIMARIA

4.1. Reflexiones preliminares

El estudio de los fendbmenos que cambian es esencial en la ensefianza y el aprendizaje
de los estudiantes en los primeros afios escolares. Su entendimiento involucra de forma
recurrente el concepto de variacion y cambio, tema poco abordado en este ciclo escolar y
que genera bajo rendimiento académico en el area de matematica a nivel nacional.

En los analisis de los resultados de las pruebas Saber, Aprendamos y Supérate con el
Saber presentadas en el afio 2015 se evidencia que la mayoria de los establecimientos
educativos de Colombia presentan bajo rendimiento en los aprendizajes relacionados con el
pensamiento variacional.

“El 92,04% no construyen ni describen secuencias numéricas y geométricas; el
79,77% no reconocen equivalencias entre diferentes tipos de representaciones relacionadas
con numeros; el 98.21% no generan equivalencias entre expresiones numeéricas, y el
97.51% no justifican y generan equivalencias entre expresiones numéricas (MEN, PR-
PREA-A-123-PTA-VARIACION Y CAMBIO, 2017), como se muestra en la figura 1.

Prueba SABER — 2015 Significade del semafora:

Matematicas grado 3° | Malemaicas grado 5° e e ST
3929 4000 i

Establecimientos educativos focalizados P T A Prasarar Lsralyro

Aprendizajes a priorizar del pensamiento variacional

1.15% —l 930 0.48%
% 2.08%

100%

s0%

B0%

0%

B0 60.02%

50%

o

0%

o%

Ccnslrul vduc Ll fas entre Generar tquwllln: aulml Justificary generar squi vllont u
tipos de
representaclones relacionadas con
imeros. (3] @ wineoucacion ToDOS PORUN

]

Figura 1. Analisis de las pruebas Saber en los establecimientos educativos focalizados por el PTA
relacionado al pensamiento variacional.

31



Estudios realizados por el Ministerio de Educacion Nacional (MEN) evidencian que
en la educacion basica primaria hay un alto porcentaje de los estudiantes que no
contextualizan los contenidos de matemaéticas, no identifican patrones de variacion con
operaciones de suma y division, y no solucionan problemas relacionados con el
pensamiento variacional, incluso cuando la situacion es presentada con figuras.

Las insuficiencias que poseen los estudiantes en esta area hacen evidente la necesidad
de acompariar la préctica docente con actividades donde se articule el pensamiento
variacional con los otros cuatro pensamientos matematicos, especialmente en los problemas
que implican variacion y cambio. De acuerdo con (Maury, Palmezano, & Céarcamo, 2012,
pag. 11) esta problematica se viene dando por una serie de factores tales como:

1. Educadores de basica primaria con escaso conocimiento efectivo de los
lineamientos curriculares de matematicas, especificamente en lo relacionado con el
pensamiento variacional.

2. Insuficiencia didactica para la elaboracion de actividades y materiales para
situaciones problema que involucran pensamiento matematico general y variacional en
particular.

3. Tareas elaboradas por los docentes para que ejecuten los estudiantes, en un alto
porcentaje no contextualizadas con los contenidos de Matematicas del MEN.

4. Persisten practicas pedagdgicas sin enfoque sistémico.

5. No se evidencia una estrategia concreta que favorezca el desarrollo del
pensamiento variacional.

La anterior reflexién deja de manifiesto que para abordar el pensamiento variacional
en los primeros afios escolares, la escuela debe promover actividades que involucren
situaciones de variacion y cambio, que fortalezcan el razonamiento algebraico, la
resolucion de problemas, los escenarios geométricos y numéricos, a partir de la inclusion de
fendmenos de cambio y modelacion matematica que conlleven a la comprension y uso de
los conceptos y sistemas analiticos, permitiendo asi un aprendizaje con sentido del calculo
numérico y algebraico.

Desde este punto de vista, es necesaria la implementacion de un laboratorio de
variacion y cambio que involucre y favorezca la reorientacion de las practicas escolares en
la educacion basica primaria especialmente en el grado quinto, mediante el cual se
construya lo que es y cémo se desarrolla el pensamiento variacional en los primeros afios
escolares, y prime la comunicacion en el aula, el trabajo colaborativo y la exploracion de
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conceptos mediados por la contextualizacion; siendo estos el eje central en la construccion
del conocimiento, especialmente en el ambito de las matematicas.

4.2.  Lavariaciony el cambio desde un contexto histérico de la matematica

4.2.1. Primeros indicios del pensamiento variacional

Los primeros indicios del pensamiento variacional datan de la prehistoria. Desde los
primeros asentamientos humanos, surgio la necesidad de interactuar con el entorno, esto
implico la observacién constante de los fendmenos variables, como la percepcién de ciclos,
de oscilaciones y fluctuaciones, entre otros.

El cambio estuvo presente en todo momento, desde la necesidad del desplazamiento
constante de las comunidades ndmadas, las migraciones, la recoleccién de alimentos, la
caza y la pesca, hasta los primeros asentamientos humanos que requirieron el conocimiento
del territorio, de los recursos hidricos y de las estaciones.

Los diversos grupos humanos no se establecieron en cualquier territorio de forma
arbitraria, sino, en uno que les ofreciera recursos y condiciones propicias para la vida; de
modo que la geografia estuvo sometida a la observacion y la comparacion. Para hacer
posible la seleccion de caracteristicas favorables y no ser dominados por otra especie o por
la misma naturaleza. Toda esta interaccion estimul6 la aparicion de formas de
comunicacion primitivas, como el lenguaje gestual y el lenguaje verbo iconico, que
sirvieron de cimientos para otros sistemas de representacion de mayor complejidad.

4.2.2. Laobservaciony la representacion del cambio en las primeras
civilizaciones

El surgimiento de la escritura hacia 3000 a. C, permiti6 la aparicion de formas de
comunicacion mas complejas en las antiguas civilizaciones, asi pudieron registrar los
primeros datos de las observaciones; los cuales actualmente permiten dar cuenta de la
percepcion de la variacion y el cambio que en aquel momento se comenzaba a formular.

Existia, ademas, una fuerte dependencia de la geometria, todos los razonamientos y
argumentos se fundamentaban en esta area, obstaculo que fue superado siglos mas tarde
con el trabajo de Descartes en geometria analitica, pero que sin lugar a duda marco un
punto importante en el desarrollo del concepto de variacion y cambio.
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Civilizacion Babilénica.

Lo que se sabe de la matematica babilonica se deriva de unas 400 tabletas de arcilla
desenterradas desde la década de 1850. Elaboradas en escritura cuneiforme, las tablillas se
inscribian mientras la arcilla estaba humeda, y luego eran secadas por efecto del calor en un
horno o a la luz del sol. La mayoria de las tablas recuperadas datan de 1800 a 1600 a. C, y
abordan temas que incluyen; el teorema de Pitagoras, fracciones, algebra, y ecuaciones

cuadraticas y clbicas. En una de las tablas, se hace una aproximacion del valor de v2 con
tres digitos significativos.

También, se encuentran tabulados los cuadrados, cubos y reciprocos de los nimeros
naturales; relaciones que definieron de forma implicita las funciones de tipo

1 , - ., ‘
y=xty=x3ey= —, para x un nimero natural. Esta civilizacion avanzo en el

“algebra retorica”, que consistié en enunciar y resolver problemas a través del lenguaje
verbal (oral-escrito) sin el uso del simbolismo algebraico actual.

Civilizacion Egipcia (3000 — 322 a. C)

Los primeros documentos matematicos registrados de esta civilizacion pertenecen a
la doceava dinastia de Egipto (1990 — 1800 a. C), y comprueban un avance importante en
el campo del &lgebra. El papiro de Moscu pertenece a esta época; también se considera que
el papiro de Rhind estuvo basado en textos mas antiguos provenientes del mismo periodo.

Una caracteristica interesante de la matematica egipcia fue el uso de fracciones
. . .. -2 . . 11 2
unitarias. Los egipcios usaban una notacion especial para fracciones tales como 53Y3Y

3 . . . . .
en algunos textos para " otras fracciones eran escritas como fracciones unitarias de la

1 . . . .
forma —, 0 COMO sumas de esas fracciones. Los escribas utilizaban tablas para trabajar con

ellas. También avanzaron en la solucion verbal de ecuaciones lineales, a través del método
de la falsa posicion.

Civilizacion Griega (2800 a. C -600 d. C)

Los griegos impulsaron la transformacién de las matematicas a una ciencia deductiva.
Sus formas de razonar estuvieron estrechamente ligadas a la geometria y a las
proporciones; una de las contribuciones méas notables que ejemplifica este hecho, la
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constituye el trabajo de Euclides sobre geometria plana. Este, a partir de axiomas que se
aceptaron como verdaderos por poseer un caracter autoevidente, y un pequefio conjunto de
elementos primitivos (recta, punto, y plano) construy6 las demas formas geométricas, y
relaciones. Las cuales demostrd a través de teoremas y corolarios, de forma deductiva.

Por otra parte, en el Almagesto, Ptolomeo calcul6 cuerdas pertenecientes al circulo, lo
que significo el calculo de funciones trigonométricas. Es decir, Ptolomeo entendié el
concepto de funcion. No obstante, es muy poco probable que Ptolomeo entendiera la
funcién en los términos actuales, como una regla de correspondencia; ninguno de estos
registros hace consideraciones generales sobre la idea de variable. Su enfoque, fue més bien
el de utilizar férmulas para calcular distancias.

No obstante, estos desarrollos, y el interés de los griegos por la filosofia, no permitid
un estudio cuantitativo de fendmenos de cambio, como el movimiento. En el mundo
antiguo, la nocién de funcién y razén de cambio pasaron desapercibidas.

Edad media (Del siglo V al XV)

En este periodo no se evidenciaron resultados novedosos que dieran luces sobre el
concepto de funcion. Desde el 250 d. C hasta finales del siglo X1V, se introdujeron
abreviaciones para incégnitas y relaciones de uso frecuente, dando origen al &lgebra
sincopada. Este periodo se caracteriz6 por el trabajo de los arabes, quienes difundieron el
legado de los griegos. Hubo un aumento en el nimero de funciones que consideraban,
como las funciones trigonométricas, y el perfeccionamiento de sistemas de interpolacion,
no hubo novedad en su tratamiento. En esta etapa se destaco el trabajo de las escuelas de
filosofia natural de Oxford y Paris, principalmente en el siglo X1V, y su preocupacion por
el estudio del movimiento.

Nicolas Oresme, de la escuela francesa, se considera como el autor que mas se
aproximo al concepto de funcion antes de su desarrollo formal, proponiendo una
aproximacion geométrica para el estudio de la cinematica, a través de la teoria sobre las
latitudes de las formas. Esta teoria se fundamento en el uso de segmentos rectos para
representar las cantidades variables en un continuo. Desde esta perspectiva, se entendio el
movimiento como una variacion continua del tiempo en el eje horizontal, en el cual los
espaciamientos o intervalos en que se dividia representaban los intervalos de tiempo, y a
cada instante, correspondia una linea vertical perpendicular, cuya longitud era proporcional
a la velocidad en dicho instante.
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Hasta este punto, luego de siglos de progresos y mejoras en el &lgebra y la geometria,
reuniendo la produccion intelectual matematica de varias civilizaciones, no hay vestigios de
los conceptos propios del pensamiento variacional y la interpretacion de una funcion como
una regla entre cantidades variables. Existieron funciones tabuladas, no obstante, aunque
pareciera sencillo avanzar desde este punto a una consideracion global de funcion, se
requiere una vision mas amplia.

Esto permite entender como la definicion actual de funcidn, aunque sencilla en
apariencia, requiere de la conciliacién de variados topicos matematicos, tales como el
algebra, una interpretacién geométrica mas conveniente que la proporcionada por Euclides
en donde se pase de trabajar con magnitudes y proporciones, a analizar intervalos continuos
que puedan representar cantidades variables, (es decir, habria que esperar hasta el
desarrollo de la geometria analitica), del conocimiento de las propiedades de los conjuntos.
Ademas de una abstraccion de fendmenos de cambio como el movimiento, el flujo de calor,
etc., es decir, de la observacion cuantitativa. Esto, en el corazén del pensamiento
variacional se entiende como el lenguaje simbdlico, la observacion de los fenomenos, y la
abstraccion.

4.2.3. Desarrollo del concepto moderno de funcion

El concepto matematico de funcion emergié en el siglo XVI1 con el desarrollo del
calculo infinitesimal; por ejemplo, la pendiente d—z de una gréafica en un punto fue referida

como una funcion de la coordenada x en dicho punto. Los matematicos del siglo XVl
consideraban que una funcion era definida por una expresion analitica. En el siglo XIX, los
nuevos requerimientos impuestos por Weierstrass, a partir del desarrollo del analisis por la
reformulacion de la geometria en términos del analisis, y la invencion de la teoria de
conjuntos por Cantor, dio origen al concepto actual de funcién.

Los avances de Galileo en el estudio teérico y experimental del movimiento le
permitieron observar leyes naturales que se describen como relaciones funcionales. Sus
estudios sobre el movimiento contenian un claro entendimiento de una relacion entre
variables. Uno de estos mostré cdmo se aproximaba al concepto de mapeo entre conjuntos.
En 1638 publico en el libro “Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove
scienze” el problema de dos circulos concéntricos con centro O, el de A con diametro dos
veces mayor que el del circulo B.

La formula daba como resultado una circunferencia de A dos veces mayor a la de B.
Sin embargo, al tomar cualquier punto P en el circulo A, el fragmento OP cortaba al circulo
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B en un punto. Es decir, Galileo construy6 una funcién que correspondia a cada punto de 4,
un punto en B. De forma similar, si Q era un punto de B, entonces OQ cortaba al circulo A
en exactamente un punto. El tenia una funcion, que iba de los puntos en B a los puntos en
A. A pesar de que la circunferencia A tenia el doble del perimetro de la circunferencia B,
estas poseian la misma cantidad de puntos.
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Figura 2. Problema de los circulos concéntricos estudiado por Galileo.

Casi de forma simultanea al trabajo de Galileo, Descartes introdujo el algebra a la
geometria, en su libro “La Géométrie ”. Descartes argumentd que una curva podia dibujarse
al dejar que un conjunto de lineas tomara de forma sucesiva un infinito nimero de valores.

El desarrollo de la geometria analitica alrededor de 1640 permitié a los matematicos
desplazarse entre problemas geométricos sobre curvas y relaciones algebraicas, y
coordenadas variables x e y. El calculo se desarroll6 utilizando la nocion de variables, con
un significado geométrico asociado, el cual persistio de forma fructuosa hasta el siglo
XVIIL.

Sin embargo, la terminologia "funcion™ advirtié su uso en las correspondencias entre
Leibniz y Johann Bernoulli hacia finales del siglo XVII. Leibniz escribié en agosto de
1673:

“...Otro tipo de lineas, las cuales, en una figura dada, desempefian una funcion.”

Johann Bernoulli, en una carta escrita a Leibniz el 2 de septiembre de 1694, describi6
una funcién como:

“Una cantidad formada de algiin modo a partir de cantidades indeterminadas y
cantidades constantes.”

En un articulo de 1698 sobre problemas isoperimétricos, Johann Bernoulli subray6
sobre "funciones de ordenadas”. Leibniz escribio a Bernoulli diciendo:
“Me agrada que use el término funcion en el mismo sentido que yo.”
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La introduccién del concepto de funcion ocurrié en el momento adecuado, puesto que
Johann Bernoulli estaba interesado en problemas de célculo variacional, en los cuales, las
funciones aparecieron como soluciones.

El concepto de funcion llego a ser prominente en matematicas en el afio 1748. Lo
anterior se debi6 a Euler, alumno de Bernoulli, quien publico Introductio in analysin
infinitorum en ese afio, en este libro se evidencio su trabajo sobre el concepto de funcion
central. Definiendo una funcidn en los siguientes términos:

"Una funcidn de una cantidad variable es una expresion analitica compuesta de algun
modo cualquiera a partir de la cantidad variable y nimeros o cantidades constantes™.

Euler no definié explicitamente lo que queria decir con la "expresion analitica”,
asumio que el lector entenderia que hacer referencia a expresiones formadas por medio de
las operaciones usuales de adicion, multiplicacion, potencias, raices, etc. Dividio las
funciones en dos categorias diferentes; funciones algebraicas y funciones trascendentales.
El tipo de funcidn dependia de la naturaleza de su expresion analitica. Por ejemplo, las
funciones trascendentales no eran algebraicas, estas incluian: Funciones exponenciales,
logaritmicas, y otras.

Euler permiti6 que las operaciones algebraicas fueran usadas un namero infinito de
veces, resultando, de este modo series, productos y fracciones infinitas. Posteriormente
sugirié que una funcion trascendental debia ser estudiada expandiéndola en series de
potencias. Considerd que todas las funciones trascendentales no podian ser expandidas de
este modo. Sin embargo, afirmo, que se deben probar en cada caso particular.

No obstante, hubo una dificultad en el trabajo de Euler que condujo a confusiones,
puesto que €l no distinguid entre una funcion y su representacion. El trabajo de Euler
cambid la forma como se pensaban los conceptos familiares en matematicas, antes de su
trabajo, las funciones trigonométricas eran referidas como lineas conectadas con un circulo,
mas que como funciones. Fue el mérito de Euler introducir el punto de vista funcional sobre
éstas.

El concepto de funcion condujo a Euler a hacer importantes descubrimientos antes de
escribir su libro. Por ejemplo, permiti6 definir la funcion gama y resolver el problema de
sumar las series.

1 1 1 1
ErEtEtET
Euler demostro que la suma infinita era %2 , publicando su resultado en el afio de

1740. En su libro, Euler también introdujo las funciones continuas, discontinuas y
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mezcladas, con significados que difieren de los actuales. Para Euler, una funcion continua
era la que podia ser escrita en términos de una expresion analitica singular, una funcién
mezclada podia escribirse en términos de dos 0 mas expresiones analiticas, y una funcion
discontinua incluia funciones mezcladas, pero se tratd de un concepto mas general.

Aunque Euler no indico con claridad lo que entendia por funcién discontinua, las
definié como aquellas funciones que poseian curvas suaves como graficas, curiosamente
esta es una caracteristica que se entiende en la actualidad por funcion continua.

En 1746 d'Alembert publicd una solucidn al problema de una cuerda vibrante
tensionada. La solucién, dependia de la forma inicial de la cuerda. d'Alembert insistio en
que en su solucién la funcidn que describia las velocidades iniciales de cada punto de la
cuerda tenia que ser continuas en el sentido de Euler, es decir, debia ser descrita por una
Unica expresion analitica.

Euler publico un articulo en 1749, el cual objetaba esta restriccion impuesta por
d'Alembert, argumentando que, por razones fisicas, se debian permitir expresiones mas
generales para las condiciones iniciales. Esta situacion dio origen a una controversia sobre
la naturaleza de las funciones permitidas en las condiciones iniciales y en las integrales de
las ecuaciones diferenciales parciales, dilema que sigui6 apareciendo con frecuencia en las
teorias de la elasticidad, hidrodinamica, aerodinamica y geometria diferencial.

En 1755, Euler publicé otro libro de gran influencia, Institutiones calculi
differentials. En este proporcion6 una definicion general y novedosa, que constituy6 la
primera definicion moderna de funcion:

“Si algunas cantidades dependen de otras, de tal modo que, si las ultimas
experimentan un cambio, las primeras también lo hacen, entonces las primeras
cantidades se denominan funciones de las Ultimas. Esta definicion se aplica de modo
amplio e incluye todas las formas en las que una cantidad puede ser determinada por
otra. Por lo tanto, si x denota una variable, luego todas las cantidades que dependen
de x en cualquier manera, o son determinadas por x, se denominan funciones de x.”

La interpretacion moderna de funcion solo pudo originarse luego del descubrimiento
de Fourier. Su revelacion demostrd claramente que los malentendidos que surgieron en el
debate sobre la cuerda vibrante, acerca de la representacion de funciones, fueron el
resultado de confundir dos conceptos totalmente diferentes pero similares en apariencia,
sobre una funcion y su representacion analitica. De hecho, antes de Fourier no hubo
distincion entre este par de conceptos, y su intervencion los desligo, dando fin al debate.
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Durante el siglo XIX, los mateméticos comenzaron a formalizar todas las diferentes
ramas de la matematica. Uno de los encargados de esta labor fue Cauchy quien concibio las
funciones como expresiones definidas por ecuaciones que podian involucrar nimeros reales
o complejos, y asumid que eran continuas. En la aproximacion de Cauchy, se permitié que
una funcién estuviera unicamente definida por un rango restringido de la variable
independiente, alejandose de este modo de las restricciones impuestas al concepto por sus
predecesores. Sus resultados fueron reformulados con rigor por Weierstrass.

Nikolai Lobachevsky y Peter Gustav Lejeune Dirichlet son considerados los primeros
autores que, de manera independiente, establecieron la definicion moderna de funcién,
sefialando el requerimiento segln el cual a cada primer elemento debe corresponder un
unico segundo elemento.

Segun Lobachevsky (1834):

El concepto general de funcion requeria que la funcién de x estuviera definida como
un namero dado para cada x y que variara en forma gradual con x. El valor de la funcion
podia ser dado bien por una expresién analitica, o por una condicidn que proporcionara
medios para evaluar todos los numeros y elegir uno de ellos; o finalmente, la dependencia
podia existir, pero permanecer desconocida.

Por su parte, Dirichlet escribe (1837):

Si un Unico valor finito de y corresponde a cada valor de x, de forma tal que cuando
x varia continuamente sobre un intervalo desde a hasta b, y = f(x) también varia de forma
continua, entonces y se denomina funcién continua de x sobre este intervalo. No es
necesario en ninguna medida que y esté dada en términos de x por una y solo una ley a lo
largo de todo el intervalo, y tampoco es necesario que esté expresada como una
dependencia usando operaciones matematicas.

A finales del siglo X1X y a lo largo del siglo XX hicieron mejoras a las ideas
previamente expuestas, y surgieron otras teorias que proporcionaron nuevas
interpretaciones de las funciones, como la teoria de funciones de una variable, la teoria de
conjuntos desarrollada por Cantor, y el analisis funcional.

Todo el conocimiento adquirido sobre los formalismos del pensamiento variacional,
el célculo diferencial e integral, y la nocion de funcion, fueron cruciales para las ciencias
naturales. Los trabajos en fisica clasica, termodinamica, y fisicoquimica, entre otros,
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describieron sus razonamientos y dieron cuenta de sus experimentos con el lenguaje de
variaciones.

El célculo diferencial fue desarrollado por Isaac Newton, de forma independiente y
paralela a la formulacién de Leibniz, con el proposito de solucionar problemas dindmicos
relacionados con la mecanica celeste. En la mecanica newtoniana la variable independiente
x es el tiempo, o la posicion, y las variables dependientes son velocidades, aceleraciones y
momentos. La funcion posicion asociada a un objeto macroscopico (sistema), es una
funcion que depende del tiempo p = p(t). Las propiedades observables del sistema como
la velocidad, aceleracion, y momento, pueden ser siempre determinadas mediante
operaciones propias del calculo diferencial, como la diferenciacion y la integracién, que no
son mas que operaciones realizadas sobre la funcion posicion p(t).

El trabajo desarrollado por Newton es un claro ejemplo de la aplicacion exitosa del
pensamiento variacional para tratar situaciones de cambio (movimiento). Los resultados
logrados son sorprendentes, reconociendo que mediante estas ecuaciones se ha hecho
posible lograr un avance tecnolégico y cientifico como la exploracion espacial.

Actualmente, la fisica estudia el universo a gran escala con la mecanica newtoniana, y
esta predice de forma aproximada los fendmenos que involucran el movimiento de objetos
macroscopicos a velocidades alejadas de la velocidad de la luz. Por otra parte, para las
ciencias naturales, el fendmeno del movimiento es uno de los més esenciales y
fundamentales, en lo que respecta a nuestra interpretacion de las leyes naturales.

En termodinamica, la temperatura es una de las funciones primordiales, y se puede
entender como una funcion escalar que depende de tres coordenadas espaciales, es decir,
T = T(x,y, z). Esta funcion, asigna a cada punto P = (x, y, z) un Unico valor de
temperatura.

Para ilustrar el enfoque que proporciona el pensamiento variacional, se puede analizar
la teoria cinética de los gases. Para la formulacion de esta teoria, inicialmente se estudié la
dependencia entre variables como temperatura, presion, y volumen; en una muestra con una
cantidad fija de gas. Fue el trabajo de cientificos como Boyle, Charles, Avogadro y Gay-
Lussac, entre otros.

Los trabajos de Boyle permitieron establecer la dependencia inversa entre el volumen
y la presion de una cantidad fija de gas a una temperatura constante, es decir, a medida que
el volumen se disminuia ejerciendo presion sobre un pistdn que a la vez era parte del
contenedor en donde se encontraba la muestra de gas, se observaba que la presion del gas
dentro del contenedor aumentaba.

41



Ideal gas law
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Figura 3. llustracion de la Ley de Boyle para los gases ideales.

Tal observacion se expresa en forma matemaética, escribiendo la ecuacion V = k/P,
donde P es la presion del gas, V es el volumen, y k es la constante que puede ser
determinada efectuando mediciones de las presiones y los volimenes para diferentes
fuerzas ejercidas sobre el piston:

k=VP.

Se afirmo entonces que V es funcion de P y viceversa, esV = f(P) y P = f (V).
Consideraciones similares para las otras parejas de variables, permitieron formular la
conocida ecuacion de los gases ideales, PV = nRT, en donde se expresa de forma analitica
las dependencias de las variables de estado del sistema, P,V, T y n (cantidad de materia) y
se introduce, de nuevo, una constante de proporcionalidad R. Con esta formulacién, es
entonces posible predecir el comportamiento de cualquier sistema constituido por gases
ideales, siempre que se tenga informacion del valor de las variables restantes.

Son numerosas las actividades donde el pensamiento variacional ha permitido
modelar la forma en la que se correlacionan los procesos naturales, y los sistemas de interés
cientifico. Sin embargo, esta no es la Unica aproximacién a los fendmenos de variacion y
cambio, por ejemplo, en mecanica cuantica las cantidades no son representadas por
funciones, sino por otras entidades matematicas denominadas operadores, y existe toda una
rama de las matematicas encargadas de estudiar sus propiedades.

Teniendo esto, se puede reconocer al pensamiento variacional, como uno de los mas
grandes aportes de la matematica, que ha permitido indagar los procesos naturales, formular
teorias para explicar los fenébmenos y acceder a una comprension méas profunda de
conceptos, aunque sencillos en apariencia, subyace una historia larga, llena de revelaciones
gue ocurren una vez cada siglo, y que poco a poco van enfocando el trabajo de los
matematicos en la direccidén adecuada, mediante correcciones y perfeccionamientos.
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Desconocer esta perspectiva, contribuye a un enfoque superficial que de forma
inmediata se dirige a la resolucion de ecuaciones y problemas, desperdiciando asi la
posibilidad de acceder a una interpretacion contextualizada del conocimiento matematico.

4.3. El pensamiento variacional a la luz de los Estandares Basicos de Competencia

El pensamiento variacional hace referencia al estudio sistematico de la nocion de
variacion y cambio que se da en la vida cotidiana. Desde los estandares basicos de
competencia en matematicas, el pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y
analiticos se relacionan con “la percepcion, la identificacion y la caracterizacion de la
variacion y el cambio en diferentes contextos, asi como con su descripcion, modelacion y
representacion en distintos sistemas o registros simbolicos, ya sean verbales, iconicos,
gréaficos o algebraicos. (MEN, Estandares Bésicos de Competencias en Matematicas, 2006).

En el campo especifico de las matematicas, el estudio de la variacion y el cambio, son
los ejes que orientan y dan sentido a una de las reas mas importantes de la matematica
como lo es el célculo; porgue desde este pensamiento se induce al estudiante a desglosar
ideas, nociones y conceptos.

“El pensamiento variacional esta estrictamente ligado con los otros tipos de
pensamiento matematico (el numerico, el espacial, el de medida o métrico y el
aleatorio o probabilistico) y con otros tipos de pensamiento mas propios de otras
ciencias, en especial a través del proceso de modelacion de procesos y situaciones
naturales y sociales por medio de modelos matematicos” como se afirma en los
lineamientos curriculares. (MEN, Estandares Basicos de Competencias en
Matematicas, 2006).

Desde el estudio de la geometria, el pensamiento variacional tiene como objetivo la
descripcion, modelacién y representacion matematica; esto requiere de la comprension y
desarrollo de procesos de medicion, elaboracion de registros, establecimiento de relaciones
entre cantidades y magnitudes, el movimiento y la rapidez con que cambia determinado
objeto, el analisis de las propiedades de los espacios bidimensional y tridimensional, asi
como el de las formas y figuras geométricas que se hallan en el espacio.

Este pensamiento cumple un papel fundamental en la resolucion de problemas
sustentados en el estudio de la variacion y el cambio. insita al arte y la decoracién mediante
la observacién y el disefio de objetos bidimensionales y tridimensionales. Contribuye al
desarrollo de conceptos en el &mbito de la educacion fisica, los deportes y la danza. Aporta
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a la observacion, interpretacion y elaboracion de dibujos, maquetas y mapas. Armoniza el
entorno mediante la reproduccion de patrones arquitectonicos elaborados por el ser humano
y producidos por la naturaleza.

Es asi como la ensefianza y aprendizaje de este pensamiento en la educacion bésica
primaria mediada por situaciones provenientes de la observacion y sistematizacion de
patrones y regularidades, tanto numéricas como geomeétricas basados en principios
matematicos como la aritmética, la geometria, el algebra, la trigonometria y el calculo,
adquieren mas sentido cuando se estructuran desde el pensamiento variacional. De igual
forma, el entendimiento de este pensamiento se hace significativo, desarrolla la actitud de
la observacion, de analisis, y de registro. Ademas, estimula a procesos de tratamiento,
coordinacion y conversion de variables.

4.4.  Analisis matematico del concepto de variacion y cambio

4.4.1. Cambioy variacion

El cambio es una caracteristica que no permanece, se modifica y se altera; mientras
que el concepto de variacion hace referencia a la cuantificacion de dicho cambio. En la vida
diaria se dan infinitas relaciones entre estos dos conceptos, de tipo natural, econémico y
social siendo la matematica la que tiene el papel de describir, representar, comprender,
reconocer, cuantificar y en ocasiones controlar estos cambios.

La mayoria de los fendbmenos naturales, desde el movimiento de los electrones en el
interior de un atomo, hasta el movimiento del sistema planetario, son manifestaciones del
cambio. Entender estos cambios para dar solucién a innumerables interrogantes, ha sido un
reto que trascendid desde el inicio de la humanidad; haciendo necesario el estudio de
patrones aditivos y multiplicativos, regularidades numéricas y geométricas, secuencias
matematicas, a partir del analisis de tablas, figuras y formulas.

4.4.2. Regularidad numérica

Una regularidad numérica, es una serie o sucesion de elementos que se forman
mediante un patron o regla, que permite definir o determinar el anélisis de cada elemento de
una progresion. La repeticion de un fenomeno asociado a elementos como el tiempo, el
ritmo, el compas, la regulacion, entre otras, exponen regularidades que se pueden analizar
matematicamente para encontrar cual es el patron o regla de formacion de una sucesion.
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En el analisis de una regularidad numérica se debe, encontrar un patrén o regla de
formacion de la sucesion estudiando los elementos. Por ejemplo, en la siguiente sucesion, la
figura 1 esta formada por tres palillos; la figura 2 por cinco, la figura 3 por siete palillos y
asi sucesivamente como se muestra en la figura 4.

figura 1 figura 2 figura 3

Figura 4. Representacion pictorica de una sucesion con palillos.

Matematicamente, se establece la siguiente relacion:

e Para formar la figura uno se utilizaron tres palillos, entonces,3 =2-1+1
e Para formar la figura dos se utilizaron cinco palillos, entonces, 5 =2-2 + 1
e Para formar la figura tres se utilizaron siete palillos, entonces, 7 = 2-3 + 1

De lo anterior, se deduce que el término general de la sucesion es 2n + 1, donde n
describe el nimero de la figura representada con los palillos. Por ejemplo, ¢qué cantidad de
palillos se requieren para formar la figura cinco? Operando la formulax = 2n+ 1y
remplazando la n por cinco se tiene que:

x=2n+1
=20B)+1
=10+ 1
=11

Para formar la figura cinco se requieren 11 palillos.

Del ejercicio anterior se concluye que observar y analizar una regularidad numérica
permite formular una expresion general que representa dicha regularidad;

“Ciertos problemas se resuelven mediante el reconocimiento de algun tipo de patron
que esta ocurriendo. El patron puede ser geométrico, numérico o algebraico. Si usted puede
ver la regularidad o repeticidn en un problema, entonces podria ser capaz de adivinar
cudl es el patron y luego probarlo” (Stewart, Redlin, & Watson, 2012).
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4.4.3. Secuencia matematica

Una secuencia o sucesion es un conjunto de elementos encadenados o sucesivos que
guardan una relacion entre si de acuerdo con un patrén definido y un orden determinado,
moviéndose hacia un resultado particular, se nombran con una letra y un subindice (n) cuyo
valor depende del lugar que el término ocupa en la sucesion. Toda secuencia esta
compuesta por un primer término y cada término tiene un siguiente; empieza siempre en 1,
ysigue 2,3,4,5,6,7, ..., asi sucesivamente (a,, a,, as, a4, as, ag, ....) Y puede ser
ascendente o descendente, numérica 0 geométrica.

Para (Stewart, Redlin, & Watson, 2012, pag. 783) Una sucesion es una lista de
nameros escritos en un orden especifico. Por ejemplo, la altura que alcanza una pelota
después de cada rebote es una sucesion. Esta sucesion tiene un patron definido; describir el
patron permite predecir la altura que la pelota alcanza después de cualquier nimero de
rebotes.

4.4.4. Secuencia aritmética

Una secuencia 0 sucesion aritmética es un conjunto de nimeros en los que cada
término (a excepcidn del primero) se obtiene a partir del anterior, sumandole una cantidad
constante llamada diferencia (d). La diferencia entre dos términos consecutivos es una
constante. Ejemplo: Siguiendo el patrén blanco en la sucesion que se presenta en la figura
5, la diferencia o constante es uno. En la misma figura, siguiendo la secuencia de cuadros
grises, la diferencia o patrén es dos.

Figura 5. Representacion pictorica de las sucesiones 0, 1, 2, 3, ..., y 6, 8, 10, 12, ... de acuerdo con el numero de
cuadrados blancos y grises respectivamente.

En toda progresion aritmética se cumple que:
e a,= a;+d
e az;=a,+d
o aq=az+d
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e as= a,+d

e a,=a;+(n—1)d

4.4.5. Secuencias numéricas con patrones aditivos y multiplicativos

Las secuencias numéricas con patrones aditivos o multiplicativos son ascendentes y
siguen un orden en la que cada nUmero es mayor que el anterior y se obtiene mediante una
suma, una multiplicacion, o la combinacion de ambas. Por ejemplo, en la secuencia
1,2,3,4,5,6, ..., de la figura 6, para pasar de un nimero a otro se suma una unidad.

+1 +1 +1
TL2 L3 L4.
Figura 6. Secuencia numérica con patrén aditivo 1.

La secuencia 1,3,9,27, ..., es ascendente, pero a diferencia de la anterior, para
pasar de un numero al siguiente se debe multiplicar por tres, como se muestra en la
figura 7.

125 3% o 27..

Figura 7. Secuencia numérica con patron multiplicativo 3.

La secuencia 1,4, 8,11, 22,25, 50 cumple dos condiciones en particular, para pasar
de un numero a otro se alterna la suma de tres con la multiplicacién de dos, como se
muestra en la figura 8.

+3 X2 +3 X2 +3 X2
17L4 1,81, 1171,.2271,251.50--
Figura 8. Secuencia numérica aditiva y multiplicativa.
4.4.6. Secuencia numeérica con patrones de resta y division.
En las secuencias numéricas descendentes se cumple, que cada numero debe ser

menor que el anterior y se fundamenta mediante la adiccion o la division; por ejemplo, en
la sucesion 21,18, 15,12,9, ..., de la figura 9, los nUmeros son descendentes y para pasar

47



de un nimero a otro se resta tres unidades. En la sucesion100000, 10000,1000,100,10, 1
para pasar de un nimero al siguiente se divide por 10, como se muestra en las figuras 10.

217 182 157 127 9 ...

Figura 9. Secuencia numérica descendente con patrén de cambio -3

+10 +10 +10 “10 10

100000 110000 L. 1000 L.100l.10 - 1

Figura 10. Secuencia numérica descendente con patrén de cambio +10.

4.4.7. Secuencia geométrica

Una secuencia geométrica esta dada por un conjunto de nimeros en la que la relacion
entre los términos consecutivos es constante; es decir, cada término se obtiene a partir del
anterior por medio de multiplicar una cantidad fija llamada razon de la secuencia o
progresion.

En una secuencia o progresién geométrica el cociente entre dos términos
consecutivos es una constante (razon). Por ejemplo, en la figura 11, se puede observar que
la longitud del cuadrado negro mas pequefio mide una unidad; el segundo, es el doble del
primero; el tercero, es el doble del segundo; el cuarto, es el doble del tercero y el quinto el
doble del cuarto. La secuencia o progresién geométrica que describe esta figura
corresponde a: 1, 2, 4, 8, 16. Simbolicamente se tiene que:

X, = x,.7771

Donde:

Xy: €s el término general

x4 : es el valor del primer término
n : es el nimero de términos

r :es larazon
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Figura 11. Representacion pictorica de la progresion 16, 8, 4,2, 1, ...,

En la progresion, 16, 8,4, 2,1, ..., los primeros términos de la sucesién son:
x1:16, xZ:8,X3:4, X4_:1.

La razon de la progresion esta determinada por:

X2
r=—
X1

Donde:

8

=1—6=O.5

r

Para identificar el valor que ocupa el término x, se emplea la formula general
— 1 . .
(x,, = x; . 7™ 1), se remplaza x;, por 16, n por 6, r por SYyse realizan las operaciones
indicadas, asi.

xs = 16 (0,5671)

X = 16 (0.5%)
X = 16 (2.5)
Xe = 05

En laprogresion 16, 8,4, 2, 1, ..., x,, el valor que es consecutivo en forma descendente
axses0.5.
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4.5. Patrén o regularidad

Un patrdn es una sucesion repetida de elementos (auditivos, gestuales, graficos...)
que se forman a partir de un nucleo generador siguiendo una regla; en algunas sucesiones el
nucleo se repite periédicamente, en otras el nucleo crece o decrece de forma regular. Un
patron expresa una relacion estructural entre los elementos de una determinada regularidad
y se elabora siguiendo una regla o algoritmo, ya sea de repeticion o de recurrencia, segun
sea su estructura de base.

Si la estructura de base es de la forma AB se dice que es un patron de repeticion
porque sus elementos estan presentados en forma periddica. Son ejemplos de patron de
repeticion:

e Amarillo, azul, rojo, amarillo, azul, rojo, ...
e Do, re, mi, fa, do, re, mi, fa, ...

e 1,3,5,1,3,51,3,5.

e Auzul, azul, rojo, rojo, azul, azul, rojo, rojo.

En los patrones de recurrencia, su nicleo o base cambia con regularidad; es decir,
cada término de la sucesidn puede ser expresado en funcion del andlisis que infiere su ley
de formacion. Por ejemplo:

e M,MMM,MMMMM, MMMMMMM, MMMMMMMMM, ..., numéricamente se
expresa: 1,3,5,7,9, ...

o 44424+4+2,44+4+4+2,44+4+4+4+2,..,5sepuede expresar cOmo:
4,6,10,14,18, ...

e 0,10,20,30,40,50, ... son los maltiplos de 10

e 10,100,1000,10000,...,10"; donde n = 0,1, 2,3,4, ...

e 1,3,9,27,81,..,3% donden = 0,1, 2,3,4, ...

En el analisis matematico, los patrones permiten observar y analizar detenidamente
un acontecimiento de variacion y evidenciar en €l que cambia, qué hace que cambie, como
cambia, cuanto cambia, qué permanece invariante y asi poder establecer generalizaciones.

En la modelizacion de una situacion matematica para identificar patrones y
regularidades, son muy importantes las representaciones pictéricas, las cuales permiten
observar lo que sucede en diversos momentos de una situacién de cambio; también las
representaciones escritas, para establecer observaciones; la representacion tabular para
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fundar procesos aritméticos y construir formulas y finalmente la representacion algebraica,
para condensar la informacion.

4.6. Nameros poligonales y piramidales

Un namero poligonal es un nimero natural que puede ser representado por medio de
puntos consecutivos para formar un poligono regular, empezando por el uno. A este
conjunto de numeros pertenecen los nimeros triangulares, cuadrados, rectangulares,
pentagonales, hexagonales, entre otros.

Los primeros numeros poligonales son los nimeros triangulares, estos se forman a
partir de triangulos. Los nameros 1, 3, 6,10, 15, 21, ... son triangulares, ya que cada uno
admite una disposicién en tridangulos equilateros sucesivos como se muestra en la figura 12.

® e o
L] L] e o o
L] o o e o ©° ] L ]
[ ] e o L] [ ] [ e o e @ o o o
1 3 6 10 15

Figura 12. Representacion gréfica de los primeros cinco nimeros triangulares.

El segundo grupo lo conforman los numeros cuadrados, a este pertenecen los
ndmeros cuya raiz cuadrada es un namero entero. Los numeros 1, 4,9, 16, 25, ... son
cuadrangulares porque se pueden ordenar dentro de una figura cuadrada o cuadrados
perfectos como se ve en la figura 13.

e e 0 @
¢ o 0 0
¢ & 0 0
T & & @
e & 0 9
¢ o o 0 0
@ o o @ o
@ o o o 0

L * @
1 4

[ ]
Be o o 8 @

c® @ @

16

Figura 13. Representacion grafica de los primeros cinco nimeros cuadrangulares.

El tercer grupo esta formado por los nimeros rectangulares. A este pertenecen los
nameros 2, 6,12, 20, 30, ... por ser el producto de dos nimeros naturales consecutivos, es
decir,1-2=2; 2-3=6; 3-4=12; 4-5 = 20, ..., representan un rectangulo como se
muestra en la figura 14.

* o o o * o @& o o
e o L] e @& o o e @ @ o @
e @ e @ [ ] @ @ o o @ e @ @& @

2 6 12 20

Figura 14. Representacion gréfica de los primeros cuatro ndmeros rectangulares.

Los griegos fueron los primeros, en representar los nimeros con formas geométricas.
Estudiaron los numeros triangulares, cuadrangulares, rectangulares. La Geometria y la
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Aritmética estaban muy relacionadas entre si. Pitdgoras y sus discipulos utilizaban
pequefas piedrecillas para determinar formas geométricas y asi observar las relaciones
entre los numeros y sus formas. El siguiente andlisis que se plantea es la forma como estos
matematicos consiguieron descubrir importantes teoremas y relaciones.

La representacion de los nimeros triangulares, cuadrados y rectangulares con
pequefias piezas se presenta en la figura 15.

*—e

Numer os rectangulares

Figura 15. Representacion de los numeros triangulares, cuadrados y rectangulares.

Al organizar estos datos en una tabla se obtiene:

Orden Numeros Numeros Numeros
n Triangulares (a,,) Cuadrados (b,,) Rectangulares (c,,)
1 1 1 2
2 3 4 6
3 6 9 12
4 10 16 20

Para hallar los nimeros triangulares, cuadrados y rectangulares correspondientes al

Tabla 3. Relacion entre nimeros triangulares, cuadrados y rectangulares.

orden 6 y 7 se propone las siguientes relaciones encontradas en la tabla 4.
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Primera relacion:
Un nimero cuadrado, es el cuadrado de su respectivo orden n.
Ejemplo: el nimero cuadrado correspondiente al orden tres es, 32 = 9

Segunda relacion:
Los nameros oblongos, son el doble de los nimeros triangulares:

2:1=2
2:3=6
2:6=12

De este analisis surge la primera formula para obtener los nimeros rectangulares a
partir de los triangulares, ya que dos triangulos iguales forman los nimeros rectangulares.

Cp, = 2a,
Donde c,, representa los nimeros rectangulares u oblongos y a,, 1os nimeros
triangulares.

Tercera relacion:
Con relacion al orden, los numeros triangulares equivalen a la mitad de los numeros
rectangulares.

2+-2=1
6+-2=3
12+2=6
20 -2 =10.

Esta relacion se expresar matematicamente asi: a, = C?“

A partir de estas dos formulas, se pueden encontrar algunos nimeros rectangulares y
triangulares; proceso que es dificil ya que se requiere saber el nimero triangular y el
numero oblongo del mismo orden, respectivamente. Si el orden es muy alto se hace méas

engorroso hallar el nimero. Por eso, es conveniente utilizar una formula para encontrar
directamente estos numeros.

Cuarta relacion:

Al sumar un niumero cuadrado con su respectivo nimero de orden n, el resultado es
su numero rectangular:

2+4=6
3+9=12
4+16 =20
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Quinta relacion:

Al sumar un numero cuadrado con su respectivo nimero de orden n, el resultado es
su namero rectangular:

1+1=2
4+2=6
9+3=12

A partir de esta relacion, se puede extraer la siguiente formula para obtener un
namero rectangular: ¢, = n + b,,. Donde, c, representa los nimeros rectangulares, n el
orden y b, los nimeros cuadrados.

Sexta relacion
Los nimeros cuadrados son la suma de niUmeros impares consecutivos:

1+3=4
1+3+5=9
1+3+5+7=16
1+3+5+7 +9=25

Séptima relacién

Un nimero cuadrado se puede obtener a partir de la unién de dos nimeros
triangulares siguiendo un orden especifico, es decir, si se quiere saber cul es el namero
cuadrangular en el orden cinco, se debe sumar el nimero triangular de ese orden con el
numero triangular del orden anterior, como se muestra en la tabla 5.

Orden 2 Orden 3 Orden 4
3+1=4 6+3=9 10+ 6 =16

V.

Tabla 4. Representacion de los nimeros cuadrados 4, 9y 16 a partir de la suma de dos tridngulos equilatero y otro
triangulo equilatero de una serie menor.
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Octava relaciéon

Para hallar un nimero triangular, se suma el nimero 1 al orden n, se multiplica por el
orden n y se divide por dos.
Ejemplo: Hallar el nimero triangular de orden cinco

5(5+1) 30
T—7—15.

En general para encontrar un nimero a triangular de orden n se usa la formula:
a=nn+1)/2.

Al cotejar estas formulas, se observa que se cumplen las relaciones previamente
descritas y se establece. Tabla 6.

Orden n NUmeros NUmeros NUmeros
Triangulares (a,) Cuadrados (b,,) Rectangulares (c,)
1 1 1 2
2 3 4 6
3 6 9 12
4 10 16 20
5 15 25 30
6 21 36 42
Formula general 0, = n(n2+ 1) b, = n? c,=nn +1)

Tabla 5. Relacion entre ndmeros triangulares, cuadrados y rectangulares.
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4.7. Los numeros de Fibonacci

La sucesién numérica de Fibonacci?, es una secuencia matematica infinita de
ndmeros naturales donde cada ndmero se calcula sumando los dos anteriores a él. Por
ejemplo,

34=21+13;8=5+3

En la siguiente tabla se representan los primeros 15 numeros de la sucesion de
Fibonacci.

Ny Ny | N3 | Ny | N5 | Ng | Ny | Ng | Ng | N1g| N11| N12| N13| N14| N15

1 1 2 3 5 8 | 13 | 21 | 34 | 55 | 89 | 144|233 |377| 610

Tabla 6. Representacion de los primeros 15 nimeros de la sucesion de Fibonacci.

Al analizar la tabla se pueden construir diversas regularidades numéricas, por
ejemplo:

Cada numero de la sucesion se calcula sumando los dos anteriores.
ng+n,=ng—>2+3 =5
ng+ ng =n,—>5+ 8 =13

De lo anterior se deduce que para hallar un término cualquiera en la sucesion de
Fibonacci se puede aplicar la siguiente formula o regla x,, = x,,_; + x,,_, donde:

X,, €S el término en posicion n
Xn—1 €s el término anterior a x,,
X,,_, €s dos anteriores al término x,,

Ejemplo: ¢Cudl es el numero que se debe ubicar en la décima posicion?

Xn = Xp—1t+ Xp_2
X190 = X10-1 t X10-2
x10 = XQ + .x8

! Fibonacci: Nombre atribuido a Leonardo de Pisa, matematico de origen italiano reconocido
mundialmente por haber promovido y difundido por toda Europa el sistema de numeracion indo arébigo,
empleado en la actualidad y por su famosa sucesion de Fibonacci (1,1, 2, 3, 5, 8, 13, ...,) que él descubrid.
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Al remplazar por los numeros correspondientes a las posiciones x4 Y xg Se obtiene:

xlo = 34‘ + 21
X190 =55

El nimero que se ubica en la décima posicion es el 55. Si se quiere calcular el
numero siguiente a uno dado en la sucesion de Fibonacci, se duplica este numero y se resta
con el nimero que esté ubicado dos posiciones mas atras del nimero dado.

Numero dado : 21
¢Numero consecutivo al 21 en la sucesion de Fibonacci?
(21-2)- 8 =34
Algebraicamente se expresa de la siguiente manera:
Xn = (X" 2) = Xp_

De cada tres nimeros consecutivos de la sucesion de Fibonacci, solo uno es par.
1,1,2; 3,5,8; 34,55,89. Uno de cada cuatro es maltiplo de tres. Uno de cada cinco es
maultiplo de cinco.

Al sumar los cuatro primeros términos y agregarle 1, el resultado sera el sexto
término de la sucesion. (1 4+ 1 + 2 + 3) + 1 = 8. En la sucesion de Fibonacci el sexto
término corresponde al nimero 8.

Al sumar los cinco primeros términos, mas uno, el resultado sera el séptimo término
delasucesion. (1+1+2+3+5)+1=13.

Al sumar los primeros tres términos correspondientes a la posicion par ( n,, ny,ng )y
adicionarle uno, se obtiene el séptimo termino(n,). (1 +3+8) +1 = 13.

Al sumar los primeros tres términos correspondientes a la posicion impar (nq, ns,ns)
se obtiene el sexto termino (ng). 1+ 2+ 5 = 8.

El octavo termino (ng) se obtiene de sumar los cuatro primeros términos que ocupan
la posicion impar (ny,n3,n5,n;). 1 +2+5+ 13 = 21.
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Al tomar dos términos consecutivos de la sucesion de Fibonacci. Ejemplo n, yns y
elevarlos al cuadrado, la suma de sus cuadrados sera la posicion correspondiente que se
obtiene al sumar n, y ns.

e 17+ 22=1+4+4=5
n2+n3:n5

e 524 82=25+64=89
n5+ Ng = Nqq

Al elevar al cuadrado los cinco primeros términos (n,, n,,ns, n4, ns) Yy hacer la suma
correspondiente a sus cuadrados se obtiene el producto del quinto y sexto término (ns, ng)
de lasucesion. 124+ 124+22+324+52=14+14+4+9+25=40

ns -ng =5-8 =40.

La misma regularidad aplica para los seis primeros términos (n, n,,ns, ny, ns,ng ),
donde el producto de ng y n, es la suma de los cuadrados de dichos términos.

124+1%24+ 224+ 3245248 =14+14+44+9+25+64 =104
neg 'n, =8-13 =104

Al tomar dos numeros consecutivos de la sucesion de Fibonacci (uno detras del otro),
su cociente serd un numero aproximado a 1.618 entre mayor sean estos dos nimeros mayor
sera la aproximacion a dicho niimero o razon aurea®. Matematicamente se expresa esta
relacion dividiendo un segmento de recta en dos partes, de manera que la longitud total de
a + b es al segmento mas largo a, como a es al segmento més corto b.

a+b

a
E_ 7—1.618— ()

——
—_
—p

-

a+b

2 Razon aurea: NUmero irracional denotado con la letra griega ¢ (phi) cuyo valor aproximado es de
1.618...
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La siguiente tabla muestra la aproximacion a la seccion adrea, media de oro o nimero
de oro.

a+b

a b a Razon de oro

2 1 2+1 1.5
2

3 2 3+ 2 1.66666666667
3

5 3 5+ 3 1.6
5

8 5 8 +5 1.625
8

13 8 13 + 8 1.61538461538
13

21 13 21 + 13 1.61904761905
21

34 21 34 + 21 1.61764705882
34

55 34 55 + 34 1.61818181818
55

89 55 89 + 55 1.61797752809
89

Tabla 7. Aproximacion a la seccion adrea, media de oro o nimero de oro.
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CAPITULO 5

LABORATORIO DE MATEMATICAS

5.1. Laboratorio 1. La matematica en la tierra de los faraones: Egipto.

5.1.1. Guia del maestro.

OBJETIVO PENSAMIENTO ESTANDARES BASICOS DE
DE MATEMATICO COMPETENCIAS EN
APRENDIZAJE MATEMATICAS
Identificar el sistema de Uso representaciones, principalmente
numeracion egipcio y concretas y pictoricas— para explicar el
su importancia en la Numérico y valor de posicion en el sistema de
historia de las sistema numérico. | numeracion decimal.

matematicas.
Describo, comparo y cuantifico

Simbolizar nimeros en situaciones con numeros, en diferentes
el sistema de contextos y con diversas
numeracion egipcio. representaciones.

DERECHOS BASICOS DE APRENDIZAJE
Realizar sumas y (DBA)
productos con nimeros | Identifica, describe y representa diferentes sistemas de
naturales. numeracion que fueron utilizados en la antigiiedad.

DESEMPENOS ESPECIFICOS

Identifica el sistema de numeracion egipcio y su importancia en la historia de las
matematicas.

Realiza ejercicios empleando el sistema de numeracién egipcio y el sistema de
numeracion decimal.

Tabla 8. Objetivos de aprendizaje, pensamiento matematico, Estandares Basicos de Competencia, Derechos
Bésicos de Aprendizaje y desempefios especifico.
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FASES

ACTIVIDADES

RECURSOS

Guia del docente:

—
E Apertura Construyendo piramides | orientaciones didacticas,
E 0 con numeros egipcios. | cartdn, icopor, colores,
S exploracion marcadores, fichas con
g numeros egipcios y
numeros decimales: anexo
1, tijeras, colbon.
Narracion de cuento: Guia del docente:
Desarrollo “La matematica en la fundamentacion tedrica
~ 0 tierra de los faraones”. | del contenido de la clase.
o estructuracion de la guia del estudiante: cuento
E clase (anexo 2), video o tablero,
UEJ papel, lapiz, computador e
@) internet.
= Trabajo Desarrollo de taller Guia del estudiante:
independiente (digital o escrito). actividades No.1 vy 2.
Trabajo Desarrollo de taller Guia del estudiante:
cooperativo (digital o escrito). actividad No.3.
. Guia del estudiante:
E Cierre Carrera de observacion. | actividad No.4, cartulina,
E 0 colbdn, acertijos para la
S transferencia carrera de observacion,
g tarjetas con nimeros
egipcios (anexo 3).
- Construir un cuento
E acerca de la historia Hojas de block,
E Para aprender mas matematica de los computador.
S egipcios.
o
=

Tabla 9. Fases, actividades y recursos.
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5.1.2. Fundamentacion teérica del contenido de la clase.

El laboratorio “Cémo contaban nuestros antepasados” tiene como finalidad, ensefiar a
los estudiantes de qué forma los egipcios utilizaban los nameros, y cémo influyeron en la
evolucion de la matematica y la numeracion actual. Esta civilizacion, se asent6 en el
extremo nordeste de Africa y en la peninsula del Sinai al occidente de Asia a orillas del rio
Nilo en Egipto. Gracias a esta ubicacidn obtuvieron recursos basicos para subsistir, en
especial el agua; ademas, se les facilito el comercio y la agricultura.

Se caracterizaron por sus enormes construcciones, piramides y templos; pensaron el
calendario solar. Hicieron grandes aportes a la geometria, con el calculo de superficies y el
volumen de esferas, cilindros y pirdmides. Los egipcios emplearon los ideogramas y los
jeroglificos para representar los nimeros. A partir de 7 simbolos, que simbolizaban el uno,
el diez, el cien, el mil, el diez miel, el cien mil y el millon como se muestra en la tabla 9.

Valor 1 10 100 1.000 10.000 100.000 | 1.000.000

i 1]y [ [w
Jeroglifico @ 5% oy
Asa o Cuerda Flor de Dedo Hombre
" . herradura | enrollada loto levantado arrodillado
Descripcion Baston . . . Pez
invertida en espiral

Tabla 10. Sistema de numeracion egipcio.

En este sistema de numeracion los simbolos se repetian e iban agregando segun la
necesidad, por esto, se consideré como un sistema de valor aditivo que carecia de valor
posicional. Las cifras se podian escribir en cualquier orden o sentido, de arriba-abajo,
derecha- izquierda o viceversa; lo Gnico que importaba era la cantidad y escribir todos los
simbolos, no el orden en el que se presentaran. Esta escritura era utilizada en piedra y podia
representarse como numeros o palabras. Al no poseer valor posicional, un nimero como
2348 podria representarse como se muestra en la figura 16.

Lleeennnntitiii
HinnNNNeees s

Figura 16. Representacion del nimero 2348 en el sistema de numeracion egipcio.
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Esto ocasiono que la escritura de cifras mayores se complicara he hiciera muy
extensa. Por eso, Los egipcios, idearon la escritura hieratica, con la finalidad de ser mas
rapidos a la hora de copiar nimeros. En esta se utilizaban simbolos para los digitos del 1
al 9, del 10 al 90, del 100 al 900 y del 1000 al 9000 incorporando las unidades, las
decenas, las centenas y los millares (figura 17). Cada alegoria podia repetirse nueve veces
antes de utilizar la siguiente, este método era codificado y permitio simplificar la
transcripcion de los jeroglificos.

Escritura Hieratica

1 ) 10 A 100 —— ] 1000 &
2 ) 120 AN f 200 —~ | 2000 —=
3 0 130 x |300 —~ | 3000 —=
4 M L40 - | 400 — | 4000 —
s 7|50 @ |s00 ——] 5000
9 6o = 600 —2 | 6000=2
—= 070 » 700 —=|] 7000_%
8 =180 w800 — | 8000=x
219 = |90 — =] 9000==

Figura 17. Escritura hierética egipcia.

A diferencia de la escritura a base de acertijos, la representacion hieratica evoluciono,
en un inicio se podia trazar en cualquier sentido. Luego se estableci6 anotarse de derecha a
izquierda en columnas o lineas, solo hasta la dinastia X1 se estandarizo6 su escritura de
forma horizontal. Esta forma de manuscrito tomo mayor importancia que la expresion
jeroglifica; por ser mas comun a nivel cultural. Se asentaba en madera, papiros, telas y
piedras.

Sistema decimal Escritura hieratica
i
ous2 = _ uy U ))
" i
9482 }) uu f_~ll) E)

Tabla 11. Ejemplo de escritura hieratica.
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Esta civilizacion se catalogd como la primera cultura que utiliz6é un sistema numerico
en base 10, es decir, decimal. Emplearon los nimeros cardinales y ordinales, estos tltimos
podian simbolizase de tres modos diferentes, especialmente en la escritura de fechas.

Los egipcios no reconocian el cero como un ndmero, sino como la ausencia de valor,
el cual representaban con el jeroglifico de la figura 18.

Figura 183. Signo hieratico nfr que en escritura jeroglifica representaba el nimero cero.

Efectuaban operaciones basicas como sumas y restas, las cuales simbolizaban con
una figura de dos extremidades inferiores invertidas. Los pies ubicados hacia la derecha
indicaban la suma y hacia la izquierda la resta, como se muestra en la figura 19.

A A

Figura 19*. Simbolo de suma y resta en la numeracion egipcia.

En la suma se agregaban simbolos, si alguno excedia las nueve veces que podia
escribirse simplemente se eliminaban y escribian el siguiente distintivo, el cual significaba
diez veces el eliminado. Asi:

Lreniniat innnmm
=sEiilennntinim

Al haber més de nueve simbolos para el nimero uno, se remplaza por el siguiente,
en este caso el 10 de la forma:

3 Figura tomada de: https://es.wikipedia.org/wiki/Numeraci%C3%B3n_egipcia#cite_note-1

4 Figura tomada de: https://es.wikipedia.org/wiki/Numeraci%C3%B3n_egipcia#cite_note-1
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En la resta se eliminan los simbolos que se debian descontar:

nn'n ﬂ|= nl

En la multiplicacion aplicaban el principio aditivo de sucesivas duplicaciones, y la
division se ciment6 en la multiplicacion.

5.1.3. Orientaciones didacticas.

Con el laboratorio “La matematica en la tierra de los faraones: Egipto” los estudiantes
comprenderan de qué manera los egipcios escribian nimeros y como estos contribuyeron al
desarrollo de la matematica. El laboratorio esta pensado para ser desarrollado en cuatro
momentos (exploracion o apertura, desarrollo, cierre y para aprender mas).

Para el momento de la apertura o exploracion, el docente debe armar una piramide
con icopor o carton; dentro de esta se introducen fichas con diferentes nimeros copiados en
sistema decimal y egipcio; estos ultimos en escritura hieratica y jeroglifica. Para efectuar el
juego, cada estudiante saca una ficha de la piramide, mientras el docente hace preguntas
sobre lo que significa cada imagen; de esta manera se fomenta la integracién y se activan
los conocimientos previos de los educandos con relacion a la tematica. Estas preguntas
deben plantearse de modo que despierten el interés de los participantes.

Algunos de los interrogantes podrian ser: ;Qué ven en las imagenes? ;A qué creen
gue se asemejan? ;Alguna vez han visto estos simbolos en otros lugares? ¢Qué relacién
tienen con la piramide? Seguidamente el docente hace la introduccion sobre la cultura
egipcia y como esta ha utilizado los nimeros de acuerdo con sus necesidades.

En el segundo momento o desarrollo de la clase, el docente proyecta el video “La
matematica en la tierra de los faraones” relacionado con los aspectos mas importantes de la
cultura egipcia y la forma como utilizaban los nimeros; si no es posible mostrar el video, se
puede realizar la actividad por medio de la lectura del cuento, el cual serd narrado por el
profesor mientras revela las imagenes a los aprendices. Para dinamizar el encuentro, el
maestro solicita a los estudiantes que creen su propio jeroglifico y lo exponga a sus
compafieros para que ellos lo identifiquen, quien lo haga en menos tiempo, puede
catalogarse como un buen egipcio; si por el contrario nadie lo descifra el buen egipcio sera
quien creo el jeroglifico.
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Con el trabajo individual, los estudiantes demuestran los conocimientos adquiridos a
partir de la realizacion de las actividades No.1, 2 y 3 que se ha propuesto en la guia del
estudiante; con el desarrollo de estas los aprendices tendran la oportunidad de indagar y
representar aspectos claves e importantes de la numeracion egipcia, ademas analizaran
semejanzas y diferencias entre el sistema de numeracion egipcio y el sistema de
numeracion decimal. El cierre o tercer momento, pretende que el estudiante demuestre los
conocimientos adquiridos en las actividades anteriores, a partir de la realizacion de un
taller, donde el estudiante tendra la oportunidad de indagar y representar aspectos claves e
importantes de la numeracion egipcia, analizara semejanzas y diferencias entre el sistema
de numeracidn egipcio y el decimal.

Para fortalecer el trabajo cooperativo se propone la actividad No.4. El docente
organiza a los nifios en equipos de cuatro estudiantes quienes efectuaran la carrera de
observacion. En esta actividad cada grupo debe analizar una serie de doce adivinanzas
relacionadas con el sistema de numeracién egipcio y decimal. Cada que un equipo descubra
un acertijo se debe desplazar al sitio que indique la respuesta encontrada y asi
sucesivamente hasta dar con los siete resultados correctos. Se recomienda al docente ubicar
con anticipacion las tarjetas con nimeros egipcios (anexo 3) de acuerdo con el &rea que se
establezca para efectuar la carrera de observacion.

Terminado el tercer momento, es indispensable que el docente brinde un espacio de
reflexion para que realimente a los estudiantes con comentarios, analogias, preguntas,
contra ejemplos y de esta forma expresen los conocimientos adquiridos con el desarrollo de
este laboratorio.

En el ultimo momento, denominado “para aprender mas”, solicite a los estudiantes
como actividad complementaria que desarrollen las actividades No.5 y No.6 propuestas en
la guia del estudiante. La actividad No.5 consiste en elaborar un cuento sobre la historia y
los nUmeros de la cultura egipcia. Se sugiere recordar al estudiante las partes del cuento,
posibilitando que el trabajo sea mejor estructurado. En la actividad No.6 los estudiantes
construirdn una maqueta que represente e ilustre el antiguo Egipto y la forma como
utilizaron los nimeros. Esto utilizando elementos del entorno como piedras, palos, barro,
entre otros.
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5.1.4. Guia del estudiante.

Lo que comprenderas:

« Identificar el sistema de numeracién egipcio y su importancia en la historia de las
matematicas.

« Realizar ejercicios empleando el sistema de numeracién egipcio y el sistema de
numeracion decimal.

Materiales:

Papel, lapiz, tarjetas con la representacion de nimeros egipcios y numeros decimales,
materiales del entorno, computador, cartdn, colbon, plastilina o barro, icopor, colores y
temperas.

Practica de exploracion.
Actividad No.1. ;Cdmo contaban los egipcios?

Para dar respuesta a esta pregunta es necesario retroceder unos 2500 afios a.C. y
estudiar cuales fueron las caracteristicas fundamentales del sistema de numeracion
empleado por los egipcios. Con la escritura jeroglifica, los egipcios podian representar
numeros, desde el uno hasta millones. En este sistema, una linea equivalia al nGmero uno,
dos lineas hacian alusion al nimero dos, tres lineas al tres y asi sucesivamente hasta el 9.

Cuando llegaban a 10, utilizaban un nuevo simbolo, una herradura o asa invertida, asi
repetidamente un asa era el diez, dos asas el 20, hasta llegar al 100, el cual se simbolizaba
con una cuerda enrollada en espiral. Por ser un sistema decimal, se repetia de 10 en 10
como se muestra en la tabla 10.

Valor 1 10 100 1.000 10.000 100.000 1.000.000
Jeroglifico I m &)
AN
M)
Asa o Cuerda Flor de Dedo Pezo Hombre
L. ) herradura enrollada loto levantado | renacuajo arrodillado
Descripcion | Bastén invertida en espiral

Tabla 12. Escritura jeroglifica de los nimeros egipcios.
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Los demas valores se expresaban con la repeticion del simbolo el nimero de veces
que fuera necesario, este sistema fue considerado como un sistema aditivo; en el que los
nameros eran representados de izquierda a derecha o de arriba abajo, el orden no
importaba, se escribian segun criterios estéticos.

A comienzos del tercer milenio a. C. los egipcios disponian del primer sistema de
numeracion desarrollado en base 10. No era un sistema posicional que permitia el uso de
grandes numeros y describir pequefias cantidades en forma de fracciones unitarias: como
las fracciones del Ojo de Horus®. El siguiente ejemplo muestra como escribian en griego el
nimero 2016:

Has aprendido algo de la cultura egipcia, ahora es tu turno de practicar. Completa la
siguiente tabla, utilizando la fecha de tu cumpleafios, escribiendo los nimeros en el sistema
decimal y en el sistema egipcio:

Sistema egipcio

Sistema decimal

5 Ojo de Horus: Simbolo egipcio de caracteristicas magicas, protectoras, purificadoras,
sanadoras, simbolo solar que encarnaba el orden, lo imperturbado, el estado perfecto.
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Actividad No.2. ;Cual es el valor en el sistema de numeracion decimal de estos
jeroglificos?

il IO il
Llnnn ¥ s 1leni

igsigsigsid ST

ST L OC Lenmmi

alall SRR
555NN ighigs i

Actividad No.3. Escribe los jeroglificos correspondientes a los siguientes niUmeros en el
sistema decimal.

Sistema de Sistema de Sistema de Sistema de
numeracion numeracion numeracion numeracion Egipcio
Decimal Egipcio Decimal
20408 49
100676 12
1200036 10000000
64000 864305
508000 17793
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Actividad No.4. Carrera de observacion (grupo de cuatro estudiantes)

Pistas: Analiza cada una de las siguientes adivinanzas, cuando tengas el resultado
desplazate al sitio al que te indique la respuesta. Ejemplo: “Soy mas de cuatro sin llegar a
siete, y llego a nueve cuando tres me des”.

En este ejemplo, la respuesta es seis. Resuelto el acertijo desplézate con tu equipo y
encuentra el nimero seis que esta escrito en el sistema de numeracion egipcio, alli
encontraras otra pista y contina con el juego.

e Acertijo No.1. ;Multiplo de 10 mayor que 1290 y menor que 1310? R/1300

e Acertijo No.2: “Soy mas de 12, sin llegar a 22, y llego a 18 cuando me des tres”. R/15
e Acertijo No.3: Si en una casa hay dos camas, si en cada cama hay dos almohadas, y si
en cada almohada hay dos hadas. ¢ Cuéntas hadas hay? R/8

e Acertijo No.4: Mario esta ahorrando para comprar una bicicleta que cuesta $136500, la
semana pasada tenia $8500 y esta semana ahorré $15000. ¢ Cuanto dinero le falta para
comprar la bicicleta? R/113000

e Acertijo No.5: El area de un rectangulo mide 120 metros cuadrados. El ancho es de 10
metros. ¢ Cuéanto mide el largo del rectangulo? R/12metros

e Acertijo No.6: Un rectangulo tiene un ancho de 15 centimetros. El largo del rectangulo
es 4 veces su ancho. ¢Cual es el perimetro del rectdngulo? R/150cm

e Acertijo No.7: ;Cudl es el area de un triangulo cuya base mide 10 cm y su altura

42 ¢cm? R/210cm

e Acertijo No.8: ¢{Cudl es el area de un trapecio cuyas bases miden 1100 cm y 1400 cm
y su altura mide 1000 cm?R/1250000

e Acertijo N0.9: Martin y Helena son hermanos. La estatura de Martin es de 164 cm y la
de Helena de 132 cm. ¢Cual es la diferencia de estatura entre los dos hermanos? R/32afios
e Acertijo No.10: Juan tiene un tanque con una capacidad para almacenar 50000 litros de
agua. Para llenarlo utiliza dos grifos que vierte cada uno 200 litros cada hora. ¢En cuanto
minuto se llenard el tanque? R/ 125 horas 7500 Minutos

e Acertijo No.11: De lunes a viernes, Valeria deposita diariamente $2600 en su alcancia.
¢Cuanto dinero ha depositado Valeria durante estos 5 dias? R/13000

e Acertijo No.12: Andrés y Camilo estan jugando con su videojuego. Andrés tiene

1800 puntos. Si Camilo gana 600 puntos, tendra tantos puntos como Camilo. ¢Cuantos
puntos tenia Camilo? R/ 1200 puntos
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Actividad No.5. Para aprender mas.

Cada estudiante debe inventar un cuento y graficarlo como actividad complementaria.
En este, debe narrar lo aprendido sobre la historia y los nimeros de la cultura egipcia;
ademas, debera exponer creativamente en la proxima clase.
Actividad No.6. Las matematicas en el tiempo de los faraones.

En esta a actividad el estudiante construira con elementos de su entorno una maqueta

que represente el antiguo Egipto; la cual utilizara posteriormente en la clase para ilustrar
diferentes conceptos matematicos.
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5.1.5. Anexos del laboratorio uno.
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® Las imagenes fueron tomadas de la pagina
https://colegiohelicon.org/blogs/matesleso/2014/04/03/las-fracciones/
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Anexo 2. Cuento
“La matematica en la tierra de los faraones”.

Esta historia sucedi6 hace aproximadamente 4000 afios en una tierra exuberante y
Ilena de magia, ciertos personajes habitaban un lugar extraordinario, la belleza natural
estaba dada por los hermosos valles que se formaban mientras el rio Nilo llevaba sus
calidas aguas hacia el océano mediterraneo. Alli se desarroll6 una de las civilizaciones mas
importantes de la humanidad: la cultura egipcia gobernada por un faraén llamado Narmer,
considerado dios de los dioses; quien tenia el poder de decision sobre todas las cosas y las
personas que habitaban su reino.

Cuenta la leyenda que este imperio tuvo grandes avances tecnoldgicos, edificaron
magnificas construcciones gracias a la representacion que le daban a los nimeros. Se
preocupaban por comprender los fendmenos de la naturaleza, como el movimiento de la
tierra. Un dia se dieron cuenta que necesitaban medir continuamente sus terrenos para
volver a ser sembrados pues las crecientes anuales del rio que inundaban los campos.
Ademas, el faradn tenia necesidad de mantener control de sus tierras para cobrar los
impuestos, por esto, ordend a sus sacerdotes y sirvientes mas populares y de gran
aceptacion, crear herramientas de medicion para demarcar los nuevos terrenos después de
las crecidas del rio.

Con el paso del tiempo, implementaron unidades de longitud como el codo, que era
mas o menos la distancia entre el codo de una persona y el extremo del dedo medio; pero
resulta que cada persona tenia una proporcion diferente de esta medida, lo que era un
problema; luego llegd la tercera dinastia de los faraones, quienes alargaron esta distancia,
creando el “codo real”. Su crecimiento fue de 52 ¢m Yy se subdividia en otras unidades méas
pequefias como el dedo y el palmo.

Algo extraordinario de esta cultura fue el dominio de los nUmeros y sus operaciones.
Conocieron los racionales positivos de numerador uno. Su acercamiento al valor del
namero Pi ( m = 3.16), fue el mas aproximado en la antigiiedad. Resolvieron ecuaciones de
segundo grado y raices cuadradas para desarrollar problemas de areas e incidieron en el
desarrollo de las matematicas logrando importantes avances en el algebra y la geometria.

Con estos hallazgos, el mundo de los faraones seguia creciendo, mantenian el control
de sus construcciones y los materiales que utilizaban, edificaron las grandes piramides de
Egipto, consideradas una de las maravillas del mundo. Los nimeros eran una revelacion
divina que les daba conocimiento y poder. Gracias a sus aportes en el campo de las
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matematicas, muchas personas han estudiado su legado. Y colorin colorado a orillas del rio
Nilo esta historia ha terminado.

Autor: Ramiro de Jesus Tobdén Tobdn

Anexo No.3. Tarjetas recortables con nlmeros’ egipcios para la carrera de
observacion.
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" Iméagenes tomadas de la pagina https://colegiohelicon.org/blogs/matesleso/2014/04/03/las-
fracciones/
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5.2.

Laboratorio 2. La potenciacion y el uso de sus propiedades.

5.2.1. Guia del maestro.

OBJETIVO
DE
APRENDIZAJE

ESTANDARES BASICOS DE
COMPETENCIAS EN
MATEMATICAS

PENSAMIENTO
MATEMATICO

Identificar y utilizar las
propiedades de la
potenciacion para
resolver problemas
aritméticos.

Aplicar la potenciacion
en la solucion de
problemas matematicos
de su entorno.

Determinar y
argumentar la validez de
estrategias para calcular
potencias.

Identifico la potenciacion y la radicacion
en contextos matematicos y no
matematicos.
Pensamiento Resuelvo y formulo problemas cuya
numérico estrategia de solucién requiera de las
y relaciones y propiedades de los nimeros

sistema numérico. | naturales y sus operaciones.
Uso diversas estrategias de calculo y de
estimacion para resolver problemas en
situaciones aditivas y multiplicativas.

DERECHOS BASICOS DE APRENDIZAJE (DBA)

Interpreta y utiliza los nimeros naturales y racionales en su
representacion fraccionaria para formular y resolver problemas
aditivos, multiplicativos y que involucren operaciones de
potenciacion.

Describe y desarrolla estrategias (algoritmos, propiedades de las
operaciones basicas y sus relaciones) para hacer estimaciones y
calculos al solucionar problemas de potenciacion.

Comprende que elevar un nimero a una cierta potencia
corresponde a multiplicar repetidas veces el namero. Comprende
la relacion entre la raiz cuadrada y elevar al cuadrado, la raiz
cubicay elevar al cubo, etc.

Asocia las potencias cuadradas con el area de un cuadrado
(4rea = (lado)?), y las potencias cubicas con el volumen de un
cubo (volumen = (lado)?).

DESEMPENOS ESPEC

[FICOS

o Utiliza las propiedades de la potenciacién para resolver problemas aritméticos.
e Aplica la potenciacion y sus propiedades para resolver diferentes problemas de su vida

cotidiana.

e Reconoce y determina el cuadrado y el cubo de un nimero.
o Determina la validez de las diferentes estrategias para calcular potencias.
e Resuelve y formula problemas cuya solucion requiere de la potenciacion.

Tabla 13. Objetivos de aprendizaje, pensamiento matematico, Estandares Basicos de Competencia, Derechos
Basicos de Aprendizaje y desempefios especifico.
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FASES ACTIVIDADES RECURSOS
Apertura
- Desafio No.1. Acertijo. Guia del estudiante: desafio
2 0 “el monstruo de dos No.1, papel, tablero,
% Exploracién cabezas”. marcadores o tiza y lapiz.
P
Desarrollo Guia del docente:
o0 Estructuracion | Reconocimiento y fundamentacion tedrica y
de la clase aplicacion de la orientaciones didacticas,
potenciacion y sus regletas de Cuisenaire, tablero,
propiedades. internet, hojas de papel y
marcadores.
~ Trabajo Jugando a formar Guia del estudiante: desafios
S Independiente | cuadrados y cubos No.2 y 3, figuras geométricas,
S perfectos. palillos o pitillos y fotocopias.
S . - . -
S Desafios grupales: Guia del estudiante: desafio
= Trabajo Cortando en partes No.4, anexo 1: Roles para el
Cooperativo iguales aprendemos trabajo cooperativo,
potencias. material manipulativo,
Utilizando potencias para | tablero, video beam, etc.
resolver problemas del
entorno.
Pl Cierre Auto reflexion de la Preguntas previamente
g 0 clase formuladas por el profesor
g Transferencia acerca del desarrollo de la
P clase.
Y Para aprender | Desafios: pruebas saber | Guia del estudiante: Desafio
= mas No.5, video beam, tablero,
% marcadores o tiza.
P

Tabla 14. Fases, actividades y recursos.

76




5.2.2. Fundamentacion tedrica del contenido de la clase.

En el laboratorio uno “La matematica en la tierra de los faraones: Egipto”, los
estudiantes tuvieron la oportunidad de conocer el desarrollo y la evolucion del nimero
desde el analisis de la cultura egipcia. En este nuevo laboratorio se trabaja el concepto de
potencia, teniendo como base la resolucion de problemas. Cada problema esta planteado en
forma de desafio. Como estrategia de solucion se utiliza el enfoque propuesto por George
Polya, el cual se fundamenta en las siguientes fases:

e Comprension del problema.

e Concepcion de un plan.

e Ejecucion del plan.

e Vision retrospectiva del desafio o problema.

Resolucion de problemas haciendo uso de la potenciacion.

En este laboratorio se propone la resolucién de problemas matematicos, teniendo en
cuenta que para una buena formacion en matematicas es necesario plantear y resolver
problemas. Estudios realizados han mostrado que instruir a los estudiantes sobre resolucion
de problemas les ayuda y despierta el interés en el conocimiento. Ademas, les permite
desarrollar el razonamiento heuristico como base de la creacion matematica.

Como soporte para el docente y con el fin de no caer en el simple desarrollo de
ejercicios rutinarios, se ha propuesto utilizar el enfoque planteado por George Polya con
relacion a este tema. De acuerdo con Polya, para resolver un problema es necesario hacer
una pausa, reflexionar y ejecutar algunos pasos para dar respuesta a una situacion
problema; mientras que para resolver un ejercicio solo se requiere la aplicacion de un
algoritmo matematico.

Para que este laboratorio tome su esencia y no se convierta en una clase teorica
enfocada en el desarrollo demostrativo de ejercicios, es fundamental que el docente
entienda la diferencia entre ejercicio y problema y tenga en cuenta los cuatro pasos
establecidos por George Polya para un éptimo desarrollo heuristico en los estudiantes.
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Un poco de historia

Indagando acerca de la historia de los numeros, el primer acercamiento al tema de la
potenciacion se dio en el pueblo babilonio aproximadamente 5.000 afios a. C. Aunque no
se hablo directamente de potencia, esta cultura al tomar como base el nimero 60 y utilizar
estos simbolos, reflejé el uso de las potencias. De igual forma, los egipcios, al representar
los numeros 1,100, 1.000, 10.000, 1.000.000 dejan ver que tenian nocion de este
concepto.

En hallazgos encontrados en tablas de escritura cuneiforme de estas culturas, se
evidencia que realizaban ternas pitagoricas, dando a entender que poseian conocimientos
del concepto de raiz, el cual se relaciona directamente con la potenciacion. Mas tarde con el
planteamiento del teorema de Pitagoras, los griegos demostraron la utilizacion de cuadrados
perfectos. Euclides (325 — 265 a. C.) no ajeno a este concepto, hizo uso en sus
demostraciones de los cuadrados y los cubos. Arquimedes (287 — 212 a. C.) refleja el
tratamiento que le dio a la esfera.

Diofanto de Alejandria (200 — 284 d. C.) utilizo las potencias y le dio una
representacion simbdlica al uso de los exponentes. Rene Descartes (1596 — 1650) definid
el termino de potencia y la representa de la siguiente forma: x, x2,x3, x*, ...,

La Potenciacion y sus Propiedades.

La potenciacion es una operacion matematica efectuada entre dos términos, la base y
el exponente, donde la base se multiplicada por si misma las veces que indique el
exponente obteniéndose asi la potencia, es decir, la potenciacion es una multiplicacion de
factores iguales. En la representacion numérica de una potencia se diferencian cuatro
términos: la potencia indicada, la base, el exponente y la potencia. La potencia indicada, es
el nimero que indica la potencia que se debe hallar. La base, es el nimero que se repite. El
exponente, es el numero que indica la cantidad de veces que se repite la base. La potencia
es el resultado. Figura 20.
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Base l
. L Potencia
Potencia indicada

Figura 20. Partes que componen la potenciacion.

Ejemplo:
4.4 .4 seescribe 43 = 64; donde 43 es la potencia indicada, 4 es la base, 3 el
exponente y 64 la potencia. Se lee: Cuatro a la tres, igual a sesenta y cuatro.

Clases de potencias.

e Cuadrado perfecto: Al multiplicar un nimero por si mismo dos veces, se obtiene un
cuadrado perfecto.

Ejemplo: 32 = 3.3=9

e Cubo perfecto: Al multiplicar un nimero por si mismo tres veces, el resultado sera un
cubo perfecto.

Ejemplo: 43 = 4.4 .4 = 64

e Cuando la base de una potencia indicada es 10, la potencia es igual a 1 méas tantos ceros
como el numero del exponente lo indigue.

Ejemplo:
10t =10
10% = 100
103 = 100

e La potencia de una fraccion se obtiene al elevar el numerador y el denominador al
exponente dado.
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n

(g)n =%,d %0

Ejemplo :
2

(3) _32_ 9
4) 42 16

Propiedades de la potenciacion.

e Multiplicacion de potencias de igual base
El producto de dos 0 més potencias de igual base con diferente exponente es igual a la
misma base, elevada a la suma de los expones. ¢™. ¢™ = ¢™*™,

Ejemplo: 32. 33 = 33%2 = 35> = 243

e Cociente de potencias de igual base.
El cociente o division de potencias de la misma base es igual a la misma base y se
restan los exponentes. ¢ + ¢™ = c"™™.

Ejemplo: 5* + 52 = 5472 = 52
2 5-2 3

B-0-0-0-55

e Potencias de exponente negativo.
La potencia de un nimero entero con exponente negativo es igual al inverso del
namero elevado al exponente positivo; siempre que ¢ # 0.
1

CTl

C—Tl —

Ejemplo:

Cuando se trata de una fraccién se opera de la siguiente forma:

©) "= (&), ved=o
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e Propiedad distributiva o Potencia de un producto o cociente.
Cuando una multiplicacion o una division de dos 0 mas nimeros esta elevada a un
exponente, se eleva cada uno de los términos de la base al exponente dado; obteniéndose

asi varias potencias.

(c.d) = c™.d"
Ejemplo:

(3.4)2=3%2.42=9.16

Cuando se eleva una suma 0 una resta a un exponte positivo no es posible aplicar la
propiedad distributiva. Se debe efectuar la operacion antes de elevar al exponente.

(c+ad)™
Ejemplo.

(8 +4)2 = 122 = 144
(8— 4)2 = 4%2=16

En conclusién, cuando se trabaja con la propiedad distributiva de la potenciacién, esta
solo se utiliza en la multiplicacion y division, pero no en la sumay en la resta.

e Potencia de otra potencia
Cuando una potencia indicada esta elevada a otro exponente, se usan varios signos
de agrupacion para indicar las potencias superiores o separar los exponentes. Para efectuar
la potencia se debe colocar la misma base y se multiplican los exponentes.
(mn)s — mn.s

Ejemplo:

(23)2 — 23.2 — 26

O =0" =) -
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5.2.3. Orientaciones didacticas.

Para el desarrollo de este laboratorio se divide la clase en cuatro momentos
(apertura, desarrollo, cierre y para aprender mas). En el momento de la apertura se da a
conocer el objetivo de la clase y se plantea el desafio No.1. “El dragén de dos cabezas”.
Esta actividad esta disefiada como estrategia motivadora con el fin de indagar acerca de los
conocimientos previos de los estudiantes. El desafio consiste en ayudar al principe a
derrotar al dragdn de dos cabezas, este solo podra ser vencido haciendo célculos
matematicos y teniendo en cuenta que al cortarle una de ellas, esta se duplica.

Para el momento dos o estructuracion de la clase, a partir del uso de herramientas
tecnologicas, el docente por medio de una explicacion didactica conceptualiza el tema “la
potenciacion y sus propiedades”. Los estudiantes de forma grupal leen y resuelven los
desafios 2, 3 y 4 propuestos en la guia del estudiante, los cuales seran retroalimentados en
plenaria por todo el grupo. Es importante que en esta etapa se planteen actividades sencillas
y concretas donde se promueva el surgimiento de interrogantes y se genere la necesidad de
buscar y hallar soluciones a problemas especificos del entorno; para esto es fundamental
que el docente se apoye en los desafios 2, 3y 4.

Para el desafio No.2. “Jugando a formar cuadrados y cubos perfectos”, se requiere el
uso de la regleta de Cuisenaire mas pequefia (la blanca). Con esta actividad se busca
motivar a los estudiantes a desarrollar una serie de potencias e identificar si son 0 no
cuadrados y cubos perfectos. La actividad consiste en plantear diferentes potencias para que
el estudiante forme cuadrados o cubos perfectos haciendo uso de las regletas mas pequefias
(1cm?®), segln sea el caso y establezca a que grupo pertenece. Por ejemplo, 23 = 8 es un
cubo perfecto, puesto que al ordenar las ocho regletas de 1cm3 se forma un cubo perfecto,
como el que se muestra en la figura 21:

Figura 21. Representacion gréafica del cubo perfecto del nimero dos®.

El desafio No.3, tiene como objetivo afianzar en los estudiantes el concepto de
potencia y la aplicabilidad de sus propiedades. Para esto el docente propone a cada equipo
de estudiantes que tomen una hoja de papel tamafio carta y hagan un corte de forma que se
obtengan dos partes iguales. Seguidamente se divide cada uno de los cortes obtenidos

8 Imagen tomada de https://es.dreamstime.com/fotograf%C3%ADa-de-archivo-libre-de-regal%C3%ADas-cubo-
hecho-de-los-cubos-coloridos-aislados-conjunto-de-cuatro-image27803447
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o o o

anteriormente en partes iguales. Repetir este procedimiento tres veces mas e invitar a los
estudiantes a resolver las siguientes y preguntas:

¢ Cuéntos trozos de papel se obtuvieron en la tercera, cuarta y quinta division?

¢ Cuantos trozos de papel resultaran al hacer una octava division y cuantos en la décima?
¢El nimero de trozos de papel, crece proporcionalmente, al nimero de particiones?

¢Se puede prever la cantidad de trozos de papel que hay, después de realizar un nimero
cualquiera de particiones?

Resuelto este desafio, el docente debe estar en capacidad de llevar a los estudiantes
a un nivel mas avanzado. Para esto, se proponen una serie de preguntas, las cuales seran
analizadas en grupo y permitiran a los estudiantes expresar sus propias conjeturas. Realice
nuevamente el desafio No.3. Utilizando no una, sino dos hojas de papel, he invite a los
estudiantes a reflexionar acerca de los siguientes interrogantes:

a. ¢ Cuél seria el namero de trozos de papel en la tercera division?

b. ¢ Qué cantidad de trozos de papel se obtendran en la cuarta division?

C. ¢A qué conjunto numeérico pertenecen el numero de hojas (N) y el nUmero de
divisiones realizadas a la hoja (n)?

d. ¢Qué pasaria si dicha operacion se realiza, con N numero de hojas y n divisiones?
e. ¢ Cuél seria la cantidad de trozos de papel que se obtendran después de n
divisiones?

El desafio No.4: “Utilizando potencias para resolver problemas del entorno” busca
no solo que los estudiantes describan y desarrollen estrategias (algoritmos, propiedades de
las operaciones basicas y sus relaciones) para hacer estimaciones y calculos al solucionar
problemas de potenciacion, sino que ademas sean capaces de plantear y resolver sus
propios problemas. Para esto, se han propuesto tres problemas a resolver. Cada grupo de
estudiantes debera formular dos problemas mas y compartirlo con el resto de los aprendices
del salon de clase.

El cierre o tercer momento, consiste en un proceso de metacognicion que se realiza
colectivamente con el grupo, a partir del cual el docente por medio de la reflexion y guiado
por preguntas invita a los estudiantes a participar en la retroalimentacion de la clase e
indagar asi sobre los logros alcanzados en este laboratorio.

El cuarto y ultimo momento denominado “para aprender mas”, esta planteado para
que el estudiante de forma individual demuestre los conocimientos adquiridos en las
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actividades anteriores, a partir de ejercicios y resolucion de problemas de tipo pruebas
Saber, los cuales debe resolver utilizando la potenciacion y sus propiedades.

5.2.4. Guia del estudiante.

Lo que comprenderas:

e Determinar y argumentar la validez de estrategias para calcular potencias.

e Identificar, diferenciar y utilizar la potenciacion y sus propiedades para resolver
problemas de la vida cotidiana.

e Reconocer y determinar el cuadrado y el cubo de un nimero.

Materiales:

Papel, lapiz, regletas de cuisenaire, tijeras, palillos o pajillas.
Practica de exploracién:
Desafio No.1. “El dragon de dos cabezas”.

En el reino de las matematicas vivia un rey que estaba dispuesto a pagar mil
monedas de oro y dar en matrimonio a su hermosa hija, a quien derrotara al dragon de dos
cabezas que azotaba su comarca. Todo parecia imposible, puesto que al intentar vencerlo
cortandole sus dos cabezas, le nacian dos en el lugar de cada una. Sin embargo, el principe
del reino de las potencias habia descubierto una forma de derrotarlo. Solo debia hacer un
calculo matematico y saber cuantas cabezas tendria el monstruo después de haber intentado
vencerlo cinco veces. El sabia que tenia esa oportunidad, puesto que en ese instante el
drag6n seria mas vulnerable.

Autor: Ramiro de Jesus Tobon Tobon

El desafio consiste en ayudar al principe a derrotar al dragon de dos cabezas

haciendo los calculos matematicos y diciendo el nimero exacto en el que se podria derrotar
al dragon.
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Desafio No.2. Jugando a formar cuadrados y cubos perfectos.

Haciendo uso de la regleta mas pequefia de Cuisenaire, la blanca, desarrolla las
siguientes potencias e identifica en ellas si son 0 no cuadrados y cubos perfectos. Observa
el ejemplo que se plantea a continuacion:

Para la potencia 23 = 8, se requieren ocho cuadrados de 1cm?cada uno. Al

ordenarlos de una manera adecuada se forma un cubo perfecto.

Para la potencia 2 = 2, se requieren dos cuadrados de 1cm?2cada uno. Al ordenarlos
de una forma adecuada, no hay ninguna posibilidad de obtener un cuadrado o un cubo

perfecto.

Potencia

Cantidad de
cuadrados
de largo

Cantidad de
cuadrados
de ancho

Cantidad de
cuadrados
de alto

Cuadrado
perfecto

Cubo
perfecto

Justificacion

23 =38

No

Si

v

52 =

24 =

33 =

43 =

22 =

Tabla 15. Jugando a formar cuadrados y cubos perfectos.
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Desafio No.3.

Toma una hoja de papel y haz un corte de forma que obtengas dos partes iguales.

Luego divide nuevamente cada uno de los cortes obtenidos anteriormente en partes iguales.
Repite este procedimiento tres veces mas y resuelve las siguientes preguntas:

¢ Cuantos trozos de papel se obtuvieron en la tercera, cuarta y quinta division?
¢ Cuéntos trozos de papel resultaran al hacer una octava division? y ;Cuéntos en la
décima?
¢El nlmero de trozos de papel crece proporcionalmente al niUmero de particiones?
¢Se puede prever la cantidad de trocitos de papel que hay, después de realizar un
numero cualquiera de particiones?

Repite nuevamente el procedimiento anterior utilizando dos hojas de papel.
¢ Qué cantidad de trozos de papel se obtendrian en la cuarta division? y si en vez de dos,
se tienen cuatro hojas, ¢Cual seria el nimero de trozos de papel en la tercera division?
¢A qué conjunto numérico pertenecen el nimero de hojas (N) y el nimero de divisiones
realizadas a la hoja (n)?
¢ Qué pasaria si dicha operacion se realiza, con N nimero de hojas y n divisiones?
¢ Cudl seria la cantidad de trozos de papel, obtenidos después de n divisiones?

Desafio No.4. Utilizando potencias para resolver problemas del entorno

Analiza y resuelve los siguientes problemas:

a. Un almacén de ropa informo todos sus precios en forma de potencia para atraer a mas
clientes. Observa la lista de precios y determina el valor que deberé cancelar Marcos si
comprara un pantalon, una camisa, dos pares de medias y un par de zapatos.

Prendas de vestir Precio $
Camisa 60 x 103
Un par de Medias 2° x 10°
Zapatos 3 x5 x 10*
Correa 32 %2 x 103
Pantalon 52 % 72 x 10?2
Blusa 103 x 72

Responde en equipo:
e ;Cuanto pag6 Marcos por la camisa?
e ;Cuél de los siguientes dos articulos es mas caro, la correa o el par de medias?
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e Si Marcos decide comprar dos pantalones, ¢cuanto tendra que pagar por las dos
prendas?
e Cuénto pag6 Marcos por la compra que realiz6?

b. Por las vias del metro de Medellin se desplazan seis trenes cada hora, cada tren tiene 6
vagones, cada vagon seis filas y cada fila seis sillas. ¢Cuéntas personas se pueden

desplazar sentadas en 6 horas por las vias del metro de Medellin?

c. Julio debe transportar 10 cajas de lapices, cada caja tiene 10 paquetes, cada paquete
tiene 10 manojos y cada manojo tiene una decena de lapices. ¢ Cuantos lapices debe
transportar Julio?

No olvides que...

o Para multiplicar potencias de igual base, se conserva la base y se suman los exponentes.
Ejemplo: 22 - 2% - 23 = (2)° =512

Desafio No.5. “Para aprender mas”

Este desafio se ha planteado para ser resuelto en forma individual y posteriormente
serd retroalimentado por todo el grupo.

Instrucciones: Lee atentamente, resuelve, elige una de las alternativas para la
respuesta correcta y justifica tu respuesta. Luego debate con tus comparieros la respuesta y
retroalimenta lo aprendido.

1) Al sumar las siguientes potencias 32 + 23 + 52 el resultado es:
a) 22
b) 42
c) 30
d) 12

2) Lasumade 3% + 33 es.

a) 35 b) 36 c) 12 d) 6°
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3) El producto 2° -2t - 22 - 23 esigual a

a) 64 b) 16 c) 8 d) Ninguno de los anteriores
4) Sia = 4,b = 5,c = 2 entonces la expresion a® + b! + c* es igual

a) 40 b) 80 c) 11 d) 37
5) Marta tiene 8 blusas, 9 pantalones, 4 pares de zapatos y 2 chaquetas. Para saber de

cuantas formas diferentes se puede vestir combinando sus prendas, Marta realizo los
siguientes calculos matematicos. ¢Cudl consideras es el que muestra la respuesta correcta?

a) 28 4+ 33 + 22 + 21 =289

b) 23.32. 22 .21 =576

c) 23:32.22.21=6-6-4-2=288
d) 23+ 33+ 224 21 =23

o ; De cuantas formas distinta se puede vestir Marta combinando su ropa?

6) ¢Cuantos huevos tendran 10 cajas, sabiendo que en cada caja hay 10 decenas?

a) 10%-10% = 10000
b) 10%2 = 100

c) 101 =10

d) 10% = 1000

7) La siguiente sucesion esta dada por el siguiente contexto geométrico.
e En la primera figura se necesitan 3 fosforos,pero3 = 2 -1 + 1
e En la segunda figura se necesitan 5 fosforos, pero5 = 2.2 + 1

e En latercera figura se necesitan 7 fosforos, pero7 = 2- 3+ 1
¢ Cuantos palitos se necesitan para formar la figura 15?

a) 32 b) 25 c) 33 d) 31
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8) Don Juan tiene seis cuadras de terreno y piensa construir en ellas un conjunto
residencial, él ha presupuestado que en cada cuadra se puede construir seis edificios, cada
uno con seis pisos y cada piso con seis apartamentos. El procedimiento matematico
realizado por Don Juan para calcular el nimero total de apartamentos es.

a) 6 -6-6-6=6%*= 1296 apartamentos
b) 6:6-6-6-6=6°= 7776 apartamentos
C) 6:-6-6 = 63 =216 apartamentos

d) 6 + 6 + 6 + 6 = 24 apartamentos

9) Cuatro barcos transportan cada uno cuatro contenedores. En cada contenedor caben
cuatro cajones, en cada cajon hay cuatro cajas y en cada caja hay cuatro motocicletas.
¢ Cuantas motocicletas son transportadas en los barcos?

a) 20.5 =100
b) 4* = 256

c) 45 = 1024
d) 55 = 3125

10) La alcaldia de Medellin desea construir cinco ciudadelas estudiantiles, el ingeniero
encargado de la obra ha presupuestado que en dicha construccion se puede edificar cinco
torres, con cinco pisos cada una y cinco salones por cada piso. ¢Cuéntas aulas se pueden
construir en las cinco ciudadelas?

a) 5°=3125
b) 4° = 1024
c) 5* =625

d) 6°=7776
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5.3.

5.3.1. Guia del maestro.

Laboratorio 3: La radicacion y sus propiedades.

OBJETIVO
DE APRENDIZAJE

ESTANDARES BASICOS
DE COMPETENCIAS EN
MATEMATICAS

PENSAMIENTO
MATEMATICO

Reconocer la radiacion como la
operacion inversa de la
potenciacion.

Identificar y utilizar las
propiedades de la radicacién
para resolver problemas
aritméticos.

Establecer estrategias para
hallar la raiz de un nimero
natural.

Identificar la radicacién y sus
propiedades como una
expresion que permite modelar
situaciones aritméticas.
Reconocer la radicacion y sus
propiedades como mecanismo
para resolver problemas de la
cotidianidad.

Reconocer y determinar el
cuadrado y el cubo de un
ntmero mediante la realizacion
algoritmica de la radicacion.

Identifico la potenciacion y la
radicacion en contextos matematicos y
Pensamiento no matematicos.
numerico Resuelvo y formulo problemas cuya

y estrategia de solucién requiera de las
sistema numérico | relaciones y propiedades de los
nameros naturales y sus operaciones.
Uso diversas estrategias de céalculo y de
estimacion para resolver problemas en
situaciones aditivas y multiplicativas.

DERECHOS BASICOS DE APRENDIZAJE (DBA)

Interpreta y utiliza los nimeros naturales y racionales en su
representacion fraccionaria para formular y resolver
problemas aditivos, multiplicativos y que involucren
operaciones de radicacion.

Describe y desarrolla estrategias (algoritmos, propiedades de
las operaciones bésicas y sus relaciones) para hacer
estimaciones y célculos al solucionar problemas de radicacion.
Comprende que elevar un nimero a una cierta potencia
corresponde a multiplicar el nimero de veces que dice la
potencia.

Comprende la relacion entre la raiz cuadrada y elevar al
cuadrado, la raiz cibica y elevar al cubo, etc.

Comprende y resuelve problemas, que involucran los nimeros
racionales con las operaciones (suma, resta, multiplicacion,
division, potenciacién, radicacidn) en contextos escolares y
extraescolares.

DESEMPENOS ESPECIFICOS

e Identifica y utiliza la radicacion y sus propiedades para resolver problemas aritméticos.
o Establece estrategias para hallar la raiz de un namero natural.
e Reconoce y determina el cuadrado y el cubo de un nimero mediante la realizaciéon algoritmica

de la radicacion.

e Comprende que la radicacion es la operacion inversa de la potenciacion.
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Reconoce la radicacion y sus propiedades como mecanismo para resolver problemas de la

cotidianidad.

Tabla 16. Objetivos de aprendizaje, pensamiento matematico, Estandares Basicos de Competencia, Derechos
Basicos de Aprendizaje y desempefios especifico.

FASES ACTIVIDADES RECURSOS
E Apertura Narracion del cuento: | Video o narracion, computador, anexo 1.
S 0 “En el pais de las | Cuento “el pais de los numeros”
é Exploracion | matematicas”.

Desarrollo Reconocimiento y | Guia del docente, guia del estudiante,
0 aplicacién de la | tablero, fotocopias e internet.
Estructuracion | radicacion y  sus
de la clase propiedades.

~N Trabajo Resolucion de ejercicios | Guia del estudiante: actividad No.1, 2 y
g Independiente |y problemas 3, guia del docente: anexo 2.
E (crucigrama resuelto de radicacion).
o " . . .
S Trabajo Jugando a los | Guia del estudiante (actividades No.4, 5

Cooperativo | Pitagoricos y 6), regla, transportador, colores y hojas

cuadriculadas.
™
g Cierre La radicarrera Guia del estudiante: anexo 3, 4 y 5,
g 0 fichas o carros.
§ Transferencia
Autoevaluacion de la | Guia del estudiante: anexo 6 'y 7

Y| Paraaprender | unidad “Bingo  de
% mas radicacion y
% potenciacion”.
P

Tabla 17. Fases, actividades y recursos.
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5.3.2. Fundamentacion tedrica del contenido de la clase.

Este laboratorio, tiene como propdsito la identificacion y la utilizacion de la
radicacion y sus propiedades para resolver problemas aritméticos relacionados con el
entorno del estudiante. Para esto se han propuesto una serie de actividades que conllevan a
que el docente mediante el desarrollo de su clase logre que los educandos identifiquen la
raiz como la operacion inversa de la potenciacion; ademas, sean capaces de determinar y
argumentar la validez de estrategias para calcular raices y solucionar asi problemas
matematicos.

Resefa historia de la radicacion

La historia de la radicacion se relaciona con el teorema de Pitagoras, nombre
atribuido a su creador Pitagoras de Samos (570 a. C - 469 a. C), sin embargo, se han
hallado evidencias que en Mesopotamia dos milenios a. C. Los babilonios operaron
conceptos basicos de este teorema para delimitar superficies, areas y volumenes. Utilizaban
la elevacion a potencia como auxiliar de la multiplicacion, entendiéndose asi que poseian
conocimientos basicos de la radicacion, conocimiento que igualmente poseian la
civilizacion hindu y las antiguas culturas chinas que se ubicaban en las cuencas de los rios
Yangtze y Amarillo. A diferencia de estas civilizaciones, este concepto matematico era
desconocido por las grandes civilizaciones precolombinas de América y las del continente
africano, excluyendo la cultura egipcia.

Parece ser que en un inicio Teodoro de Cirena (465 a. C. - 398 a. C) plante¢ las
demostraciones de las irracionalidades de las raices cuadradas de los nimeros naturales que
no son cuadrados perfectos hasta el nimero 17, excepto la raiz cuadrada del niGmero dos
porgue en épocas anteriores a Teodoro ya se tenian indicios de su irracionalidad, e ilustra
dicho analisis mediante la construccion geométrica de un conjunto de dieciséis triangulos
rectangulos contiguos (uno al lado de otro) quien la llamo la espiral de Teodoro (Figura
22), también conocida como el caracol Pitagorico.

Figura 22. Espiral de Teodoro construida en el programa GeoGebra.
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El trabajo minucioso de los pitagéricos con los nimeros y la adoracion que les
profesaban, los condujo a profundizar en la nocion de raiz cuadrada, estableciendo que
cuando en un tridngulo rectdngulo los valores de los lados son nimeros enteros, forman un
conjunto de numeros llamados terna pitagérica, donde los tres nimeros h, a, b
corresponden a las medidas de los catetos y a la hipotenusa respectivamente de un triangulo
rectangulo y satisfacen la relacion h? = a? + b2,

Los pitagoricos centraron gran parte de sus estudios en encontrar trios de nimeros
naturales que cumplieran la condicién: La suma de los cuadrados de dos numeros, es igual
al cuadrado de un tercero; ademas, experimentaron repetidamente para hallar la diferencia
entre pares e impares, plantaron la relacion de los nimeros naturales que se pueden
expresar en forma de triangulo (nimeros triangulares) y la relacion de los numeros
naturales que se pueden expresar en forma de cuadrados (nimeros cuadrados).

La radicacion

La radicacion es una operacion que permite hallar la base conociendo el exponente y
la potencia. Simbdlicamente se expresa: Ym = r & r™ = m. La expresion Vm = r se
lee: Raiz n-ésima de m es igual a r.

Los elementos de la radicacién son:

indice
" Raiz
'y
nr
Radical - m=r
¥
Radicando

Figura 23. Elementos de la radicacion

El signo radical identifica la operacion matematica; el radicando, es el nimero al que
se le extrae la raiz; el indice de la radicacién es el que enuncia las veces que se debe
multiplicar el nimero por si mismo para obtener el radicando y determina si la raiz es
cuadrada, cubica, cuarta..., y asi sucesivamente; la raiz, es el resultado de la operacion
realizada entre el indice y el radicando. Si el indice de una raiz es 2, se lee raiz cuadrada del
namero que va dentro del radical. Si es 3, se lee raiz cubica del nimero al que se le va a
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extraer la raiz. Si el indice es, 4,5, 6 ..., se lee raiz cuarta, raiz quinta, raiz sexta...,
respectivamente.

Raiz como potencia.

Para expresar una raiz indicada en forma de potencia, se deja la raiz como base y se
eleva al nimero que indica el indice. La cantidad subradical es la potencia.

Raiz Potencia
W =71 Tn =m
Ejemplo:
Raiz Potencia
V81 =3 3* =81

Propiedades de la radicacion

Las propiedades de la radicacion es posible enunciarlas si los radicandos de las raices
sean de caracter positivo.

e Raiz de un producto
La raiz de un producto es igual al producto de las raices de los factores:

Ejemplo:

\V32:52 =49 .25 =+/225 = 15
V32:52= 49 -4/25=3:5=15

e Raiz de un cociente

La raiz de un nimero fraccionario es igual al cociente de la raiz del numerador entre
la raiz del denominador.

~m ‘m

r Rr

Ejemplo
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e Raiz de una raiz

Para hallar la raiz de una raiz se multiplican los indices de las raices y se conserva el
radicando.

V=
Ejemplo V36 = 736 = /36
Criterio de existencia de la raiz n-ésima de un ndmero, Y/m:

e Si el indice (n) es un nimero par y el radicando (m) es positivo, existen dos raices n-
ésimas reales de m que satisfacen el enunciado. Una positiva y otra negativa.

Ejemplo: v/9 = +3

Nueve tiene dos raices cuadradas, 3y —3 porque 32 =9y (—3)? = 9.
Por convencion la raiz cuadrada positiva se representa con el simbolo vy la raiz
cuadrada negativa —v . Asi,v/9 =3y —/9 = -3

e Cuando el indice (n) es un namero par y el radicando (m) es negativo, la operacién en el
conjunto de los nimeros reales no se puede realizar, porque ningin ndmero negativo
elevado al cuadrado da como resultado un namero real.

Ejemplo: vV—9 = no tiene raiz cuadrada porque ningn nimero real elevado al
cuadrado da —9; es decir, la v/—9 no existe, no es un numero real.

e Sielindice (n) es impar y el radicando (m) es un nimero real negativo o positivo, la
solucion solo tendra una Unica raiz.

Por ejemplo:

Y125=5 —— (5)(5)(5) = 53 = 125

V=27 = -3—— (=3)(-3)(-3) = —33 = 27
Como calcular una raiz
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Raices por descomposicion en factores primos

Para calcular la raiz n-ésima de un numero, se descompone en factores primos y estos
se agrupan segun el nimero que representa el indice; es decir, si el indice es dos, se
agrupan en parejas; si es tres, se hacen ternas y asi sucesivamente. Se asocian los factores
que cumplen el mismo criterio de divisibilidad. Seguidamente se establece la cantidad de
grupos que se pueden armar y se representan como producto de potencias. Finalmente, se
multiplican estos productos y se obtiene la raiz, como se muestra en los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 1: /216 Ejemplo 2: V400

216 | 2 — 400 | 2

108 |2 || 2 200 | 2 } 2

542 _ 100 | 2 2

27 |3 50 | 2 } 2
913 1|3 25 |5
3(3 5105 } >
1 1

VY216 =2 x3=6 400=2 X 2 X 5=22x5=20

Ejemplo 3: /1728
1728 | 2

864 | 2
432 | 2 2

216 | 2 2

108 | 2 2
54 |2

27 | 3

913 3
313

1

V1728 = /2633 =323 x Y23 x /32 =V8 x V8 x ¥9=2x2x3 =12

Raices expresadas como potencia en forma de fraccion

96



Cualquier raiz se puede expresar como potencia convirtiendo el exponente en una
fraccion donde el numerador es 1 y el denominador es el indice, asi:

Raiz Potencia

Vm=r | uu=(mn=r

Ejemplos
Raiz Potencia
V125 = (125)'/3 =5
v/100=10 (100)/2 = 10

a
Raices en forma de potencia de la forma Y/x% = xb

Raiz Potencia
V52 (5)*/°
/103 (10)3/2
V25 (2)°°

Resolucion de problemas haciendo uso de la radicacion.

El manejo adecuado de la radicacion puede ser muy Util en variadas situaciones
practicas y en el estudio de numerosos temas. La resolucion de problemas es uno de ellos,
esta brinda a los estudiantes la oportunidad de explorar el uso de procedimientos y la
necesidad de perfeccionarlos, comprenderlos y dar solucion a diferentes situaciones,
utilizando la radicacion, la potenciacion, la division, la multiplicacion, la sumay la resta.

Con estos problemas matematicos, se espera que los estudiantes desarrollen
habilidades para el estudio y entendimiento de las matematicas, vinculandolas a sus
acciones cotidianas, de esta forma podra vivenciarlas experimentarlas y aplicarlas de una
manera mas significativa.

Ahora que se ha avanzado en el conocimiento de este tema, es conveniente que el
docente centre su atencion en algunos problemas de uso frecuente y motive a los
estudiantes a la resolucion de estos.
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Problema No.1:

Juan quiere construir una cerca alrededor de su jardin, él sabe que su terreno mide
16m?. ;Cuantos metros de cerca tiene que comprar para cercar todo el jardin?
Area del jardin = 16m?

V16m? = 4m
Cada lado mide 4m, por consiguiente, el perimetro de su jardin mide:
4m+4m+4m+4m = 16m

Don Juan ha de comprar 16m de cerca para cubrir el perimetro de su jardin.

Problema No.2:

Don Antonio tiene $1960000 para comprar cierta cantidad de cuadernos para su
papeleria, él sabe que el precio de un cuaderno coincide con el nimero de cuadernos que
quiere comprar ¢Qué precio debe pagar por un cuaderno?

Sea "x" el precio de un cuaderno

Sea "y" el nimero de cuadernos

Se sabe que el producto del precio de un cuaderno por el nimero o la cantidad de
ellos da el precio total, por tanto:

1960000 = (x) - (v)

Del enunciado, se tiene que el precio del cuaderno coincide con el nimero de estos,

se tiene la siguiente relacion:

X=Y
Luego
1960000 = (x) - (x)
1960000 = x?
x%2 =1960000
x =v1960000
X=$1400

Problema No.3:

Una empresa disefiadora de cajas quiere reducir a la mitad una caja que tiene un
volumen de 64000cm3. ¢cudles seran las dimensiones de la caja resultante?
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Sea:
v el volumen
a la longitud de las caras de la caja.

v=a3
Al calcular la longitud de cada cara se tiene:

a: ¥64000m3

64000
32000
16000
8000
4000
2000
1000
500
250

125 v = 64.000cm?
25

} ;
5 \ 40cm

1
1 40cm

L2 v = 64.000cm?®

40cm

Ul U1 U1 D DD DD N DD NDNDDNDN
J o\

a=3/(8%) (5%) = (8)(5) = 40cm

Si se reduce la parte superior de la caja, las nuevas dimensiones de esta serian:
Ancho: 40cm :
Largo: 40 cm I 20cm

Alto: 20 cm
- nfﬁﬁbcm
40cm

¢ Cuales serian las nuevas dimensiones de la caja si se parte teniendo en cuenta
el largo de esta?
Problema No.4:
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El rector de una Institucion Educativa quiere distribuir los 1296 estudiantes de
forma que al agruparlos se forme un cuadrado. ¢ Cuéntos alumnos habra en cada lado del
cuadrado?

Sea "I" la longitud del lado del cuadrado
El nimero de estudiantes que se quiere distribuir es 1296

Se sabe que el area de un cuadrado es:
Area del cuadrado = .1
Entonces:
1296 = a.a = a?
1296 = a?
V1296 = 36

El rector debera ubicar 36 estudiantes en cada lado.
Problema No.5:

Don Martin quiere saber cuéles son las dimensiones de un terreno rectangular de
1250m?, si su longitud es el doble de su ancho.

Sea "I" la longitud del rectangulo y "A" el ancho del rectangulo.
[ =2A
Area del terreno = 1250m?
a = [ - A; entonces
a = (24)(4)
a = (2)(4%) a = 1250m? A
Al sustituir en la ecuacion:
a = (2)(A4?), se tiene que:
1250m? = 2(4?)

1250m? + 2 = A? =2
625m? = A2
A% = \/625m?
A =25m
Al calcular la longitud se tiene:
[=2.A
[ =(2)(25m)
[ =50m

Por consiguiente, las dimensiones del terreno rectangular serian de
(25m de ancho) (50m de largo) = 1250m?
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Problema No. 6:

Don Ricardo quiere cercar su finca de 2916m?2. En el almacén le han dicho que el
metro de alambre es a $2550 y que para cercar su terreno debe calcular cuales son las
dimensiones de sus lados. ¢ Qué dimensiones tiene la finca de don Ricardo? ;Cual es el
costo que debe pagar por cercar su finca, teniendo en cuenta que es cuadrada?

Area del cuadrado
a=11
ILl= 12

a=2916m? L 54m
[ = +2916m?
l = 54m
54m

El costo que se debe pagar seria de:

($2250) (4)(54m) = $ 486000

5.3.3. Orientaciones didacticas.

Para abordar el desarrollo de este laboratorio, es necesario que el docente divida la
clase en cuatro momentos (apertura, desarrollo, cierre y para aprender mas). En el momento
de la apertura, se da a conocer el objetivo de la clase y se lee el cuento “En el pais de las
matematicas” (anexo 1), con el proposito de indagar acerca de los conocimientos previos de
los estudiantes. Es importante que el maestro genere un escenario pedagdgico que
favorezca la comprension de conceptos y procesos que en el cuento se propone y de esta
forma desarrollar competencias matematicas en los estudiantes; para eso, se recomienda
realizar la lectura en plenaria y dedicar un espacio para escuchar a los estudiantes, quienes
deben deducir la situacion problema que se presenta en el cuento.

Para el momento dos o estructuracion de la clase, el docente por medio de una
explicacion didactica conceptualiza el tema “Reconocimiento y aplicacion de la radicacion
y sus propiedades” propuesta en la guia del maestro. Cada estudiante lee y realiza las cuatro
primeras actividades que se han propuesto en la guia del estudiante, que posteriormente
seran socializadas con todo el grupo.

101



La actividad No. 5 tiene como objetivo fortalecer el desarrollo heuristico de los
estudiantes mediante el analisis y resolucion de tres problemas matematicos. Esta actividad
cobra gran importancia porque involucra la aplicacion del concepto de radicacion y permite
profundizar en conocimientos tales como: suma, resta, multiplicacion, division, maximo
comun divisor, minimo comun maltiplo, descomposicion en factores primos, potenciacion,
area, volumen y perimetro, trabajados en los anteriores laboratorios. Para dinamizar la
actividad e inducir a los educandos en esta competencia matematica, el docente puede hacer
uso de una serie de preguntas aqui propuestas o formular sus propios interrogantes como.

¢ Cudl es el problema? ;Qué nos piden resolver? ;Cémo nos vamos a organizar? ;Hay
algunas palabras dificiles de entender?, ;Cual es la tarea que hay que realizar?

Pida a los estudiantes que expliquen el ejercicio con sus propias palabras.

e ;Alguno de ustedes entendio algo méas?

e ;Alguno de ustedes esta en desacuerdo? ¢por qué?
e (Qué los ayudoé a entender el problema?

e ;Cual es el objetivo de la tarea?

e ;Puede visualizar la tarea?

Para fortalecer el trabajo colaborativo (maximo 4 estudiantes), se ha propuesto la
actividad No.6 “jugando a los Pitagéricos”. Esta actividad, mas que aprender sobre el
teorema de Pitagoras, pretende que los estudiantes de una forma divertida encuentren
diferentes ternas pitagoricas y de esta manera adquirir herramientas que seran de gran
utilidad para la estructuracién de este teorema.

El juego consiste en organizar a los estudiantes en grupos de cuatro personas. El
docente lanza dos dados y anuncia los nimeros obtenidos en el lanzamiento para que cada
equipo realice la siguiente operacion:

1. Hallar la diferencia entre sus cuadrados.
2. Calcular el doble del producto de ambos nimeros.
3. Encontrar la suma de sus cuadrados.

Realizadas estas operaciones, cada grupo construira en una hoja de papel block un

triangulo rectangulo. Gana tres puntos el equipo que primero logre realizar todo el
procedimiento de forma correcta.
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El siguiente ejemplo ilustra la forma correcta de realizar el juego:
a. Lanzamiento de los dados.

b. Hallar la diferencia entre sus cuadrados; en este caso de 6 y 5
62 — 52 = 36 — 25 = 11 (primer nimero obtenido)
c. Calcular el doble del producto de ambos nimeros.
2(6)(5) = 60. (segundo nimero hallado).
d. Encontrar la suma de sus cuadrados.
62 + 52 =36 + 25 = 61. (Tercer nimero calculado).
e. Construir el triangulo rectdngulo con los nimeros obtenidos, en este caso con los nimeros
11,60y 61

=1

m=60

Para el momento tres, denominado cierre o transferencia, se ha propuesto la actividad
“Jugando también aprendo sobre la radicacion”. Este momento tiene como objetivo
verificar de una forma divertida los logros alcanzados durante el desarrollo del laboratorio.
La dinamica del juego consiste en recorrer una pista de carreras superando los obstaculos
que hay en el camino. Para la actividad se necesita las tarjetas de radicacion y de
potenciacion (anexo 3), una pista de carreras por cada equipo de cuatro participantes (anexo
4 “la gran carrera por el conocimiento de la radicacion”), un carro por cada jugador, dos
dados, uno con los nimeros del uno al seis y otro con los simbolos de la potenciacion y la
radicacion anexo 5).

Para iniciar el juego, cada participante lanza el dado de nimeros e inicia el que saque
mayor puntaje. Seguidamente, tira los dos dados, si obtiene, por ejemplo, en un dado el
simbolo de la radicacion y en el otro el nimero cinco, toma de la baraja de cartas (anexo 5)
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una tarjeta alusiva a la radicacion y avanza en la pista cinco casillas si resuelve
correctamente lo que se le pregunta.

En cuarto y Gltimo momento denominado “para aprender mas”, se propone el juego
“Bingo de radicacion y potenciacion”. El juego inicia con la conformacion de los equipos
de trabajo (méximo 4 participantes); seguidamente, el docente va sacando una por una las
tarjetas de la bolsa (anexo No.6: recortables para el bingo de la radicacion y la
potenciacion), las lee de forma que los estudiantes la escuchen y realicen la operacion en la
guia del estudiante. Si la respuesta es correcta, se recubre el nimero en la tarjeta del bingo
(anexo No.7: Cartones para el bingo de la radicacion). El juego continla siguiendo la
misma dinamica y gana el equipo que primero logre cubrir toda su tabla.

5.3.4. Guia del estudiante.

Lo que comprenderas:

e Identificar y utilizar la radicacion y sus propiedades para resolver problemas
aritméticos.

e Establecer estrategias para hallar la raiz de un nimero natural.

e Reconocer y determinar el cuadrado y el cubo de un nimero mediante la
realizacion algoritmica de la radicacion.

e Comprender que la radicacion es la operacién inversa de la potenciacion.

e Reconocer la radicacion y sus propiedades como mecanismo para resolver
problemas de la cotidianidad.

Materiales:

Guia del estudiante, papel, lapiz, tijeras, regla, trasportador, dados, pista de carreras
de autos, fichas o carros, bingo de radicacion y potenciacion.

Practica de exploracion:

Actividad No.1. Resuelve el siguiente crucigrama de la radicacion
1. Término de la radicacion que enuncia las veces que se debe multiplicar el nimero por si

mismao.
2. Numero que se omite en el indice para decir que la raiz es cuadrada.
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3. V625 =

4.336-9+ V12 —4+3/60 + 4 =

5. 3729 =

6. La suma de las raices V88 + 12 + V81 es
.

8

9

V25 =

. Si el indice de una raiz es tres, se dice que esta es una raiz...

V34 =30 + V4 =
10. Término para nombrar el nimero al que se le quiere extraer la raiz.
11. Término de la radicacion que identifica la operacion matematica.
12. NUmero que resulta de hacer una raiz exacta
13. ¢Cuél es la raiz cubica de mil?

14. V512 =
15. (V25 x v16) — V81

10 12
11

15
13 14

Actividad No.2. Escribe las siguientes potencias como radical.

10* = 10000 _ 8% =512
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7° = 16807

6% =36 _
25 =32 _
102 =100

92 = 81

43 = 64

37 = 2187
56 = 15625

Actividad No.3. Calcula las siguientes raices y justifica la respuesta.

V400 =20  porque: 202 = 20.20 = 400

¥8= ___ porque:
V216 = ____ porque:
Vi21= ____ porque:
V81l= ___ porque:

Actividad No.4.

Y125=  __ porque:
Y729= ___ porque:
900= ___ porque:
¥1025= ____ porque:
Y256= ____ porque:

e Calcula las siguientes raices por descomposicion en factores primos.

a) V210
b) V1296

Actividad No.5. Resuelve los siguientes problemas haciendo uso de la radicacién.

Don Jaime quiere partir a la mitad una caja de iguales dimensiones que tiene un
volumen de 10648cm3. ;Cudles seran las nuevas dimensiones de la caja si se corta por la

mitad en forma vertical?

¢Qué cantidad de malla se requiere para cercar un terreno cuadrado que tiene un area
de 4225m?2?. ;Cual sera el costo para cercarlo, sabiendo que el metro cuadrado de malla

vale $4500?

Don Manuel tiene $518000 para comprar cierta cantidad de lapiceros para su
negocio, él sabe que el precio de un lapicero coincide con el nimero de lapiceros que
quiere comprar ¢Qué precio debe pagar por un lapicero?
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Actividad No.6. Jugando a los Pitagoricos

El juego consiste en organizar a los estudiantes en grupos de cuatro personas. El
docente lanza dos dados y anuncia los nimeros obtenidos en el lanzamiento para que cada
equipo realice la siguiente operacion:

1. Hallar la diferencia entre sus cuadrados.
2. Calcular el doble del producto de ambos nimeros.
3. Encontrar la suma de sus cuadrados.

Realizada estas operaciones y construye en una hoja de block un triangulo rectangulo.
Gana tres puntos el equipo que primero logre realizar todo el procedimiento de una forma
correcta.

Actividad No.7. La radicarrera

Demuestra que tanto has aprendido de la radicacion y diviértete participando en la
carrera por la radicacion. Conforma tu equipo de cuatro estudiantes y preparate para
competir.

Actividad No.8. Autoevaluacion de la unidad “bingo de la radicacion y la potenciacion”.

El juego inicia con la conformacion de los equipos de trabajo (méximo 4
participantes); sequidamente, el docente o un estudiante va sacando una a una las tarjetas de
la bolsa (anexo 6: recortables para el bingo de la radicacion y la potenciacion), las lee de
forma que los participantes la escuchen y realicen la operacion en la guia del estudiante. Si
la respuesta es correcta, se recubre el nimero en la tarjeta del bingo (anexo 7: Cartones
para el bingo de la radicacion). El juego continla siguiendo la misma dinamica y gana el
equipo que primero logre cubrir toda su tabla.
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5.3.5. Anexos del laboratorio tres.

Anexo 1. Cuento
El pais de las matematicas

Erase una vez, hace mucho tiempo, en el pais de las matematicas vivia el rey 102,
con su esposa V9 y su hija 32. Juntos gobernaban dignamente sin tropiezo alguno, todo era
alegria y felicidad. Los nimeros cuadrados danzaban con los cubos perfectos, los pares con
los impares, las raices con las potencias, los circulos con los triangulos, el por con el més,
la division con la diferencia. Pero una mafiana de primavera llegé a este pais una malvada
bruja a la que no le gustaba los nimeros, no contenta con esto lanzo un hechizo a la
princesa para robarle su belleza, dejandola tan fea que ningin nimero la queria tomar por
esposa.

El rey y la reina preocupados por esta situacion decidieron convocar a todos los
nameros para encontrar la solucion al problema. El cuadrado y el cubo perfecto expusieron
sus ideas, pero no fueron contundentes. Seguidamente hablo la raiz cuadrada de 36, el
duplo de 4, la potencia de nueve a la dos, el rectdngulo, pero nadie sabia cémo revertir el
hechizo. De repente se escuch6 una voz que provenia de la parte de atras del salon, era la
voz del principe v/64, también conocido como el nimero 8.

_ Yo creo tener la respuesta, dijo el principe.
_Hable répido, dijo el rey

El hechizo solo se rompera sabiendo la edad exacta de la malvada bruja, respondid
el principe.

Pero ¢como saberlo?, pregunto la recta numérica.
Tenemos que resolver el enigma y decir la respuesta a una sola voz todos juntos, dijo
el principe.

Muy bien, y cuél es el enigma, pregunto la raiz cuadra de 25.

El principe saco de su bolso el libro de los hechizos y empezo a leer.
e Verter en un recipiente cuadrado la raiz cubica de 1000 mas el duplo de su resultado.
¢ Restarle a la raiz cuadrada de 49, el doble de la raiz ctbica de 8.
e Extraer la baba de un caracol y mezclarlo con el mcm de 20 y 30.
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e Agregar el triple de la suma de la raiz cuadrada de 16 con la potencia de 2* y sumarle
dos veces la raiz cuadrada de 81.

e Mezclar dos pociones de la multiplicacion de 5° con la raiz cuadrada de 100.

e Sumar todos los brebajes, multiplicarlo por el cubo de 2, sumarle el doble de 6 y dividir
por una porcién de raiz cubica de 64.

Manos a la obra, dijo la reina
Todo se quedd en silencio, el cero rodaba de un lado al otro, el 12 se multiplico con
el dos, el area del cuadrado 28 se rascaba la cabeza, hasta que dijo el millén.
- Yasé que debemos hacer, utilicemos los 4 pasos de George Polya para hallar mas
rapido la solucién.
- Muy bien, contestaron todos los divisores de 1000.

Pasados 5 minutos, dijo el principe. -quien tenga la respuesta debera ungirla con leche
de sapo y depositarla en el recipiente cilindrico que hay en este rincon, sin compartirla con
nadie. El principe, fue el primero en hallar la solucion, pasados dos minutos, el rey, la reina,
y el duplo de sus subditos ya sabian también la edad de la malvada bruja, depositaron sus
respuestas en el recipiente acordado y esperaron pacientemente hasta que todos hallaran la
solucion al enigma.

Muy bien, veo que ya todos tienen la respuesta, dijo nuevamente el principe. Ahora
debemos agregar a todos los resultados, la baba de tres caracoles, cinco alas de murciélago,
siete patas de rana y nueve telarafias previamente molidas. Hecho este procedimiento y
cuando la raiz cuadrada de nueve diga tres, a una sola voz debemos de pronunciar la edad
de la hechicera, anoto el principe.

La raiz cuadrada de nueve se dispuso entonces a cumplir con su tarea y habiendo
pronunciado el nimero tres, se escucho el numero 385, en ese mismo instante, se escucho
un fuerte sonido que venia del recipiente donde se habia preparado el brebaje. Cataplun,
cataplan, cataplunnnnnn, chis pummm, chis pan. Todo el recinto se estremecio y los que
alli estaban quedaron estupefactos con el estruendo y méas adin cuando vieron salir una luz
de color naranja, que suavemente se fue transformando en la maléfica bruja.

El principe, atento a esta situacion pidio a todos los alli presentes que repitieran una y
otra vez la edad de la malvaba bruja.

385, 385, 385, gritaban todos a una sola voz. Entre mas vociferaban 385, la infame
hechicera perdia su poder. Se convirti6 en polvo y desaparecio del pais de las matematicas.
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Todo en el pais de las matematicas habia vuelto a la normalidad, la princesa recobro
su belleza, el rey y la reina siguieron gobernando sabiamente. El principe pidi6 por esposa a
la princesa, pasaron tres meses, se casaron y tuvieron muchos hijos.

Autor: Ramiro de Jesus Tobon Tobon
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Anexo 3. Tarjetas recortables para la gran carrera por la radicacion y la potenciacion

Potenciacion Radicacion
n=m \r
lavi00— || ¢éElcubo [ La¥/BZ5 +200
V25 es perfecto de 3 es?
es?
" El doble de 6 menos ( L3 éLa potencia

; 3
la potenecst:s de 2 5 3135 es? di (32)2 aed

| L1a¥64 =2 - Elcuadrado [ ila V144 +
es? perfecto de 9 V64 es?
es

64 dividido por || La 3125 mas || 6 +eldobledela |

. 2
el doble tres veces el potencia de 5

~ producto de 4 _ doblede3 | es?

laraizcubicade | | El cuadrado de 3 =
1000 menos 5 mas el cubo 3

es
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 El resultado de

3
42 es

.

es

La raiz cuadrada de 25
mas el cuadrado de 4

El resultado de
multiplicar

3Fx 3*x 6es

k-

'

Raiz cubica de

cLa diferencia de los

™ T

It

éla raiz cuadrada de la

cuadrados de 6y 5 suma del cuadrado de 8 y
27 ae? 6 es?
/ /
¢El cuadrado de 8 ¢La raiz cuadrada de ¢10 unidades
- o
menos el cubo de 4 49 dividido 7 es: mas que 102 es?
es?
\ J J/ \ J
4 ™ ~ Y
La divisién de_ 20 mas la raiz
la < es'-’
. de 100
J
3x3x3x%3 [ ‘.’;/_1 = 3 expresado 6% = 216 expresado |
expresado en forma de como potencia como raiz
potencia.
|\\“- J/ll j .__\H- _/I{I

V32

Ocho elevado al

cuadrado
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Anexo 4. Pista para la gran carrera por el conocimiento de la radicacion y la

-7z

potenciacion.

LA GRAN CARRERA POR EL CONOCIMIENTO DE LA RADICACION

P @

\
1E3---2-— 1-SALDA
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Anexo 5. Dados para la radicarrerera

Nx

Nx
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Anexo 6. Recortables para el juego del bingo de la radicacion y la potenciacion.

/'/ "
/ Raiz

Dos al \
cuadrada de cubo mas
seis al
cuadrado
/ 2 \ i\\ 3
32 4 )
24 +1

~ ™ P =
7 \ v Sy

/" El cuadrado
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el cubo de 3

/" Cuatro

al cubo
mas dos

/ Dos’unidades \ y N Raiz N\
mas que el 2 .
cuadrado de cubica de
tres

8
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Anexo 7. Cartones para el bingo de la radicacion.
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5.4.

Laboratorio 4. Variacion y cambio.

5.4.1. Guia del maestro.

OBJETIVO
DE APRENDIZAJE

ESTANDARES BASICOS DE
COMPETENCIAS EN
MATEMATICAS

PENSAMIENTO
MATEMATICO

Modelar diversas
situaciones de cambio,
expresarlas, simbolica,
verbal y graficamente y
tabularlas de forma
algebraica.

Identificar patrones
(numéricos y no
numericos) en juegos de
razonamiento ldgico.
Comprender la nocion de
pensamiento variacional
para desarrollar
habilidades en la
solucién de situaciones
problemas de variacion y
cambio.

Formular conjeturas
sobre el comportamiento
de una grafica teniendo
en cuenta el fendmeno
que representa.

Describo e interpreto variaciones
representadas en graficos.
Predigo patrones de variacion en
una secuencia numérica,

Pensamiento geomeétrica o gréfica.

variacional, Represento y relaciono patrones
sistemas numéricos con tablas y reglas
algebraicos verbales.
y Analizo y explico relaciones de
analiticos dependencia entre cantidades que

varian en el tiempo con cierta
regularidad en situaciones
econdmicas, sociales y de las
ciencias naturales.

DERECHOS BASICOS DE APRENDIZAJE
(DBA)

Resuelve y propone situaciones en las que es necesario
describir y localizar la posicion y la trayectoria de un
objeto con referencia al plano cartesiano.

Describe e interpreta variaciones de dependencia entre
cantidades y las representa por medio de graficas.
Formula preguntas que requieren comparar dos grupos de
datos, para lo cual recolecta, organiza y usa tablas de
frecuencia, gréaficos de barras, circulares, de linea, entre
otros. Analiza la informacién presentada y comunica los
resultados.

DESEMPENOS ESPECIFICOS

e Comprende la nocion de pensamiento variacional y desarrolla habilidades en la
solucion de situaciones problemas de variacion y cambio.
e Férmula conjeturas sobre el comportamiento de una gréfica teniendo en cuenta el

fendmeno que representa.
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e Modela diversas situaciones de cambio y las escribe simbdlicamente, en palabras, en
forma gréfica, en forma tabular, y en forma algebraica.
« Identifica patrones (numéricos y no numéricos) en juegos de razonamiento l6gico.

Tabla 18. Objetivos de aprendizaje, pensamiento matematico, Estandares Basicos de Competencia, Derechos
Basicos de Aprendizaje y desempefios especifico.

FASES ACTIVIDADES RECURSOS
e, Palitos de paleta, pajillas o palillos,
Dinamica “alcance la p Pal . P .
N L cubos de diferentes tamafios, figuras
- Apertura estrella”. Reconocimiento y o :
5 . geométricas, sucesiones de letras y
£ 0 aplicacion del concepto de . . .
S Exoloracion | variacion, cambio, patrén sucesiones de nimeros. Guia del
= Xplo ! ' | docente: orientaciones didacticas
S secuencia y sucesion.
(momento 1).
Computador video beam, tablero,
Desarrollo . , chaquiras®, ambiente letrado de aula,
Regularidades no . . i
0 AR internet, guia del docente:
., numericas . . S 1z s
Estructuracion | ., . ., . _,, | orientaciones didacticas (momento
Regularidades numéricas . . .
de la clase 2), guia del estudiante: actividad
No.2y 3,anexos 1,2y 3.
Trabajo o : ., Guia del estudiante: actividad No.4 y
] Numeros triangulares”. . .
Independiente | ..., . 5, anexos 4 y 5. palillos, pitillos y
- Numeros cuadrados”. -
S plastilina.
= Trabajo “Ntimeros cubicos”. Guia del estudiante: Actividades
= Cooperativo | “Andlisis y elaboracion de | No.6,7 y 8, anexos 6, 7y 8 lista de
= graficas”. nameros, tijeras, cartulina, papel,
“Construccion de la espiral | cubos de igual volumen, regla,
de Fibonacci”. colores, hoja cuadriculada y compas.
= . . Guia del docente: orientaciones
c Cierre Actividad No.9. En busca o
g del tesoro perdido didacticas (cuarto momento)
S 0 ] P ' Guia del estudiante: Anexos 9y 10
= o Transferencia
Video: Patrones en la Naturaleza.
E Para aprender o https://www.youtube.com/watc
= mas Actividad No.10. En la h?v=9vmakrmzdiU
£ web también se aprende | Video: el mundo de la geometria
= matematicas. fractal.
https://www.youtube.com/watc
h?v=mVyczf3kL W8

Tabla 19. Fases, actividades y recursos.

® Chaquiras: Sartas, mostacillas, o abalorios utilizados para confeccionar collares y pulseras.
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https://www.youtube.com/watch?v=9vmakrmzd1U
https://www.youtube.com/watch?v=9vmakrmzd1U
https://www.youtube.com/watch?v=mVyczf3kLW8
https://www.youtube.com/watch?v=mVyczf3kLW8

5.4.2. Fundamentacion tedrica del contenido de la clase.

Este laboratorio tiene como finalidad fortalecer la didactica para el aprendizaje de la
variacion y el cambio, que permita a los docentes tomar decisiones conscientes y
fundamentadas sobre diferentes actividades, métodos, recursos, técnicas y formas de
trabajo en el aula, para mejorar el aprendizaje de los estudiantes del grado quinto.

Los primeros indicios del pensamiento variacional se encuentran en la prehistoria.
Desde los primeros asentamientos humanos, surgid la necesidad de interactuar con el
entorno, y esto implico necesariamente la observacién constante de todo tipo de fendmenos
variables, algunos de ellos periodicos; la percepcion de ciclos, de oscilaciones y
fluctuaciones en las propiedades de los entes animados e inanimados que componen el
mundo.

El cambio ha estado presente en todo momento, desde la necesidad del
desplazamiento constante de las comunidades némadas, las migraciones, la recoleccién de
alimentos, la caza y la pesca, hasta los primeros asentamientos humanos que requirieron el
conocimiento del territorio, de los recursos hidricos y de las estaciones.

Cambio y variacion

El cambio es una caracteristica que no permanece, se modifica y se altera; mientras
que el concepto de variacion hace referencia a la cuantificacion de dicho cambio. En la vida
diaria se dan infinitas relaciones entre estos dos conceptos, de tipo natural, econémico y
social y es la matematica la que tiene el papel de describir, representar, comprender,
reconocer, cuantificar y en ocasiones controlar estos cambios.

Entender estos cambios para dar solucion a innumerables interrogantes, ha sido un
reto que trascendio desde el inicio de la humanidad; haciendo necesario el estudio de
patrones aditivos y multiplicativos, regularidades numéricas y geométricas, secuencias
matematicas a partir del andlisis de tablas, figuras y formulas.

Regularidad numérica

Una regularidad numérica, es una serie 0 sucesion de elementos que se forman
mediante un patron o regla que permite definir o determinar mediante el analisis cada
elemento de una progresion. La repeticion de un fenomeno asociada a elementos como el
tiempo, ritmo, compas, regulacion, entre otras, muestran regularidades que se pueden
analizar matematicamente para encontrar cuél es el patron o regla de formacion de una
sucesion.
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En los anélisis de una regularidad numérica se debe encontrar el patron o regla de
formacion de la sucesion, mediante un estudio de los elementos. Por ejemplo, en la
siguiente sucesion, la figura 1 esta formada por tres palillos, la figura 2 por cinco palillos,
la figura 3 por siete palillos y asi sucesivamente como se muestra en la figura 24.

figura 1 figura 2 figura 3

Figura 24. Representacion pictdrica de una sucesion con palillos.
Mateméticamente, se puede establecer la siguiente relacion:

e Para formar la figura uno se necesita tres palillos, entonces, 3 = 2-1 + 1
e Para formar la figura dos se necesita cinco palillos, entonces, 5 = 2 -2 + 1
e Para formar la figura tres se necesita siete palillos, entonces, 7 = 2- 3 + 1

Del analisis anterior, se deduce que el término general de la sucesién es 2n, donde
el 2 indica el nimero de palillos que requiere agregar cada vez que se avanza en la
progresion de las figuras y la letra n indica (empezando desde la 1) el nimero de la figura,
todo eso més 1; por lo tanto, la formula o patrén estd dada por 2n + 1. Por ejemplo, ¢qué
cantidad de palillos se requieren para formar la figura cinco?

Operando la férmula x = 2n + 1 y remplazando la n por cinco se tiene que:

x=2(0B)+1
= 10+4+1
= 11

Por lo tanto, para formar la figura cinco se requieren 11 palillos.

Del ejercicio anterior se concluye que al observar y analizar una regularidad
numérica se formula una expresion general que represente dicha regularidad.
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Secuencia matematica

Una secuencia es un conjunto de elementos encadenados o sucesivos que guardan
una relacién entre si de acuerdo con un patrén definido y a un orden determinado, por lo
general moviéndose hacia un resultado particular, se nombran con una letra 'y un
subindice (n) cuyo valor depende del lugar que el término ocupa en la sucesion. Toda
secuencia estd compuesta por un primer término y cada término tiene un siguiente; empieza
siempre en 1, y sigue 2,3,4,5, 6,7, ..., asi sucesivamente (a,, a,, as, a4, as, g, ...,) Y
puede ser ascendente o descendente, numérica 0 geométrica.

Secuencia (sucesion) aritmética

Una secuencia o sucesion aritmética es un conjunto de nimeros en los que cada
término (a acepcion del primero) se obtiene a partir del anterior suméandole una cantidad
constante llamada diferencia (d). La diferencia entre dos términos consecutivos es una
constante. Siguiendo el patron blanco en la sucesion que se muestra en la siguiente figura la
diferencia o constante es 1. En la misma figura, siguiendo la secuencia de cuadrados azules,
la diferencia o patron es 2.

Figura 25. Representacion pictérica de las sucesiones 0, 1, 2, 3,y 6, 8, 10, 12, de acuerdo con el nimero de
cuadrados blancos y azules.

En toda progresion aritmética se cumple que:

a,= a; +d
az= a, +d
a,= az; +d

as= a, +d

c;n= a,; + (n—1)d

Secuencia numérica con patrones aditivos y multiplicativos

Las secuencias numeéricas con patron aditivo o multiplicativo son ascendentes y

siguen un orden, donde cada nimero es mayor que el anterior y se obtiene mediante una
suma, multiplicacién, o una combinacion de ambas. Por ejemplo, en la secuencia
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1,2,3,4,5,6, ..., para pasar consecutivamente de un niUmero a otro se suma una unidad,
como se muestra en la figura 26.

+1 +1 +1
TL2 L3 L4.
Figura 26. Secuencia numérica con patron aditivo 1.

La secuencia 1,3,9,27, ..., es ascendente, pero a diferencia de la anterior, para
pasar de un namero al siguiente se debe multiplicar por 3, como se muestra en la
figura 27.

125 3% o X 27..

Figura 27. Secuencia numérica con patron multiplicativo.

La secuencia 1,4, 8,11, 22,25, 50 cumple dos condiciones en particular, para pasar
de un numero a otro se ha alternado la suma de 3 con la multiplicacién de 2, como se
muestra en la figura 28.

+3 X2 +3 x2 +3 x2
171, 4 1. 871, 1171,2271.2571.50.-

Figura 28. Secuencia numérica con patron aditivo y multiplicativo.

Secuencia hnumérica con patrones de resta y division

En las secuencias numéricas descendentes, se cumple que cada niumero debe ser
menor que el anterior y se fundamentan mediante la adiccion o la division; por ejemplo, en
la sucesion 21,18, 15,12,9, ..., de la figura 29, los nimeros son descendentes y para pasar
de un nimero a otro se resta por tres unidades. En la sucesion
100000,10000,1000, 100, 10, 1 para pasar de un nimero mayor al siguiente se ha
dividido por 10, como se muestra en las figuras 30.

212 182 157 127 9 ...

Figura 29. Secuencia numérica descendente.
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+10 +10 +40 10 10

100000 10000 L. 1000 |.100.10 .- 1

Figura 30. Secuencia numérica descendente con patrén de cambio + 10

Secuencia geométrica.

Una secuencia geométrica esta dada por un conjunto de nimeros en la que la relacion
entre los términos consecutivos es constante; es decir, cada término se obtiene a partir del
anterior por medio de multiplicar una cantidad fija llamada razon de la secuencia o
progresion. En una secuencia o progresion geométrica el cociente entre dos términos
consecutivos es una constante (razén). Por ejemplo, en la figura 31, la longitud del
cuadrado azul mas pequefio mide una unidad, el segundo es el doble del primero, el tercero
es el doble del segundo, el cuarto es el doble del tercero y el quinto el doble del cuarto. La
secuencia o progresion geométrica que describe esta figura corresponde a: 1, 2,4, 8, 16.
Matematicamente, se tiene que: x,,=x; .7™ 1. Donde:

Xy: €s el término general

x4 : es el valor del primer término
n: es el nimero de términos
r: es la razon

Figura 31. Representacion pictrica de la progresion 16, 8, 4, 1, ...

En la progresién 1, 2,4, 8,16, 32, ... los primeros términos de la sucesion son:

x1=1, x, =2, x3 =4, x, =8, x5 = 16. Larazon de la progresion esta

. ;- 2
determinada en forma genérica por: r = =2 donde r = o= 2.

)
X1

130



Para identificar, por ejemplo, el valor que ocupa el término x;, se emplea la formula
general (x,, = x; 7™ 1), se remplaza x, por 1, n por 10, r por 2 y se realizan las
operaciones indicadas, asi.

x10 =1 (217
—1(29)
—1(512)
=512

En la progresion, 1,2,4,8,16,32, ..., x,0, €l valor que es consecutivo en forma
ascendente a x4 es 512.

Patrén o regularidad

Un patrdn es una sucesion repetida de elementos (auditivos, gestuales, gréficos, ...)
que se forman a partir de un nucleo generador siguiendo una regla; en algunas sucesiones el
nucleo se repite periédicamente, en otras el nucleo crece o decrece de forma regular. Un
patrén expresa una relacion estructural entre los elementos de una determinada regularidad
que se elabora siguiendo una regla o algoritmo, ya sea de repeticion o de recurrencia, segun
sea su estructura de base.

Si su estructura de base es de la forma AB se dice que es un patron de repeticion porque
sus elementos estan presentados en forma periddica. Son ejemplos de patron de repeticion:

e Amarillo, azul, rojo, amarillo, azul, rojo, ...
e Do, re, mi, fa, do, re, mi, fa, ...

e 1,3,51,35,1,3,5.

e Auzul, azul, rojo, rojo, azul, azul, rojo, rojo.

En los patrones de recurrencia, su nucleo o base cambia con regularidad; es decir, cada
término de la sucesion puede ser expresada en funcién de cuyo analisis se infiere su ley de
formacion. Por ejemplo:

e M,MMM,MMMMM, MMMMMMM, MMMMMMMMM, ..., numéricamente se
expresa como: 1,3,5,7,9, ...

e 44+2,4+4+4+2,44+44+4+2,44+4+44+4+2,..5epuede expresar como:
4,6,10,14,18, ...
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e 0,10,20,30,40,50. Son multiplos de 10
e 10,100,1000,10000,...10™, ..., donde n = 1,2,3,4, ...
e 1,3,9,27,81,..,3"..donden =0,1,2, ...

En el analisis matematico, los patrones permiten observar y analizar detenidamente
un acontecimiento de variacion y evidenciar en el que cambia, qué hace que cambie, como
cambia, cuanto cambia, qué permanece invariante y poder asi establecer generalizaciones.

En la modelizacion de una situacién matematica para identificar patrones y
regularidades, juegan un papel importante las representaciones pictéricas, que permiten
observar lo que sucede en diversos momentos de la situacion de cambio; representacion
escrita, para establecer las observaciones; representacion tabular para establecer procesos
aritméticos y construir formulas y finalmente la representacion algebraica, para condensar
la informacion.

Numeros Poligonales y Piramidales

Un ndmero poligonal es un nimero natural que puede ser representado por medio de
puntos consecutivos para formar un poligono regular, empezando por el 1. A este conjunto
de numeros pertenecen los numeros triangulares, cuadrados, rectangulares, pentagonales,
hexagonales, entre otros.

Los primeros numeros poligonales son los nimeros triangulares, estos se forman a
partir de triangulos. Los nimeros 1, 3, 6, 10, 15, 21, ... son triangulares, ya que cada uno
admite una disposicion en triangulos equilateros sucesivos

L J
® e o
] e o e o o
® L e o @ o o o o
® o o e o o e @ o o ® & e o o
1 3 6 10 15

Figura 32. Representacion gréafica de los primeros 5 nimeros triangulares

El segundo grupo lo conforman los numeros cuadrados, a este grupo pertenecen los
nUmeros cuya raiz cuadrada es un nimero entero. Los nimeros 1, 4,9, 16, 25, ... son
cuadrangulares porque se pueden ordenar dentro de una figura cuadrada o cuadrados
perfectos.
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Figura 33. Representacion grafica de los primeros 5 ndmeros cuadrangulares.

El tercer grupo esta conformado por los nimeros oblongos. A este grupo pertenecen
los nimeros 2, 6,12, 20, 30, ... por ser el producto de dos nimeros naturales consecutivos,
esdecir,1x2=2;2%x3=6;3%x4=12; 4x5=20,...

e o o o e o o o o

e o o e o o o e o o o o

e o e o o e o o o e o @ o o
2 6 12 20

Figura 34. Representacion gréfica de los primeros cinco nimeros rectangulares.

Los griegos fueron los primeros, en representar los nimeros con formas geométricas.
Estudiaron los numeros triangulares, cuadrangulares y rectangulares. La Geometria y la
Aritmética estaban muy relacionadas entre si. Pitagoras y sus discipulos utilizaban
pequefas piedrecillas para determinar formas geométricas y asi observar las relaciones
entre los nimeros y sus formas. El analisis que se plantea es la forma como estos
matematicos consiguieron descubrir importantes teoremas y relaciones.

5.4.3. Orientaciones didacticas.

Para este laboratorio es esencial que el docente divida la clase en cuatro momentos
(apertura, desarrollo, cierre y para aprender mas). En el momento de la apertura o de
exploracidn, se da a conocer los objetivos de la clase y se hace uso de los ambientes
letrados en matematicas con temas alusivos a los conceptos de variacion y cambio. Para
esto es indispensable que con anterioridad se decore el aula con patrones numericos, no
numéricos y geométricos, cubos y cuadrados de diferente tamafio, recta numeérica, regletas
de Cuisenaire, bloques ldgicos, espiral o caracol pitagdrico, espiral de Fibonacci, entre
otros; que el docente considere pertinentes para desarrollar el pensamiento 16gico
matematico de los estudiantes. Se desarrolla la actividad “dinamica alcance la estrella para
el reconocimiento y aplicacion del concepto de variacidn, cambio, patrén, secuencia 'y
sucesion” que se encuentra en la actividad No.1.
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Para el segundo momento, el docente conceptualiza el tema “Una aproximacion al
concepto de variacion y cambio” propuesta en la guia del maestro; esto con el objetivo de
inducir a los estudiantes en la comprension del pensamiento variacional por medio de
estrategias didacticas que les ayude a desarrollar habilidades en la solucion de situaciones
problema de variacion y cambio.

Con el objetivo de identificar patrones (numéricos y no numéricos) en juegos de
razonamiento ldgico, es fundamental que el docente retome las construcciones (ambiente
letrado en matematicas) que inicialmente se habian propuesto en el momento de la
exploracién para aclarar estos conceptos y motivar la reflexion. En forma individual los
estudiantes desarrollan las actividades No.2, 3,4 y 5. En plenaria, por medio de la dindmica
“el palito preguntdn'®” el docente modera la socializacion de estas actividades guiado por
las siguientes preguntas ¢Qué cambia en estas sucesiones? ¢ Qué hace que cambien? ;Cémo
cambian? ;Cuanto cambian?

Con el desarrollo de las actividades No.6, 7 y 8 se pretende fortalecer el trabajo
cooperativo, afianzar en los estudiantes la modelacion de diversas situaciones de cambio
que conlleven a ser expresadas simbolicamente, en palabras, en forma gréfica, en forma
tabular, y en forma algebraica, y a formular conjeturas sobre el comportamiento de una
gréfica teniendo en cuenta el fendmeno que representa. La actividad No.8 tiene como
propdsito motivar a los estudiantes en la construccion de la espiral de Fibonacci (anexo 8)
de una forma dindmica y se inquieten a seguir investigando sobre esta construccion
matematica que recurrentemente se ve en la naturaleza.

Para el tercer momento, denominado cierre o transferencia, se ha propuesto la
actividad No.9 “En busca del tesoro perdido”. Esta actividad esté disefiada con el objetivo
de verificar y reflexionar acerca de los conocimientos adquiridos por los estudiantes en
cuanto al tema de variacion y cambio; para esto, se recomienda que el docente forme
equipos de cuatro o cinco estudiantes y bajo su orientacion los invite a resolver una serie
enigmas (anexo 9). Cada vez que un equipo resuelva un acertijo, se hace acreedor a un
poder representado en una pieza de un rompecabezas (anexo 10), que armado
correctamente se convierte en el mapa que revela el sitio exacto en el que se encuentra el
tesoro y debilita al tiburon que lo custodia.

10 Dindmica del palito preguntén: Consiste en depositar en un recipiente (vaso) el nombré de los
estudiantes escritos en un palo de paleta e ir sacando al azar cada uno para que el estudiante elegido exponga
su trabajo.
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Terminada la actividad, el docente por medio de una serie de preguntas, previamente
planificadas, invita a los estudiantes a participar en la retroalimentacion de la clase e
indagar asi sobre los logros alcanzados con este laboratorio.

En el cuarto y Gltimo momento, denominado para aprender mas, se ha planificado la
actividad No.10 “en la web también se aprende matematicas” como estrategia de refuerzo
para que los estudiantes por medio de la observacion de los videos “patrones en la
naturaleza” y el “mundo de la geometria fractal” puedan ampliar sus conocimientos y les
permita identificar elementos para generar pensamiento variacional.
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5.4.4. Guia del estudiante.

Lo que comprenderas

e Comprender la nocion de pensamiento variacional para desarrollar habilidades en
la solucion de situaciones problemas de variacion y cambio.

e Formular conjeturas sobre el comportamiento de una grafica teniendo en cuenta el
fendmeno que representa.

e Modelar diversas situaciones de cambio y expresarlas simbolicamente, en
palabras, en forma gréfica, en forma tabular, y en forma algebraica.

¢ Identificar patrones (numéricos y no numericos) en juegos de razonamiento légico.

Practica de exploracién

Materiales

Guia del estudiante, papel, lapiz, tijeras, regla, trasportador, palitos de paleta, pajillas
o palillos, hojas cuadriculadas, cubos de diferentes tamafios, figuras geométricas, chaquiras,

abaco, tablero, video beam, computador e internet, anexos 2,3,4,5,6,7,8 y 9.

Actividad No.1. Dinamica alcance la estrella para el reconocimiento y aplicacion del
concepto de variacion, cambio, patron, secuencia y sucesion.

Para esta actividad, solicite a la docente las indicaciones que se han propuesto en la guia del
maestro.

Actividad No.2. Regularidades no numéricas

Utilice el material de figuras propuesto en el anexo 1 para realizar las siguientes
secuencias y hallar el patron.

A B c D A B c D A B c D
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a)

b)

d)

f)

Continua la siguiente secuencia utilizando el patron AABC.

A A B C A A B c

Con el material del anexo 1, continua la secuencia y establece el patrén en la siguiente
sucesion.

1 2 3 4 5 6

Recorta las figuras del anexo 2 y organiza de forma ascendente las figuras teniendo
en cuenta el nimero de sus lados.

Recorta las figuras del anexo 3, organiza en forma descendente las letras J, M, E,
W, A, P, R, | e identifique el patron.

Elabora tus propias secuencias, dibujalas en tu cuaderno y socializalas con tus
compafieros para que ellos encuentren el patrén.

Relnete con dos compafieros y analicen las dos primeras secuencias teniendo en
cuenta las siguientes preguntas y luego organicen una presentacion para socializar
con el grupo lo analizado.

e Qué cambia en estas secuencias?

e (Qué hace que cambie?

e CoOmo cambia?

e ;Cuanto cambia?

e Busca otra forma distinta de representar la situacion.

Actividad No.3. Regularidades numericas

a) Utiliza chaquiras de diferentes colores (2 azules, 4 rojas, 6 verdes, 8 amarillas, 10
blancas), y agrupa cada conjunto en forma ascendente.

¢Cual es la secuencia gque se form¢?

¢ Cual es su patron de formacién?
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¢ Qué conjunto numérico se formé?

¢Cuantas chaquiras necesitas para representar el sucesor par del nimero 10?

b) Utilice el material del anexo 4 (Material de nimeros para recortar) para realizar las
siguientes secuencias, hallar el patron y resolver las siguientes preguntas.

e 1,4,8,16,32,64,..,

e 0,4,8,12,16,20,..,
¢ Estas secuencias son de orden ascendente o descendente?
En la sucesién 1,4, 8,16, 32, 64, ..., el patron es aditivo o multiplicativo?
En la sucesion 0,4, 8,12, 16, 20, ..., ¢el patrén es aditivo o multiplicativo?

c) Utiliza el material del anexo 5 (recortables para armar la sucesion de cuadrados) y
construye dos secuencias, una descendente y otra ascendente con patron multiplicativo.

e ;Con cuantos cuadrados de unidad uno se cubre la figura 2,3,4 y 5?

e Enun trozo de cartulina construye las figuras 6 y 7 y establece cuantos cuadrados
de unidad uno se requiere para cubrir cada figura.

e Escribe la nueva sucesion que resulto del analisis anterior.

d) Complete la siguiente secuencia, halle el patrén y establece si es aditiva o multiplicativa.

0 5 10 15

e) Ubica en el dbaco una ficha por cada una de las posiciones (unidades, decenas, centenas,
unidades de mil, decenas de mil y centenas de mil), escribe la secuencia que resulta y
resuelve las siguientes preguntas.

¢ Qué tipo de secuencia resulté?

¢ Cudl es su patrén?

¢ Qué operacion aritmética se debe hacer para encontrar, el nimero que es
consecutivo a 100?

Prueba con dos numeros consecutivos y divide el mayor por el menor. ;Qué nimero
resulta de esta division?, realiza nuevamente este procedimiento tomando otros dos
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ndmeros consecutivos, ¢el nimero que resultd de esta nueva division es diferente o igual al
anterior?

Actividad No.4. Lo fascinante de los numeros triangulares.

a) Elabora la siguiente secuencia con palillos y plastilina hasta llegar a construir
secuencialmente la figura No.6. Registra los datos en la tabla siguiente, teniendo en
cuenta el nimero de palillos utilizados en cada figura. Para finalizar establecer cual es el

patron de la secuencia.

. A

figura 1 figura 2 figura 3 figura 4 figura 5 figura 6
Figura 1 2 3 6 8
Cantidad de puntos 1 3 ]

b) Trabajo en plenaria. De acuerdo con la secuencia anterior reflexionar sobre las
siguientes preguntas. ¢ Qué cambia en esa sucesion?, ;Qué no cambia?, ;Qué hace que
cambie?, ;Como cambia?, ;Cuanto cambia?, ;Cdémo saber el nimero de triangulos que se
forman con la figura 12, o con la figura 17 o la 100? ¢a qué conjunto perteneceran estos
ndmeros?

Actividad No.5. Jugando con los niumeros cuadrados

a) Construye con plastilina y pitillos la siguiente secuencia geométrica hasta lograr armar
la figura correspondiente de orden cinco.

figura 1 figura 2 figura 3 figura 4 figura 5
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c) Registrar los datos en la siguiente tabla y trata de encontrar una forma de saber cuantos
pitillos necesitas para construir la figura 12.

Completa la tabla

Orden 1 2 3 4 5 6 7

Cantidad de pitillos

d) Trabajo en plenaria. De acuerdo con la secuencia anterior reflexionar sobre las
siguientes preguntas. ¢Qué cambia y que no cambia en esta secuencia?, ¢ Qué hace que
cambie?, ;Como cambia?, ;Cuanto cambia?, ;Coémo saber el nimero de cuadrados que se
forman, como el de la figura 1 para armar la figura 10, o con la figura 17 o la 100?, ;a qué
conjunto perteneceran estos nimeros?

Actividad No.6. Descubriendo los nimeros cubicos.

a) Utiliza diferentes cubos de igual volumen y construye la figura 28, represente en una
tabla los datos obtenidos y contesta las siguientes preguntas.

Figura 35. Representacion grafica de los nimeros cubicos.

e ;Con cuantos cubos se formo la figura 2?

e ;Con cuantos cubos se formo la figura 4?

e ;Cuéntos cubos se necesitan para formar la figura 5?
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Actividad No.7. Andlisis y elaboracion de gréaficas para observar la variacion y el cambio
de fendmenos en la naturaleza.

a) Elabora la siguiente grafica en tu cuaderno y colorea de diferente color cada
cuadrado que se ha formado mediante la intercepcion en cada punto del eje x con el

eje y.

-1 0 1 2 3 4 5 [ 7 8 9

-1
b) Recorta los cuadrados del anexo 6, juntalos de forma que logres armar un cuadrado
cada vez mas grande que el recortado y resuelve las siguientes preguntas.

e ;Con cuantos cuadrados del tamafio de la figura que recortaste se forma un
cuadrado dos veces mayor que el recortado?

e ;Cuantos cuadrados del tamafio de la figura que recortaste se necesitan para
formar un cuadrado tres veces mayor que el recortado?

e ;Con cuantos cuadrados se forma un cuadrado cuatro veces mayor que el
recortado?

e ;Cuantos cuadrados se requieren para formar un cuadrado 6 veces mayor que el
recortado?

e ;Qué sucesion de numeros resulta de la construccion que acabas de realizar?
Represéntela por medio de una gréfica.
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¢) Ordena cada una de las siguientes imagenes de carros! indicando de menor a mayor
el nimero que le corresponde a cada uno segun la velocidad con que se desplazan.

300

60

210

d) Con base en las imagenes anteriores, responde las siguientes preguntas:
e ;Qué cambia?
e ;Qué hace que cambie?
e ;Cblmo cambia?
e Recorta los autos del anexo 7 y realiza una grafica donde se represente la velocidad
con que se desplaza cada carro.

e) Considere la siguiente tabla.

En reposo

60 kildmetros
1lhora

120
kilémetros
en 2 horas

180
kilémetros
en 3 horas

240
kilémetros en
4 horas

300
kilémetros
en 5 horas

e (Qué cambia y qué permanece constante en cada cuadro?
e ;Qué varia en cada cuadro a medida que pasa el tiempo?
e ;Cuantos kildmetros recorre el auto en 3 horas?

M Las imagenes fueron tomadas de:
https://www.google.com.co/search?q=auto&rlz=1C1EJFA enCO677C0O678&source=Inms

&tbm=isch&sa=X&ved=0ahUKEwiWxruBptLVAhXI2SYKHbteBpcQ AUICigB&biw=1

242&bih=589#imgrc=k6 TO0gdgMRt0BM:
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Si el carro continda su trayectoria a una velocidad constante, ¢ cuantos kilémetros
habré recorrido en 7 horas?

Escribe la sucesion numérica de la trayectoria del auto y encuentra el patrén aditivo
o multiplicativo que se genera. ;A qué velocidad se esta desplazando el auto?
Traza la gréafica de la posicion en funcién del tiempo entre las cero y las 7 horas.

Analiza la figura relacionada a los cuadrados azules y naranjados superpuestos entre
si de afuera hacia adentro, donde la medida del lado del primer cuadrado es

16 unidades. Toma como base los cuadrados de color azul, construye la secuencia
numérica de la longitud de cada cuadrado y represéntala mediante una gréfica en el
plano cartesiano de la longitud del cuadrado con respecto al nimero de cuadrados. Si
se aumenta el nimero de cuadrados indefinidamente, ¢a donde tiende la longitud del
cuadrado azul? llustre la situacion graficamente.

Actividad No.8. “La espiral de Fibonacci”

Indicaciones para armar la espiral de Fibonacci:

1) Recorta los dos cuadrados pequefios (de unidad 1) del anexo No.8 (Cuadrados para
la espiral de Fibonacci” y tinelos horizontalmente. ¢ Qué figura se formé?

2) Realiza con el compas un semi arco de forma que una los punto G, J y L.
3) Busca un cuadrado que tenga la misma longitud del rectangulo que acabas de

formar, recértalo, ubicalo de bajo de los dos cuadrados anteriores. Traza el arco
correspondiente a los puntos L, y U, . ¢ Qué figura acabas de formar?,
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4) Recorta el cuadrado que tiene la misma longitud de la unién de los tres cuadrados
anteriores, ubicalo a la izquierda de estos tres y traza el arco correspondiente a los
puntos U; y R. ¢La nueva figura tiene forma de cuadrado o de rectangulo?, ¢ Cuales
son sus dimensiones de sus lados?

5) Con la union de los cuatro cuadrados, busca el rectangulo que tiene su misma
longitud, recortalo, sitGalo encima de estos y traza el arco correspondiente a los
puntos R y A;. ¢La nueva figura tiene forma de rectangulo?, ;Cuéles son sus
dimensiones de sus lados?

6) Repite el procedimiento anterior y ubica el cuadrado al lado derecho de los seis
cuadrados anteriores y traza el arco correspondiente a los puntos A; y D;.

7) Ubica el siguiente cuadrado debajo de las siete figuras anteriores y traza el arco
correspondiente a los puntos D,y Q,.

8) Ubica el ultimo cuadrado a la izquierda de los siete anteriores y traza el arco
correspondiente a los puntos Q; Y L;.

9) Mida uno de los lados de cada cuadrado y escribe de menor a mayor cada valor.
¢ Qué sucesion resulta de la medida de los lados de cada cuadrado?

Actividad N0.9. “En busca del tesoro perdido”.

El reino de los sabios ha sido atacado por unos malvados ogros y se han llevado el
tesoro mas preciado de todos: “la sabiduria”. Cuenta la leyenda que este majestuoso tesoro
lo tienen custodiado por un enorme tiburén y ha sido escondido en un cofre cerrado con
Ilave dentro de una gruta a la que s6lo se puede llegar con un mapa.

Si quieres embarcarte en esta aventura en busca del tesoro escondido, lee
detenidamente las indicaciones que ha disefiado el mago del reino para encontrar el mapa
que indica cémo recuperarlo. Cada vez que un equipo resuelva un acertijo (anexo 9), se
hace acreedor de un poder representado en una pieza de un rompecabezas (anexo 10), que
armado correctamente se convierte en el mapa que revela el sitio exacto en el que se
encuentra el tesoro y debilita al tiburon que lo custodia.

Autor: Ramiro de Jesus Tobon Tobon
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5.4.5. Anexos del laboratorio cuatro.

Aexo 1. Rrecortables para trabajar las regularidades no numéricas.
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Anexo 2. Recortables para trabajar la secuencia de figuras geometricas segun su
numero de lados.

Anexo 3. Recortables para trabajar las secuencias con letras.

JME W AR R U

RERAWA BRI IVIAN
BRIWANPRERNVAWAY
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Aexo 5. Rrecortables para armar la sucesion de cuadrados.
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Aexo 6. Rrecortables para armar la sucesion de cuadrados.
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Anexo 7. Recortables para realizar la grafica de la velocidad vs tiempo.
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Anexo 8. Recortables para construir la espiral de Fibonacci
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Anexo No.9. Tarjetas!? con enigmas para la basqueda del tesoro.

Enigma 1

Para encontrar el mapa del tesoro debes
abrir el cofre encantado. Esto solo se logra
hallando los tres numeros faltantes en la
siguiente sucesiéon que el mago ha

" — e planteado.
s PIRATE
TREASURE MAP 1,1,2,3,5,8,13,21, _, |
Enigma 2

Para desembarcar en la isla debes pagar un
impuesto a la tribu que alli habita, pero
primero debes saber qué cantidad es. Para
esto debes resolver la siguiente sucesion y
asi entregar el dinero exacto al cacique, si te
equivocas en el célculo puedes ser
capturado por esta feroz tribu a la que no le
gusta los errores. El nimero faltante en esta
sucesion indica la cantidad exacta que debes
pagar para poder desembarcar en la isla.

12 Jas imagenes fueron tomadas de: https://es.123rf.com/imagenes-de-archivo/mapa_tesoro_pirata.html
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Enigma 3

Hay un leén hambriento y feroz rondando
por la isla, para derrotarlo debes construir
un muro con seis ladrillos. Tu tarea es
averiguar de cuantas formas diferentes se
puede hacer el muro utilizando solo seis
ladrillos.

Enigma 4

Para avanzar hacia la busqueda del tesoro
debes darle de beber 1 litro de agua al koala.
Los recipientes en que debes llevar el agua
no estan graduados, solo se sabe que al méas
grande le caben 5 litros y al otro 3 litros. Tu
tarea es medir un litro de agua utilizando
estos dos recipientes sin desperdiciar el
liquido y asi dar de beber al koala.

Enigma 5

Dos ogros retinen bichos para su almuerzo,
uno le dice al otro

iDame uno para que los dos
quedemos con igual cantidad! “No, dice el
otro.

_i” Mejor dame uno tu a mi, para yo
tener el doble que tu” jcomo es esto posible?
TU misién es descifrar que cantidad de
bichos tiene cada ogro.
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Enigma 6

Tu siguiente mision consiste en recuperar el
nimero exacto de tortugas que han sido
capturadas por un malvado pirata. Para esta
mision solo se sabe que el numero de
tortugas es mayor que 30 y menor de 50. Si
se agrupan de 4 en 4 sobran 2 y si se
agrupan de 5 en 5 sobra 1. (Cuantas
tortugas tienes que recuperar?

Enigma 7

Unos cactus malvados andan sueltos por la isla,
para evitar ser atrapado debes construir un muro
e impedir asi su paso. Ten en cuenta las
siguientes figuras y construye el muro que
corresponde a la figura seis y escribe las dos
sucesiones que resultan de acuerdo con los
cuadrados azules y blancos.

e il I

figura 1 figura 2 figura 3 figura 4

Enigma 8

Avanza rdpidamente hasta la cueva donde
se esconde el pirata. Para derrotarlo debes
completar la siguiente secuencia y encontrar
el patron antes que él lo haga. Si no lo logras
seras capturado y encerrado en una celda
con unos malvados unos ogros

3,6,12, 24,

) ) nun
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Enigma 9

Para pasar al otro lado de la montafa debes
encontrar la puerta del tinel que conduce al
otro lado de la colina. La puerta solo se abre
descifrando la siguiente secuencia Yy
colocando el peso de una de las figuras al
lado derecho de la puerta y agrupando otras
dos de modo que su peso sea equivalente al
de la figura del lado derecho de la puerta. Tu
mision es construir la figura 5 y 6 para saber
cudl de estas dos es equivalente con la suma
de las otras dos.
- o gfi Sl

figwal figura2 figura 3 figua 4 fiwa 5 figua 6

Enigma 10

Para cruzar al otro lado del rio debes ayudar
a la abeja a llegar a la casilla nimero nueve
de su panal. Para eso, debes empezar en la
celda uno o dos y moverse hacia una celda
vecina que contenga un nimero mayor que
la celda en la que se encuentra ubicado.
Como veras, para llegar a la celda nueve hay
diferentes senderos, tu tarea es conducir a la
abeja por el camino correcto utilizando solo
siete celdas cuya suma de sus digitos de
como resultado 36.
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Enigma 11

Un duende juguetén ha escondido las dos
siguientes piezas que muestran el camino
para llegar a la cueva del tesoro, tu mision
es descifrar cudles son esas dos piezas
faltantes y continuar a si su camino.

Y18 £ Y (o J

Enigma 12

Para poder derrotar al dragdn debes unir cada descripcion de la

columna A con la secuencia de la columna B y llenar el espacio
con el nimero faltante. Tu misién es descifrar las secuencias
antes de que seas calcinado con las llamas que arroja el dragén.

Columna A

Patrén numérico de nimeros
impares, empezando con 1y
saltandose uno.

Patrén numérico de nimeros
pares, contando de dos en
dos.

En esta secuencia aritmética,
la diferencia comln es 1.

En esta secuencia aritmética,
la diferencia comln es 7.

En esta secuencia
geomeétrica, cada nimero es
el doble (dos veces) del
numero anterior.

Columna B

1,2,4, ,16,32,64,...

0,7,14,21,28,35, ...

1,35, ,9,11,13,...

___12,3,456,7,8,..

2,4,6,8,___,12,14,...
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Enigma 13

Para entrar a la cueva del dragdn, debes
averiguar cual es el valor del ‘

+ ‘=72
A+ A = 42
+A =56

Enigma 14

En la isla hay un cocodrilo gigante que esta
devorando todo a su paso. Tu misién es
averiguar el numero exacto de huevos
depositado en cada triangulo de la figura
cinco; para esto, observa la siguiente
sucesion de figuras geométricas, construye
la figura 5 y destruye los huevos que se han
depositado alli.

Figura 4 Figura §
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Enigma 15

Para abrir el cofre y devolver la sabiduria al
pueblo, debes descifrar el siguiente enigma.
Encuentra los cuatro ndmeros que te
serviran de clave para abrir el candado, ten
presente la féormula a,=n?>-1 vy
reemplaza en ella la letra n cuando esta
toma el valor de 2,5,4 y 7. Observa donde
pizas, cuidado con la arena movediza, no
vayas a caer en ella.
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Anexo 10. Piezas para armar el rompecabezas del mapa del tesoro
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

6.1. Conclusiones.

Teniendo como base el andlisis realizado en el rastreo bibliografico para abordar el
marco tedrico de este trabajo de grado, se concluye que en la ensefianza-aprendizaje en el
area de matematicas no es comun abordar de manera significativa el uso de laboratorios
para su fortalecimiento.

La utilizacién de elementos concretos, materiales y nuevas estrategias didacticas
contribuye de manera significativa en el aprendizaje de las matematicas, ya que la
adquisicion de los conocimientos se hace mas activa y agradable para el estudiante.

A partir de la utilizacion de material concreto se facilita la comprension de las
temaéticas, se posibilita un aprendizaje significativo y se generan mejores ambientes de aula.

Este trabajo permitio hacer un anélisis de los ejes teméticos del grado quinto, ademas
de los lineamientos, estandares, derechos basicos y demas documentos que ayudan a que
las précticas pedagdgicas de los docentes se encaminen a las necesidades y requerimientos
estatales.

Resulta relevante destacar que durante la etapa de ejecucion del laboratorio de
matematicas se observo motivacion en los estudiantes durante la ejecucion de las
actividades, posibilitando no solo el fortalecimiento de las competencias cognitivas en el
area de matematicas, sino, que ademas se fortalecieron las competencias sociales,
comunicativas, argumentativas y propositivas de los estudiantes. También se evidenciaron
mejores actitudes para el trabajo en equipo y en la entrega de las actividades.

El laboratorio de matematicas se convierte en una estrategia pedagogica de aula, en la
que se implementan diferentes actividades y juegos que desarrollan los estudiantes a partir
del uso de diferentes materiales didacticos, los cuales proporcionan un ambiente de aula en
el que se plantea una relacion entre conocimiento matematico y material concreto; relacion
que ayuda a la fundamentacion y construccion del pensamiento matematico.
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Durante la elaboracion y ejecucion de las actividades del proyecto se han podido
establecer acciones que contribuyeron al mejoramiento de los resultados de las pruebas
externas y han despertaron el interés de los estudiantes por las clases de matematicas como
se muestra en el anexo 1.

El estudio de los conceptos matematicos que se abordan en el grado quinto permite
que los docentes del area interioricen los resultados matematicos que mejoran su practica
en el aula de clase.

La utilizacion del laboratorio de matematicas y sus diferentes actividades es
fundamental en el proceso de ensefianza y aprendizaje de esta area, ya que genera en los
estudiantes el interés por aprender y permite el desarrollo y adquisicion de conceptos,
relaciones y métodos matematicos que posibilitan el aprendizaje de una forma activa.
Ademas, se muestra que la aplicacion de herramientas didacticas permite obtener
excelentes resultados en la asimilacion de conceptos matematicos que se ven reflejados en
las pruebas de estado.

La guia metodoldgica para el uso de los materiales didacticos es fundamental para el
buen uso del laboratorio, pues le ayuda tanto al docente como al estudiante a entender
mejor y sacarle el mayor provecho a cada experiencia de aprendizaje.

6.2. Recomendaciones

La aplicacion de cada laboratorio ha sido pensada con el objetivo de mejorar el
desempefio escolar y fortalecer en los docentes la didactica del contenido en matematicas y
se fundamenta bajo la premisa de que el estudiante aprende a medida que interactia con los
elementos del medio. En este sentido, esta estrategia no se basa en simplemente llevar al
aula de clase actividades diversas y talleres, sino acompafiar a los docentes con estrategias
efectivas de ensefianza-aprendizaje fundamentadas en los Lineamientos Curriculares, los
Estandares Basicos de Competencia en matematicas y los Derechos Basicos de Aprendizaje
y que ilustran y guien al docente en la implantacion de buenas préacticas de ensefianza. Por
ello, su implementacién en el aula de clase requiere del profesionalismo del docente y la
utilizacion eficaz del material didactico que aqui se propone.
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El objetivo de este trabajo no es prescribir o imponer un pensum académico, ni
mucho menos dar a entender que esta propuesta es la Gltima panacea en la ensefianza-
aprendizaje de la matemaética. Con esta propuesta se pretende dar a conocer algunas
actividades para que los docentes las analicen y adopten con base en su conocimiento y
experiencia que ayuden al mejoramiento de su curriculo.

La aplicacion de cada uno de los laboratorios no requiere que se haga de una forma
secuencial; es decir, cada docente lo ajusta a su plan de area y lo desarrolla segdn el ritmo
de aprendizaje de sus estudiantes.

La inadecuada aplicacion de estos laboratorios dificulta los procesos de ensefianza-
aprendizaje en el aula de clase e incide en el agrado o desagrado de la matematica en los
estudiantes. La correcta utilizacion de este material requiere de quien lo aplique
documentarse adecuadamente y seguir los parametros establecidos en la guia del docente;
de nada serviria entregar el material al estudiante para que este simplemente responda cada
actividad como si fuese un taller mas por resolver. Es responsabilidad del docente guiar
cada una de estas actividades y darle el “tinte” de laboratorio. Esto solo se logra si el
maestro planifica con tiempo cada laboratorio y dispone del material manipulativo que aqui
se propone.

Cada laboratorio se ha estructurado teniendo en cuenta un modelo de planeacién
predisefiado. Este modelo contempla cuatro momentos (apertura o exploracion, desarrollo o
estructuracion de la clase, cierre o transferencia y para aprender mas) que son cruciales para
el desarrollo de este y busca la articulacion de los Lineamientos Curriculares, los
Estandares Basicos de Competencia en matematica y los Derechos Basicos de Aprendizaje.
Es fundamental que su aplicacion siga el orden de estos cuatro momentos; Sin embargo, las
actividades pueden ser planificadas de acuerdo con el criterio y las necesidades de los
estudiantes.
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ANEXOS

ANEXO 1

INDICE SINTETICO DE CALIDAD DEL CENTRO EDUCATIVO RURAL BOBAL
LA PLAYA 2017.

En este anexo se evidencia los resultados arrojados en el indice Sintético de Calidad
(ISCE), el cual define el progreso de cada institucion en una escala valorativa de uno a diez
a nivel nacional. Con relacion al afio 2015 el Centro Educativo se ubico en una escala de 3,61
y en el 2016 en la escala 4,88, demostrando un aumento del 1,27 en el area de matematicas.

|

Y
Afio Desempefioc  Progreso  Eficiencia  Ambiente ISCE m s
2018 5,26 é
2017 228 101 083 076 488 503 o
2016 1,96 | 000 095 0,70 361 @ 4,86
2015 165 | 1,74 @ 066 075 4,80
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ANEXO 2

POSTER “LABORATORIO DE MATEMATICAS”.

Este poster que se anexa a continuacion se presento en el Primer encuentro académico
Maestria en Ciencias Naturales y Matematicas como resultado del mejoramiento en las
pruebas saber en el afio 2014 y 2015, a partir de la implementacion de algunas actividades
del laboratorio propuesto en el presente trabajo.

Bollvarlana YT

LABORATORIO DE MATEMATICAS PARA EL FORTALECIMIENTO
DEL PROCESO ENSENANZA-APRENDIZAJE

Juliana Isabel Lezcano Escudero,
Ramiro de Jesus Tobon Tobon
Edinson de Jesus Velasquez Monsalve
Luz Dary Castellanos Prada
Escuela de Ingenierias. Universidad Pontifica

Bolivariana

Introduccion

En ¢l proceso de ensefianza de las matematicas, el aprendizaje estd determinado por las diferentes
estrategias que e docente esiablece y pone en précica en el aula de clase, Segin los contenidos y &
contexto en el que se desenvuelve el estudiante. A parti ce estas, se facita una mejor comprensidn de
Ias tematcas propuestas, 52 posibita un aprendizaje significativo y se suprime el método de ensenanza
memoristico

Los laboratorios de matematicas permiten crear espacios ludicos, pedagogicos, experimentales y
agradables para la ensefianza de la matematica. Aunque a nivel nacional no hay muchos constituidos,
hay referentes que indican que la apicacion de estos en e aula de clase ha mejorado el desempefio
académico de los estudiantes.

Tomando como base o ejes tematicos del grado quinto, kos lineamientos curriculares, los estandares de.
compelencias, los derechos basicos de aprendizaie y las malrices de referencia del Ministerio de
Educacién Nacional, ol presente laboratorio bussca crear diferentes estrategias melodolégicas y levarias
al aula, con el fin de generar espacios de aprendizale més agradables y significativos para los
estudiantes de Ia Instiucion Educativa Normal Superior Santa Tereshta de Sopetrén, y los Centros
Edueativos 46 Yolomoo y y

Esle proyecto se ha convertido en una esirategia para mejorar las praclicas pedagogicas en el aula y los
resultados de las pruebas Saber, ademas de propiciar v dinamizar la construccién de nuevos
conacimientos desce 1a investigacion y Ia articulacion de las temalicas con su enlorna, genérando un
pensamiento matematico que vislumbra las capacidades inielectuales y las necesidaces de la sociedad
acual

Objetivo General
Disenar un laboratorio de mateméticas para el fortalecimiento del proceso ensehanza- aprendizaje de
las malematicas en el grado quinto de la Institucion educativa Normal Superior Santa Teresita de
Sopetran, y los Centros Educativos Rural Cachumbal de Yolombd y Bobal la Playa de Necocli

Objetivos Especificos
+ Identificar los ejes temdlicos que se daben abordar en el grada quinlo.
+ Desarmolar el marco tedrico de los fundamentos mateméticos de cada uno de los ejes tematicos a
desarrollar
+ Valorar de qué manera se puede utizar el material cidéctioo en la enseNanza de las matematicas
del grado quinto.
+ Implementar diferentes malerisles didicticos que le permitan al esludianle la exploracion y Ia
vivencia de algunos contenidos tematicas del grado quinto.
+ Elaborar un manual de instrucciones de los materisles idéclicos que se encusniren en el
laboratorio de matematicas para contextualizar a los docentas en su correcta utilizacion y los tamas que
pusden ensefiar con cada una de ellos.

Metodologia
Este proyecto se realizo en tres efapas. En la primera, se estudié y profundizé
en la fundamentacion tedrica de los ejes tematicos del grada quinto, los derechos
bésicos de aprendizaje, los i y esténdares ¢ los cuales
ayudaron a determinar los contenidos apropiados para el disefio del laboratorio.
En la segunda etapa, se realizo |a valoracion de las diferentes actividades y
materiales que podian ser ufilizados en el laboratorio; permitiendo asi la
construccion yfo adaptacion entre los materiales concretos de los temas
seleccionados.
En la tercera etapa, se fueron implementando las actividades planteadas a
medida que se fue desarrollando el laboratorio come parte de la metodologia de
trabajo de las aulas de clase, lo cual permitié validar la propuesta en todo
momento.

integral pa

Resultados y discusion

Los resultados registrados en las Pruebas Saber de la Nomal Superior Santa Teresita durante los afios
2015 y 2016 evidencian una mejorfa considerable respecto a la insuficiencia del 67% reportado en el
2014, la cual para el 2015 disminuyé al 34% y en e 2016 al 30%: ademds, el nivel satisfactorio para el
2015 aumentd al 17% y luego disminuyd al 11% en el 2016, lo cual indica que los estudiantes han
mejorado su nivel académico, ya que en el 2014 no se encontraban estudiantes en el nivel avanzado y
en ¢l 2015 y 2016 aumentaron a 6% y a 16%, respectivamente (Graficat).

En el Centro Educatvo Rural la Cruz, se observan algunas variaciones en todos los niveles con
porcentajes importantes. Una disminucion significativa en el nivel insuficente y un progreso considerable
en el nivel avanzado (Gréfica 2).

En los resuitados de las Pruebas Saber, Aprendamos y Supérate, registrados en centro educativo Bobal
Ia Playa (Grafica 3), se muesiran cambios significativos en el drea de matemdticas. Los resultados
ancjados en el Indice Sintético de Calidad (1SCE), el cual define €l progreso de cada institucion en una
escala valorativa de uno a diez a nivel nacional, muestra que para el afio 2015 el Centro Educativo se
ubicd en una escala de 3,61 y en el 2016 en la escala 4,88, demostrando un aumento del 1,27.

Conclusiones
El estudio de los conceptos matematicos que se abordan en el grado quinto, permite que los
docentes del &rea interioricen los resullados mateméticos que mejoran su practica en el aula
de clase.
La utilizacién del laboratoric de y sus diferentes actividades es
el proceso de ensefianza y aprendizaje de esta drea, ya que genera en los estudiantes el
interés por aprender y permite el desarmollo y adquisicion de conceptos, relaciones y
métodos matematicos que posibilitan el aprendizaje de una forma activa. Ademés, se
muestra que la aplicacion de herramientas didacticas permite obtener excelentes resultados
en la asimilacion de conceptos matematicos que se ven refiejados en las pruebas de estado
La guia metodoldgica para el uso de los materiales didacticos es fundamental para el buen
uso del laboratorio, pues le ayuda tanto al docente como al estudiante a entender mejor y
sacarle el mayor provecho a cada experiencia de aprendizaje.
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ANEXO 3

CONSTANCIA DE PAR:I'ICIPACIC')N EN EL PRIMER ENCUENTRO
ACADEMICO DE MAESTRIA EN CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICAS.

Esta constancia refleja la participacion en la ponencia para dar a conocer el laboratorio
de matematicas para el fortalecimiento del proceso ensefianza-aprendizaje para el grado
quinto realizado en la Universidad Pontificia Bolivariana, facultad de ingenierias el 14 de
agosto de 2017.

g |/ |Iniversidad M /‘ TR Y &
"4 Pontificia een i W r S RIA
& Bolivariana Ciencias Naturales y Matematica

CONSTANCIA DE PARTICIPACION

La Universidad Pontificia Bolivariana a través del Centro de Ciencia Basica, hace constar
que el sefior Ramiro de Jesls Tobén Tobdn, realizd la ponencia tipo poster
“LABORATORIO DE MATEMATICAS PARA EL FORTALECIMIENTO DEL PROCESO
ENSENANZA-APRENDIZAJE" para el Primer Encuentro Académico Maestria en
Ciencias Naturales y Matemitica realizado en Medellin el 14 de agosto de 2017,

4//
Dr. /dy Rafael Pérez Centro de

Jefe Centro de Ciencia Basica C i e r} C i aS
Basica qio:

‘ T INGENTERIAS
Dr. Roberto Carios Hincaplé Reyes
Decano Escuela de Ingenierias
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