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Resumen— Los conceptos de optimizacion y diversificacion de la
cartera han sido fundamentales para el desarrollo y la
comprension de los mercados financieros y la toma de decisiones
financieras. Por esta razoém, resulta oportuno realizar una
revision de los métodos de optimizacion de carteras a la luz de la
teoria de decision fuzzy. Es este proposito, en la primera parte
de este documento se realiza una revisién de las medidas de
riesgo utilizadas en la seleccion de carteras, presentando sus
ventajas y desventajas. En la segunda parte, se efectua el analisis
de los modelos de seleccion de carteras basados en la
programaciéon matematica fuzzy, y aquellos en los cuales se
modelizan la imprecisién y la incertidumbre del rendimiento
futuro mediante distribuciones de posibilidad y de credibilidad.

Palabras claves: Loégica Fuzzy, Optimizacion de Carteras,
Seleccion de Carteras.

Abstract— The concepts of optimization and diversification
of the portfolio have been fundamental for the development and
understanding of the financial markets and the financial decison
making. For this reason, it is appropriate to review the portfolio
optimization methods in light of the theory of fuzzy decision.
Therefore, in the first part of this paper, a review of risk
measures used in the selection of portfolios is done highlighting
both its advantages and disadvantages. In the second part, the
analysis of the portfolio selection methods is done based on the
fuzzy mathematical programming and those where the
imprecision and uncertainty of future performance are modeled
through possibility and credibility distributions.

Key words: Fuzzy logic, portfolio optimization, portfolio
selection.

L. INTRODUCCION

a seleccion de carteras es probablemente una de las areas

mas dinamicas de la moderna teoria financiera. Tiene una

amplia conexién con técnicas de preferencia en un
ambiente de incertidumbre, con técnicas de prediccion de
series temporales estacionarias y no estacionarias, y con el
comportamiento de los precios estocasticos. La optimizacion
de la asignacion de activos estd disefiada como un conjunto
de metodologias que ensamblan los componentes antes
mencionados para obtener una politica de ponderacion, en
lugar de sistemas integrados independientes [1]. En este
proposito, la optimizacion de carteras se ocupa de encontrar
las proporciones Optimas de capital que deben invertirse en
cada uno de los activos, con el fin de lograr un equilibrio entre
la maximizacion del rendimiento y la minimizacion del
riesgo. La base de la Teoria Moderna de Seleccion de Carteras
fue establecida en el afio 1952 por Harry Markowitz [2]. En
este modelo tradicional se toma la esperanza matematica y la
varianza del retorno de una cartera como las medidas de
rendimiento y riesgo, y mediante una solucion de
programacion cuadratica se determina la cartera optima [3].

El trabajo seminal de Markowitz ha tenido un alto impacto
tanto en la investigacion académica como la industria
financiera [4]. Al realizar algunas busquedas en Internet a
partir de la redaccion de este documento se revelan que
35.300 articulos en Google Scholar citan el articulo original
de Markowitz “Portfolio Selection’’. Cuando se busca
““Modern Portfolio Theory’” se obtiene aproximadamente
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1.200.000 aciertos en Google, 7.100 videos en YouTube, 170
libros en Amazon y miles de tweets en Twitter.

No obstante, al realizar una comparaciéon entre los
supuestos simplistas del modelo inicial de Markowitz y las
condiciones existentes en el mundo real a las que se enfrentan
los decisores, ha llevado a la necesidad de mejorarlo, y como
consecuencia, se ha producido una creciente complejidad en
los modelos que abordan el problema de seleccion de cartera
[5]. En el orden de las ideas anteriores, el modelo de media-
varianza (MV) [2], ha sido extendido mediante la
introduccion de nuevas medidas del riesgo de la inversion:
semi-varianza [6], media-desviacion absoluta [7], media-
desviacion semi-absoluta, [8], valor-en-riesgo [9], entre otros,
y de factores que permiten modelizar los requisitos del
inversionista y/o de los mercados financieros (costes de
transaccion, horizonte multi-periodo, cardinalidad restrin-
gida, etc.) [10].

Algunos de los estudios anteriormente mencionados se
basan en un marco probabilistico, donde los modelos de
optimizacion fueron desarrollados bajo el supuesto de que el
comportamiento futuro de un activo puede ser captado
correctamente con los datos historicos de éste. Es decir, que
es posible caracterizar el rendimiento de activo utilizando una
variable aleatoria con una distribucion de probabilidad de los
rendimientos [11]. Sin embargo, hay muchos factores que no
son aleatorios, por ejemplo, la vaguedad y ambigiiedad
asociada de manera natural con varios tipos de expresiones
lingiiisticas como de "alto riesgo", "baja rentabilidad”, y “baja
liquidez” utilizados por los inversores y los expertos en
inversiones [12], [13] y [14], para la informacion de los
mercados financieros. Debido a la informaciéon vaga y
ambigua, los investigadores han utilizado la teoria de
conjuntos fuzzy [15] en el problema de seleccion de la cartera
para captar las preferencias de caracter subjetivo de los
inversionistas. Al darse cuenta de la importancia de la teoria
de los conjuntos difusos, cada vez mas los investigadores han
estudiado el problema de la optimizacion de carteras en
entorno difusos [11], [16], [17], [18], [19], [20], [21], [22],
[23], [24] y [25].

Sobre la base de las consideraciones anteriores, la finalidad
de este articulo es presentar un analisis de los métodos de
optimizacion de carteras a la luz de la teoria fuzzy. Para llevar
a cabo este estudio, este trabajo se organiza de la siguiente
manera: el numeral 2 presenta una revision de la literatura
relacionada con las medidas de riesgo utilizadas en la
seleccion de carteras; el numeral 3 se centrard en el analisis
de la optimizacion de carteras aplicando metodologias fuzzy
y finalmente el numeral 4 presenta las conclusiones.
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1. MEDIDAS DE RIESGO UTILIZADAS EN LA
SELECION DE CARTERAS

A. Modelo de Media-Varianza:

Markowitz [2] y [26] proporcioné una respuesta a la
pregunta fundamental: ;Como debe un inversionista asignar
el capital entre las posibles opciones de inversion? El autor
seflalo que la eleccion apropiada de los criterios depende de
la naturaleza del inversionista. Cada tipo de inversionista debe
seleccionar los detalles del analisis de la cartera de una forma
adecuada. No obstante, los dos criterios que son comunes a
todos los inversionistas son el retorno esperado (media) y
varianza de retorno (riesgo). Markowitz asumié que las
"creencias" o proyecciones sobre los activos siguen las
mismas reglas de la teoria de probabilidad, las cuales
obedecen a las variables aleatorias. A partir de este supuesto,
se deduce que (i) el rendimiento esperado de la cartera es un
promedio ponderado de los retornos esperados de los activos
individuales, y (ii) la varianza del rendimiento de la cartera es
una funcion particular de las varianzas y covarianzas entre los
activos y sus pesos en la cartera. En este proposito, los
inversionistas deben considerar conjuntamente el riesgo y el
retorno, y de esta forma determinar la asignacion de capital
entre las diferentes alternativas de inversion, sobre la base del
equilibrio entre ellas.

Por su parte, Markowitz sugiri6 que la seleccion de carteras
debe basarse en las creencias razonables sobre el futuro, en
lugar de las actuaciones anteriores per se. Las decisiones
basadas en actuaciones pasadas por si solas asumen, en efecto,
que los rendimientos promedios del pasado son una buena
estimacion de la rentabilidad "probable" en el futuro; y la
variabilidad de la rentabilidad en el pasado es una buena
medida de la incertidumbre del retorno en el futuro [26].

A continuacion, se presenta la formulacion matematica del
modelo de media-varianza propuesto por Markowitz [2]:

Definicion 2.1.: Rendimiento del activo:

El rendimiento del activo se expresa como la tasa de
rendimiento que se define durante un periodo dado como
(Note que el periodo de retorno puede ser un dia, una semana,
un mes o un afio) [26]:

_ (pit) — (pit — 1) + (dit)

rit (plt — 1)

(1
Donde:

ri = Variable aleatoria que represente la tasa de retorno (por
periodo) del i-ésimo activo (i=1, 2, ..., n).

pit = Precio de cierre del periodo actual

pit — 1 = Precio de cierre del periodo anterior

dit = Dividendo(s) para el periodo
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Definicion 2.2.: Portafolio:

Es una coleccion de dos o mas activos representados por una
n-tupla ordenada ® = (x1, x2, ..., xn). El retorno (por periodo)
de una cartera es dado por [26]:

n

Emm=2nm 2)

i=1

Donde:

E [Ri] = Rentabilidad esperada de la cartera

ri = Variable aleatoria que represente la tasa de retorno (por
periodo) del i-ésimo activo (i=1, 2, ..., n).

xi = La proporcion del total de los fondos invertidos en el i-
ésimo activo.

Markowitz sugirio que la varianza, la cual mide dispersion
del rendimiento esperado se puede utilizar para cuantificar el
riesgo de la cartera. La varianza del i-ésimo activo denotada
por i se expresa como [26]:

n n
o? = Z.in xj oij

i=1 j=1
Donde:
o2 = Riesgo de la cartera
xi = La proporcion del total de los fondos invertidos en el i-
¢ésimo activo
xj = La proporcion del total de los fondos invertidos en el j-
ésimo activo
oij = Covarianzas entre los retornos de los activos ri y 1j

Ahora se presentara dos formulaciones diferentes del
modelo de Markovitz de media-varianza basado en los
siguientes supuestos [26]:

(i) Los precios de todos los activos en cualquier momento
son estrictamente positivos.

(i1) La tasa de rendimiento Ri (i=1, 2, ..., n) es una variable
aleatoria que toma valores finitos.

(ii1) Divisibilidad: Un inversor puede poseer una fraccion
de un activo.

(iv) Liquidez: Un activo puede ser comprado o vendido en
cualquier cantidad al precio de mercado.

(v) No hay costos de corretaje ni de transaccion.

(vi) No se permite la venta en corto de un activo.

Caso 1:

Cartera de minima varianza dado un nivel de rentabilidad
deseado:

n n
Min o? = Zz Xi Xj oij

i=1 j=1

Sujeto a:

xi=1 4)

xi 20i=1,2,3,..,n 5)

Caso 2:

Cartera de maxima rentabilidad dado un nivel de riesgo

deseado:
n

Max E [Ri] = Zri xi

i=1
Sujeto a:
n n
o?= ). ) xixjoij
i=1 j=1
n
xi=1 “4)
i=1
xi 20i=1,2,3,..,n (5)

Definicion 2.3.: Frontera Eficiente:

El conjunto factible (también conocido como conjunto de
oportunidad) representa todas las carteras que se podrian
formar de un grupo de N valores [27]. Los puntos, A, B, C,
D, E, F, de la figura 1 son ejemplos de dichas carteras.

Conjunto de carteras e

E[Rp] < eficientes

Figura 1. Conjunto Factible y Frontera Eficiente
Fuente: Elaboracion Propia

A las carteras ubicados sobre la linea gruesa entre los
puntos C y E se les denomina carteras eficientes, pues une
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todas las combinaciones de carteras de titulos eficientes, es
decir aquellos que tienen el mayor rendimiento esperado para
un nivel de riesgo dado. El punto C representa la cartera de
minima varianza, es decir, la combinacion de titulos en dicha
cartera representan el menor riesgo posible. Asi mismo, el
punto B representa una cartera ineficiente, una persona no
invertiria en una cartera B sencillamente porque la cartera D
es mejor (Ofrece un mayor retorno esperado al mismo nivel
de riesgo). Dentro de la frontera eficiente, el nivel de aversion
al riesgo de un inversionista (preferencia en cuanto a riesgo y
rentabilidad) influira en la eleccion de la cartera de minima
varianza C o la cartera de maxima rentabilidad esperada E [2].

Después de haber presentado las principales
consideraciones del modelo de media-varianza, se evidencia
que la estrategia de "maximizar el retorno y minimizar el
riesgo" generalmente no se cuestiona. No obstante, la cuestion
referente al célculo del riesgo como la varianza de los
rendimientos de los titulos, ha generado varias criticas entre
los investigadores y académicos, las cuales se relacionan a
continuacion [5] y [26]:

i) El supuesto de una distribuciéon normal multivariable de
la tasa de rendimiento de los activos no se mantiene en la
practica (las distribuciones son tipicamente asimétricas);

il) 2) Los enfoques comunes no tienen en cuenta las
preferencias del inversor individual, quien a veces prefiere las
carteras que se encuentran detras de la frontera no dominada;

iii) El uso de la varianza penalizacion los rendimientos por
encima y por debajo del rendimiento esperado;

iv) Los resultados de los problemas de programacion
cuadratica a gran escala son dificiles de resolver (complejidad
computacional),

v) Para los mercados reales, el tamafio de la matriz de
varianza-covarianza puede ser muy grande y, por lo tanto,
dificil de estimar

Varios autores trataron de aliviar estas dificultades
utilizando diversos esquemas de aproximacion. El modelo de
indice tnico de Sharpe [28] es un avance en esta direccion.
Este autor sefialo que, si el problema de la seleccion de la
cartera pudiera formularse como un problema de
programacion lineal, las perspectivas de las aplicaciones
practicas serian mejoradas. En efecto, en las tltimas décadas
se han hecho varios intentos para linealizar el modelo de
optimizacion de cartera, las cuales se analizan en los
siguientes apartados.

B. Modelo de Media-Semi-Varianza:

De acuerdo con los razonamientos que se presentaron
respecto a varianza en el apartado anterior, es necesario
remplazarla por una medida de riesgo de correccion a la baja
(downside risk), i.e., una medida que so6lo considera las
desviaciones negativas de un nivel de retorno de referencia.
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La semi-variancia es una las medias downside risk mas
conocidas, y fue originalmente introducida por Markowitz
[29] y utilizadas en modelos de seleccion de cartera de media
semi-varianza [30], [31] y [32]. Su ventaja sobre la varianza
es que la semi-variancia no considera valores mas alla del
valor critico (i.e., ganancias) como riesgo; por lo tanto, es una
de las medidas mas apropiadas del riesgo cuando los
inversores estan preocupados por el bajo rendimiento de la
cartera en lugar del exceso de rendimiento [26], [30] y [31].

La semi-variancia es el valor esperado de las desviaciones
negativas al cuadrado de los posibles resultados del
rendimiento esperado. El riesgo de cartera medido como
semi-variancia se define como [26]:

12
SV=E Zn:Rixi—E Zn:Rixi] ” (6)

En el modelo de seleccion de cartetas de media semi-
varianza, no es necesario calcular la matriz de varianza-
covarianza, no obstante, la distribucion conjunta de los
activos si es necesaria. Asi mismo, es importante resaltar que
esta medida de riesgo trata de minimizar la dispersion de la
rentabilidad de la cartera con respecto a la rentabilidad
esperada, pero solo cuando la primera es inferior a la ultima.
Note que, si todos los retornos de distribucion son simétricos
o tienen el mismo grado de asimetria, entonces la semi-
variancia y la varianza produciran el mismo conjunto de
carteras eficientes [26] y [31].

Utilizando la semi-variancia como medida de riesgo, el
modelo de optimizacién de la cartera para minimizar la semi-
variancia dado un nivel de rentabilidad deseado es [26]:

92
n n

Min SV=E ZRixi—E ZRiXi] ”
i=1

i=1

Sujeto a:

ri xi

xi 20i=1,2,3,..,n

C. Modelo de Media-Desviacion Absoluta:

Konno y Yamazaki [33] propusieron un modelo de
seleccion de la cartera utilizando la desviacion absoluta como
medida alternativa para cuantificar el riesgo. Una de las
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principales ventajas del modelo de media-desviacion absoluta
obedece a que puede ser tratado como un problema de
programacion lineal, permitiendo de esta forma aplicarlo en
un gran nimero de activos [10].

Los autores [33] compararon los modelos de media-varianza
y de media-desviacion absoluta, en un ambiente en el cual la
distribucion conjunta de los rendimientos de los activos se
asume como normal multivariante. Los resultados obtenidos en
el modelo de media-desviacion absoluta, provee resultados
similares a los obtenidos en el modelo de media-varianza,
aunque en la practica se obtienen carteras optimas dispares.
Esto obedece al hecho de que cada uno de los modelos utiliza
diferentes estadisticos para estimar los parametros de entrada
del problema de optimizacion [34]; no obstante, ni el modelo
de media-varianza, ni el modelo de media-desviacion absoluta
es superior al otro desde el punto de vista de la estabilidad y
rendimiento esperado de la inversion [10].

La desviacion absoluta de una variable aleatoria es el valor
absoluto esperado de la diferencia entre la variable aleatoria y
su media. El riesgo de la cartera medido como desviacion
absoluta se expresa como [26]:

n n
Z Rixi — E Z Rixi
i=1 i=1

Utilizando la desviacion absoluta como medida de riesgo,
el modelo de optimizacion de la cartera para minimizar la
desviacion absoluta dado un nivel de rentabilidad deseado

[26]:

DA=E 7

Min DA = E

sz [z s

Sujeto a:

ri xi

xi 20i=1,2,3,..,n

Gupta et al [26] sefalaron que el valor de rmin para el modelo
de media-desviacion absoluta es mayor que para el modelo de
media-varianza y el modelo de semi-variancia media. Es otras
palabras, el modelo de media-desviacion absoluta
proporciona un valor mas alto de rmin que el modelo de media-
varianza; y el modelo de media-varianza proporciona un valor

mas alto de I'pin que el modelo medio semi-variancia.

D. Modelo de Media-Desviacion Semi-Absoluta:

Speranza [35] demostr6 que al asumir la funcion de riesgo
como una combinacion lineal de las media-desviacion semi-
absoluta, i.e., las desviaciones medias por debajo y por
encima del rendimiento de la cartera, se puede obtener un
modelo equivalente al modelo de desviacion media-absoluta
[36], siempre y cuando la suma de los coeficientes de la
combinacion lineal sea positiva. En este proposito, este
modelo es equivalente al modelo de Markowitz, si los
rendimientos se distribuyen normalmente. Por otra parte,
Speranza demostré que, mediante una seleccion adecuada de
los coeficientes de la combinacion, 1y 0 para las desviaciones
por debajo y por encima de la media, respectivamente, es
posible reducir sustancialmente el nimero de restricciones a
la mitad en comparacion con el modelo de media-desviacion
absoluta [26].

La desviacion semi-absoluta del rendimiento de la cartera
por debajo del rendimiento esperado en el periodo pasado t,
t=1,2,..., T puede expresarse como:

DA — i IS (rit = ri) xi | + B, (rit — i) xi

T ®)

E. Otras medidas de riesgo utilizadas en la seleccion de
carteras:

i) The lower partial moments (LPM):

Los autores Arnone, Loraschi y Tettamanzi [37] en el afio
de 1993, adoptaron el modelo de Markowitz, pero sin
considerar la varianza de la distribucion de los rendimientos
de la cartera como su medida del riesgo, sino que, en su
lugar, utilizaron el momento parcial de orden menor (Lower
Partial Moment), el cual hace referencia a la parte
descendente de la distribucion de retornos. No obstante, el
uso de esta medida downside risk hace que el problema sea
mas dificil, debido a que la forma de la superficie del
objetivo es generalmente no convexa, y ocasionando que la
programacion cuadratica no se pueda utilizar para encontrar
una solucion exacta. Estos autores fueron los primeros en
Algoritmos Evolutivos Multiobjetivos (MOEAs - Multi-
objective Evolutionary Algorithms) para la optimizacion de
carteras de inversion [5].

ii) valor en riesgo o VaR y el valor en riesgo
condiciona-do o CVaR:

El VaR y el CVaR son medidas downside risk, las cuales
permiten calcular los efectos negativos de aquellas carteras
extremas con movimientos bajistas.

El planteamiento del VaR se enfoca en el estudio del
extremo inferior de la cola de la distribucién normal del
rendimiento de la cartera, lo que permite establecer la
maxima pérdida esperada asociada al riesgo de mercado
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para un determinado nivel de confianza y para un intervalo
temporal [38], [39] y [40]. Normalmente se emplean
intervalos de confianza al 90%, 95% y 99% (o nivel § [41]).
Para un intervalo de confianza del 95%, el 5% de los
rendimientos se situaran a 1,65 desviaciones tipicas de la
media. Ante una cartera valorada en X$, un intervalo de
confianza del 5% y el dato del VaR de la misma se podria
concluir que existe una probabilidad del 5% de perder mas
de (VaRxvalor de la cartera) $, o que con el 95% de
probabilidad se puede asegurar que se pierde como mucho
ese valor, o que 5 dias al mes se pierde mas de ese valor [40].

Rockafellar y Uryasev [41], Alexander [38], Fabozzi et
al. [42], sefalan que la coherencia de esta medida esta
condicionada a la forma de la distribucion de los
rendimientos. El VaR satisface las expectativas como
equiva-lente a la medida de la varianza, s6lo en los casos en
los cuales las distribuciones sean normales y continuas. Para
el resto de casos el VaR carece de subaditividad y
convexidad, pro-vocado por colas largas o por los problemas
de continuidad [40].

Adicionalmente el VaR no informa las pérdidas extremas
mas alla del valor establecido para la cola, es decir, que no
tiene en cuenta la configuracion de la distribucion de la cola
por debajo del nivel S establecido. Para salvar estas limi-
taciones, surge la medida del CVaR, que aporta informacion
sobre la pérdida esperada, asumiendo que ésta es igual o
mayor que la del VaR [38].

Rockafellar y Uryasev [41] y [43], propone el CVaR
como una medida de riesgo alternativa que supera las
limitaciones del VaR, y se podria definir como la pérdida
por exceso media, o como el valor esperado de la pérdida,
asumiendo que éste es superior o igual al VaR y una
probabilidad £ de pérdida [40]. En otras palabras, seria el
valor esperado de la pérdida de la cartera condicionado a que
suceda un acontecimiento negativo [38].

Entre ventajas de las propiedades del CVaR se encuentran
la coherencia frente al riesgo, indistintamente de la forma de
la distribucion del rendimiento, su simplicidad en la
implementacion y la incorporacion de la cola completa que
excede del promedio del VaR. Por su parte, la informacion
sobre cudl es el comportamiento real de la pérdida, mas alla
de cuél es su valor esperado para una probabilidad (VaR), el
CVaR admite despejar las dudas sobre cual es la mejor
eleccion de la composicion de la cartera a igualdad de VaR.
Adicionalmente, se trata de una medida convexa, que
incorpora la subaditividad, y que permite gestionar una gran
cantidad de carteras, instrumentos y escenarios. Puede ser
empleado para la estimacion del riesgo cuando se esté ante
distribuciones del rendimiento-pérdida no simétricas [40].
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II. SELECCION DE CARTERAS APLICANDO
METODOLOGIAS FUZZY

La mayoria de los estudios de seleccion de carteras han
trabajado los retornos de los activos como variables
aleatorias, las cuales se derivan del analisis estocastico sobre
datos historicos precisos. Sin embargo, debido a la
complejidad del mercado de valores, los retornos de los titulos
en general estan influenciados por multiples factores, por
ejemplo, el desempefio de la empresa, las fuerzas de mercado
de la oferta y la demanda, las noticias positivas/negativas y
las cuestiones politicas, simultdneamente forman los insumos
de las previsiones de los retornos de los titulos [45]. Por un
parte, los datos historicos contienen poca informacion con
respecto a los insumos mencionados anteriormente.
Adicionalmente, estos factores de influencia se evaltan a
menudo con algin nivel de ambigiiedad, ya que son
tipicamente no estadisticos, debido a dificultades practicas de
adquisicion de los datos, la naturaleza de la imprecision en la
medicion, y la vaguedad de la percepcion humana, un hecho
comun en muchas aplicaciones del mundo real. Por lo tanto,
los investigadores han argumentado que la aleatoriedad no es
el unico tipo de incertidumbre en la realidad [46], [47] y [48]
y el conocimiento experto podria ser aplicado para mejorar la
exactitud de prondstico [49] y [45]. Recientemente, la teoria
de conjuntos difusos [15] se ha aplicado como una
herramienta ampliamente aceptable para hacer frente al
conocimiento de expertos, asi como la incertidumbre no
estadistica involucrada en las previsiones de los retornos de
los activos [44].

Segiin Markowitz [2], el proceso de seleccion de una
cartera puede dividirse en dos fases:

i) La primera etapa comienza con la observacion y la
experiencia, y finaliza con las creencias sobre el desempeflo
futuro de los titulos disponibles. Un elemento primordial en
esta primera fase es la definicion de riesgo y de rentabilidad
de un activo o cartera de activos [10].

i) La segunda etapa comienza con las creencias relevantes
sobre los futuros desempefios y termina con la eleccion de la
cartera. En esta etapa del proceso de seleccion de carteras se
utilizan los diferentes procedimientos de programacion
matematica en funcion de cual haya sido el problema de
optimizacion planteado [10].

En el orden de las ideas anteriores, Gonzalez [10], sefiala
que, en la primera fase del problema de seleccion de carteras,
algunos autores han analizado el modelo de media-varianza y
sus extensiones, mediante modelos de seleccion basados en la
teoria de la decision fuzzy. De igual manera, otros autores han
propuesto modelos fuzzy de seleccion que modelizan la
imprecision y la incertidumbre del rendimiento futuro
mediante distribuciones de posibilidad, de credibilidad y
variables fuzzy-random. Para la segunda fase del problema de
seleccion de carteras, las estrategias de optimizacion basadas
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en Soft Computing han sido ampliamente utilizadas. En este
propdsito, a continuacion, se realiza un analisis de cada una
de estas metodologias:

A. Seleccion basada en teoria de la decision fuzzy:

Zadeh introdujo el concepto de conjuntos fuzzy en 1965
[15]. Ademas, basandose en este concepto, Bellman y Zadeh
[50] presentaron la teoria de la decision fuzzy, y definieron la
toma de decisiones en un entorno fuzzy, con un conjunto de
decisiones que unifica objetivos fuzzy y restricciones fuzzy.
En la teoria de conjuntos fuzzy, a diferencia de la teoria de
conjuntos clasica, no existe una frontera definida entre los
elementos que pertenecen y no pertenecen al conjunto.

Definicion 3.1. Conjunto fuzzy:

Sea X un universo cuyo elemento genérico se denota por x.
Un conjunto fuzzy A en X es un conjunto de pares ordenados
A = {(x, tA (x)): x € X}, donde pA (x) es la funcion de
pertenencia o grado de pertenencia de x € X definida en el
intervalo real [0,1].

El conjunto fuzzy A en X se caracteriza unicamente por su
funcion de pertenencia pA (x), que asocia con cada elemento
de X, un nimero real no negativo cuyo valor es finito y se
encuentra en el intervalo [0, 1]. El valor de pA (x) en x
representa el "grado de pertenencia" de x en A. Asi, cuanto
mas cerca este PA (x) al valor de 1, mas alto sera el grado de
"pertenencia" de x en A [51].

Ademas, suponiendo que los conjuntos fuzzy se definen en
un conjunto de alternativas X a un problema de decision.
Entonces un objetivo fuzzy G en X puede ser identificado con
un conjunto fuzzy G dado en X. Similarmente, se puede de-
finir una restriccion fuzzy C en X. Dados los objetivos fuzzy
y las limitaciones fuzzy, se puede definir la situaciéon de toma
de decisiones en un entorno fuzzy como la interseccion de
objetivos y restricciones. Cabe sefialar que en un entorno
fuzzy los objetivos y las restricciones se tratan de manera
similar. Mas especificamente, si se nos da un espacio de
alternativas de decisiones X, entonces la decision fuzzy D se
define como un conjunto fuzzy en X dado por D=G N C
donde N es un operador de conjuncion, que tiene diferentes
alternativas y significados en situaciones practicas. En
términos de las funciones de membresia, la decision fuzzy
puede ser formulada como [51]:

MD (x) = min (uG (x), pC (x)), V x € X,

Donde pG (x) y nC (x) son las funciones de pertenencia del
objetivo fuzzy y la restriccion fuzzy, respectivamente. Asi
mismo, si hay m fuzzy metas Gi (i = 1, ..., m) y n fuzzy
restricciones Cj (j = 1, ..., n), entonces la decision fuzzy se
define por el siguiente conjunto fuzzy [51]:

D={G"{1}G~{2}...NGm} N {CINC2N...NCn}

Y su funcion de pertenencia se caracteriza por

MD (x) = min (uG1 (x), pG2 (%), ..., uGm (x), uC1 (x), pC2
(X), ..., uCn (x)), V x € X.

En Gupta et at. [51] se analiza un modelo de media-
varianza bi-objetivo (maximizar el rendimiento-minimiza el
riesgo). Modelaron una funcién de pertenencia lineal que
representa los niveles de aspiracion imprecisos para la
rentabilidad esperada y la varianza del rendimiento de la
cartera. Siguiendo el enfoque de maximizacién de Bellman-
Zadeh [50], los autores proporcionaron los resultados compu-
tacionales replicados en el mundo real, y demostraron que el
modelo es capaz de generar la cartera de compromiso
preferida para un inversionista agresivo y conservador.
Algunas de las referencias mas relevantes para el modelo
fuzzy de seleccion de cartera utilizando el modelo de media-
varianza son [52], [53], [54], [55] y [56].

En referencia a la seleccion basada en teoria de la decision
fuzzy, Gonzalez [10], sefiala que en estos modelos no se
asignan diferencias entre las restricciones y los objetivos
fuzzy, para lo cual, la incorporacion de objetivos adicionales
deja de ser una dificultad intrinseca del problema. La autora
plantea, que es necesario conocer las condiciones que el
inversor (o los expertos) estima como aceptables (tolerancias)
tanto para los valores que deben alcanzarse en los objetivos
fuzzy (metas), como para las restricciones fuzzy (flexibles).
Asi mismo, indica que las aportaciones mas recientes al
problema de seleccion basadas en la programacion
matematica fuzzy, son las que incorporan otras metodologias
y estrategias que permiten resolver problemas que se
presentan en el mundo real. En este orden de ideas, Gupta et
al. [57], proponen un enfoque hibrido, en el cual la meto-
dologia propuesta se basa en la encuesta de los inversores para
captar sus preferencias, el analisis de clusters para clasificar
los activos financieros, el proceso de jerarquia analitica para
obtener los pesos locales de los activos financieros
correspondientes a los cuatro criterios clave de asignacion de
activos y un multi-modelo fuzzy de programacion lineal para
la seleccion de cartera.

Otra aportacion fue desarrollada por Bilbao-Terol et al.
[58], los cuales proponen un modelo de seleccion de carteras
cuando se considera una dimension ética en los productos
financieros de los fondos de inversion que siguen un enfoque
de Inversion Socialmente Responsable (ISR). Los autores
plantean metodologias fuzzy para determinar el grado de
‘atractividad’ de diversos fondos de inversion, y plantean un
modelo de programacion por metas fuzzy para la resolucion
de un problema de optimizacion cuyos objetivos son el
rendimiento esperado y el VaR condicional, con restricciones
fuzzy sobre el total del capital invertido en fondos-ISR.

Universidad Pontificia Bolivariana [l 109

PUENTE Revista Cientifica



OPTIMIZACION DE CARTERAS A LA LUZ DE LA TEORIA DE DECISION FUZzY

B. Seleccion basada en la distribucion de posibilidad:

La teoria de la posibilidad fue propuesta originalmente por
Zadeh [59] en relacion con los conjuntos fuzzy. Se ha
desarrollado como un fundamento tedrico de los conjuntos
fuzzy y como una teoria complementaria de la probabilidad
[60].

Sea A y B dos subconjuntos crisp de un conjunto universal
X y u una variable incierta que toma valor en X. Bajo la
informacion 'u esta en A', si A N B # @, decimos que es
posible que 'u esta en B', y si A € B, decimos que es necesario
que 'u estd en B'. Una medida de posibilidad I1 y una medida
de necesidad N se definen como sigue [61]:

_ (1, siAnB #0,

[1a (B) = {0, en tros casos, (19)
_ (1, siAcB

Na (B) = {0, en otros casos, (1)

Para tratar los casos en que A y B se generalizan en
subconjuntos difusos de X, las medidas de necesidad y
posibilidad de las ecuaciones 10 y 11 se extienden como
sigue:

Definicion 3.2.: Medidas de posibilidad y necesidad:

Sea u una variable incierta. Las medidas de posibilidad y
necesidad de un evento 'u esta en un subconjunto borroso B'
bajo informacion 'u esta en un subconjunto borroso A' se
definen como

[Ta (B) = supmin(pA(r), uB(r)), (11)
reXx
Na (B) = supmax(1— pA(),uB(M),  (12)

rex

Para considerar las medidas de posibilidad y necesidad,
usualmente asumimos la normalidad de A, es decir, 3 r € X

HA() =1

i) Seleccion de carteras usando

interactivos:

coeficientes no

En el modelo de Markowitz [29], la tasa de retorno
esperada de un titulo se trata como una variable aleatoria. A
partir de la programacion estocastica se obtiene una solucion
en cual se minimiza la varianza de la tasa de retorno esperada,
bajo la restriccion de que la media de la tasa de retorno total
sea igual a un valor predeterminado. Este modelo proporciona
una solucion de inversion diversificada, a menos de que las
tasas de retorno esperadas tengan una relacion altamente
positiva. En la teoria de la cartera tradicional, una inversion
diversificada se ha considerado a menudo como una buena
politica para reducir el riesgo [61].
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La programacion posibilista es un enfoque similar
conocido de la programacion estocastica, y puede concebirse
para ser aplicado en el problema de seleccion de carteras. No
obstante, en los enfoques de programacion posibilista, las
tasas de retorno esperadas no se tratan como variables
aleatorias sino como variables cuyos rangos posibles se dan
por numeros fuzzy. La aplicacion de la programacion
posibilista a la seleccion de cartera presenta las siguientes
ventajas [61], [62]:

a) El conocimiento del experto puede ser facilmente
utilizado para la estimacion de las tasas de retorno esperadas.

b) El problema se reducido, y es mas manejable que el del
enfoque de programacion estocastica

No obstante, los enfoques clésicos de programacion
posibilista se han desarrollado bajo el supuesto implicito de
que todas las variables inciertas son no interactivas, lo cual
conlleva a que sus aplicaciones a la seleccion de carteras no
produzcan inversiones diversificadas [61].

Los principales enfoques clasicos de programacion
posibilista [62], [63] y [64] al problema de seleccion de
cartera con numeros difusos son:

i) Fractile optimization approach
ii) Modality optimization approach
iii) Spread minimization approach

Los tres modelos anteriores se reducen a un problema de
programacion lineal. No obstante, 1) y iii) proporcionan
soluciones optimas de inversion concentradas y ii)
proporciona soluciones optimas de inversion semi-
concentradas. Estos enfoques i), ii) y iii) tiene una Unica
solucién, obteniéndose una solucion de inversidon no
diversificada, y por lo tanto no proporcionan una solucion
compatible con la tradicional teoria de carteras [61].

iii) Regret-Based Possibilistic Programming Approach

Inuiguchi y Tanino [65] analizaron porqué una solucion de
inversion diversificada bajo el supuesto de una tasa de retorno
independiente, es preferida por un decisor que tiene una
actitud adversa al riesgo. Sefialaron 2 razones [61]:

a) Propiedades de medida: Considere el hecho de que la
tasa total de retorno no es menor que un cierto valor. Cuando
una medida de un evento bajo una solucién de inversion
diversificada es mayor que la de un evento bajo una solucion
de inversion concentrada, se debe preferir la solucion de
inversion diversificada. En otras palabras, la incertidumbre se
reduce por la distribucion en varios activos.

b) El peor criterio de arrepentimiento: Suponga que el
inversor ha invertido su dinero en un activo en funcién de una
solucion de inversion concentrada. Si la tasa de retorno de
otro activo llega a ser mejor que la del activo invertido, como
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resultado, el inversor podra sentirse arrepentido. En la etapa
de la toma de decisiones, no podemos conocer la tasa de
retorno determinada en el futuro. Por lo tanto, cualquier
inversion concentrada puede traer arrepentimiento al decisor.
En este sentido, si el decisor puede minimizar el
arrepentimiento que puede ser emprendido, una solucion de
inversion diversificada debe ser preferida.

Sobre la base de las dos razones anteriores, es importante
sefialar que los modelos i), ii) y iii) presentados, no permiten
la obtencion de una solucion de inversion diversificada, ya
que las medidas de posibilidad y necesidad no tienen la
propiedad a) mencionada por Inuiguchi y Tanino [61].

En este mismo orden y direccion, los enfoques
tradicionales de programacion posibilista fallan en propor-
cionar una solucion de inversion diversificada si no
introducen el concepto de arrepentimiento o la interaccion de
las variables inciertas [61].

Inuiguchi y Tanino [65] introdujeron el arrepentimiento en
el problema de seleccion de carteras posibilistas. Los autores
bajo la independencia posibilista entre las tasas de retorno,
redujeron el problema a un problema de programacion lineal,
y demostraron que una solucion de inversion diversificada
puede obtenerse mediante el enfoque propuesto.

i) Seleccion de carteras usando coeficientes interactivos:

Otra forma de obtener una solucién de inversion
diversificada es introducir la interaccién entre las tasas de
retorno. La interaccion representa una relacion mutua entre
las tasas de rendimientos de los activos.

En los modelos de seleccion de carteras usando
coeficientes no interactivos, se asumia la no interaccion entre
las tasas de retorno, es decir, que el rango posible de la tasa
de rendimiento de un activo no cambia con la realizacion de
la tasa de rendimiento de cualquier otro activo. Por lo tanto,
el inversionista no estd motivado para distribuir sus fondos en
varios activos. Sin embargo, si las tasas de rendimientos de
dos activos tienen una relacion negativa, el inversor estara
motivado para distribuir sus fondos en estos activos con el fin
de reducir el riesgo. La introduccion de la interaccion entre
las tasas de rendimientos desempefla un papel clave en el
problema de seleccion de carteras posibilistas. Note, que, por
la introduccion de la interaccion, la medida de necesidad tiene
una propiedad para motivar al inversor a distribuir el fondo en
varios activos [61].

Con referencia a lo anterior, es importante mencionar que
la introduccién de la interaccion entre las tasas de retorno
genera una complejidad en el modelo. No obstante, Inuiguchi
y Tanino [66] propusieron un enfoque de descomposicion de
escenarios para el tratamiento de niimeros fuzzys interactivos.
Los numeros fuzzy descompuestos en varios escenarios
permiten tener diferentes estimaciones de posibles rangos de
variables inciertas. Asi mismo, sefialan que los problemas

pueden resolverse mediante una técnica de programacion
lineal. Algunas de las referencias en las cuales se abordan los
modelos de seleccion de carteras usando coeficientes
interactivos son [67] y [68].

C. Seleccion basada en la distribucion de credibilidad:

Las medidas de la posibilidad ampliamente utilizadas en la
literatura para tratar con variables difusas que representan las
tasas de retorno de los activos en la teoria de la cartera no
obedecen a la ley de conservacion de la verdad. Ademas, es
inconsistente con la ley del medio excluido y la ley de la
contradiccion. Por ejemplo, un evento fuzzy puede fallar
aunque su valor de posibilidad sea 1 y se mantenga aunque su
valor de necesidad sea 0. Esto se debe principalmente al hecho
de que la medida de la posibilidad no satisface la propiedad
de dualidad que es absolutamente necesaria en la teoria y en
la practica. Para elevar esta dificultad, Liu y Liu [70]
presentaron una medida autodual, denominada la medida de
credibilidad. Note que cuando el valor de credibilidad de un
evento difuso alcanza 1, el evento fuzzy seguramente
ocurrira; Sin embargo, cuando el valor de posibilidad
correspondiente logra 1, el evento fuzzy puede fallar. En otras
palabras, el evento fuzzy debe mantenerse si su valor de
credibilidad es 1 y fallar si su valor de credibilidad es 0. La
teoria de la credibilidad, fundada por Liu [71] en 2004 y
refinada por Liu [72] en 2007, es una rama de las matematicas
para estudiar el comportamiento de los fendmenos fuzzy [69].
Matematicamente, se puede describir de la siguiente forma:

Sea ® un conjunto no vacio (que represente el espacio
muestral) y P (®) el conjunto de potencia de @ (i.e., todos los
subconjuntos posibles de ®). Cada elemento en P (®) se
denomina evento. Para presentar una definicion axiomatica de
credibilidad, es necesario asignar a cada evento A, un nimero
Cr {A}, que representa la credibilidad de que A ocurrira.
Ademas, para asegurar que el nimero Cr {A} tiene ciertas
propiedades matematicas, los cuatro siguientes axiomas
deben ser validos [69]:

Axioma 1. (Normalidad) Cr {®} = 1.

Axioma 2. (Monotonicidad) Cr {A} < Cr {B} cuando A c B.

Axioma 3. (Auto - dualidad) Cr {A} + Cr {Ac} =1 para
cualquier evento A € P (0).

Axioma 4. (Maximalidad) Cr {U;Ai} A 0.5 = sup; Cr {A;} para
cualquier evento {A;} con Cr {A;} <0.5.

Los tres primeros axiomas son auto-explicativos. El
axioma maximal se puede entender como sigue. No hay
incertidumbre en el resultado de un evento si su medida de
credibilidad es 1 (o 0) porque podemos creer que el evento
ocurre (0 no). Por otro lado, un evento es el mas incierto si su
medida de credibilidad es 0,5 ya que en tal caso tanto el
evento como su complemento pueden ser considerados como
'igualmente probables'. Ademas, si no hay informacion sobre
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la medida de credibilidad de un evento, entonces deberiamos
considerarlo como 0.5. Sobre la base de este argumento, Liu
[73] propuso el principio de maxima incertidumbre que
establece que "para cualquier evento, si hay varios valores
razonables que una medida de credibilidad puede tomar,
entonces se le asigna el valor lo mas cercano a 0,5 como sea
posible" [69].

Definicion 3.3.: Medida de credibilidad:

La funcion de conjunto Cr se llama medida de credibilidad
si satisface los axiomas de normalidad, monotonicidad, auto-
dualidad y maximalidad [69].

En referencia a este modelo, Huang [74], presenta dos tipos
de modelos de seleccion de cartera basados en la credibilidad.
Un modelo se basa en el criterio de probabilidad, cuyo
objetivo es maximizar el retorno del inversor para un nivel de
confianza dado. El otro modelo se basa en un criterio de azar,
cuyo objetivo es maximizar la credibilidad de lograr un nivel
de retorno especifico sujeto a las restricciones. Igualmente,
roporciona un algoritmo genético para resolver el problema
de seleccion de carteras y presenta dos ejemplos numéricos
para demostrar la efectividad del algoritmo planteado.

Jalota et al. [75], sefialan que, en los modelos desarrollados
hasta el momento, los nimeros fuzzy L-R necesarios para
modelar los parametros inciertos en un problema de seleccion
de cartera multi-objetivo, se someten a la opinion del Decisor
o al Experto en el Mercado. Esta toma de decisiones se vuelve
muy subjetiva, y por lo tanto proponen un sistema para extraer
a partir de datos historicos, la informacioén requerida para
ajustar los nameros fuzzy L-R y no necesitar la intervencion
humana. Desarrollaron 4 modelos, y disefiaron un algoritmo
Entropy-Cross Entropy (ECE) y a través de varios ejemplos
numéricos demostraron la validez de los modelos planteados.

Por su parte, Gupta et al. [69], presentan un modelo hibrido
de programacion matematica fuzzy basado en la credibilidad
bi-objetivo para la seleccion de cartera en un entorno fuzzy.
El modelo busca maximizar el rendimiento de la cartera y
minimizar el riesgo de la cartera. La liquidez de la cartera se
considera como una restriccion. Para resolver el modelo se
discute un enfoque de dos fases: i) Crisp Equivalent Bi-
objective Model; ii) Fuzzy Interactive Approach.

III. CONCLUSIONES

La diversificacion de la cartera y los conceptos de
optimizacion han sido fundamentales para el desarrollo y la
comprension de los mercados financieros y la toma de
decisiones financieras. En el aniversario 65 de la publicacion
del articulo de Harry Markowitz titulado "Portfolio
Selection", se realizé una revision de las principales medidas
de riesgo utilizadas para resolver el problema de seleccion de
carteras. No obstante, la mayoria de los autores se enfocan en
los aspectos computaciones del problema y pasan por alto sus
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aspectos financieros. El amplio uso de la varianza como
medida para cuantificar el riesgo, a sabiendas de los errores
que en ella se presentan, i.e., la penalizacion de los retornos
por encima y por debajo del rendimiento esperado.

Por otra parte, se efectudé un analisis de los métodos de
optimizacion de carteras a la luz de la teoria de decision fuzzy,
y se presentaron sus caracteristicas, limitaciones y
particularidades. El problema de la seleccion de carteras, sin
duda, seguird siendo una de las areas mas importantes en el
campo académico y practico. Es evidente que presentar
modelos mas realistas, conducira a problemas de optimiza-
cién mas complejos. La aplicacion de la logica fuzzy jugara
un papel primordial para la resolucion de los modelos de
seleccion de cartera en los proximos afios.
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