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GLOSARIO

AFELIO: Es el punto mas alejado de la orbita de un planeta alrededor del sol.
ANTENA PARABOLICA: Tipo de antena de forma paraboloide que concentra las
ondas electromagnéticas recibidas en un punto llamado foco.

CONO DE REVOLUCION: Se llama cono de revolucién a la superficie generada
por una recta que gira alrededor de otra secante con ella. La recta que gira se llama
generatriz y la recta fija se denomina eje.

EXCENTRICIDAD: Es el parametro que determina el grado de desviacion de una
seccién conica con respecto a una circunferencia, permite diferenciar cada una de
las secciones conicas, en la circunferencia la excentricidad es cero, en la elipse esta
entre cero y uno, en la parabola es uno y en la hipérbola es mayor a uno.
FRACTAL: Objeto geométrico propuesto por el matematico Mandelbrot y que
consiste en una estructura iterativa que se repite en diferentes escalas.

GALERIA DE MURMULLOS: Construccién que utiliza las propiedades de la elipse
para que en determinados puntos que pertenecen a los focos de una elipse se
escuchen las palabras dichas en voz baja, mientras que en otras partes no se
escuchen, aunque estén cerca a la generacion del sonido.

GENERATRIZ: Linea que a causa de su movimiento genera una figura geométrica
dependiendo a su vez de la directriz para la generacion.

GEOMETRIA ANALITICA: Parte de la geometria que estudia las figuras
geomeétricas fusionando el algebra y la geometria en el contexto de un determinado
sistema de coordenadas.

GEOMETRIA EUCLIDIANA: Se llama geometria euclidiana a la geometria plana
no formalizada, basada en los cinco postulados de Euclides, también es conocida
como geometria plana o del espacio, para diferenciarla de las geometrias no
euclideas como la geometria hiperbdlica y la geometria esférica.

GEOMETRIA ELIPTICA: También llamada riemanniana, s6lo satisface los cuatro

primeros postulados de Euclides, de curvatura positiva y plantea que por un punto r



exterior a una recta P pueden pasar infinitas rectas por lo que el quinto postulado
de Euclides es falso en esta geometria.

GEOMETRIA HIPERBOLICA: Una de las geometrias no euclidianas y que
satisfacen soélo los cuatro primeros postulados de Euclides. En la geometria
hiperbdlica la curvatura es negativa y por un punto r exterior a una recta P pasan al
menos dos rectas que no intersecan a P, es decir el quinto postulado de Euclides
es falso en esta geometria.

LITOTRICIA: Procedimiento médico que consiste en eliminar los célculos renales o
vesiculares mediante una técnica que involucra usar las propiedades de la reflexion
de la elipse (una onda generada en uno de sus focos pasa por el otro foco), al
generar una onda de mucha energia en uno de los focos para que destruya los
calculos ubicados en el otro foco, se utiliza un aparato llamado litotriptor.
REFLEXION: Es el cambio de direccion de una onda al cambiar de medio o chocar
con un obstaculo.

SISTEMA LORAN: Es un sistema de localizacion maritima que utiliza las
propiedades de la reflexion de la hipérbola, ha caido en desuso por la masificacion

del sistema GPS, aunque se tiene como sistema auxiliar en muchas partes.



RESUMEN

El presente trabajo de profundizacion busca la conceptualizacidn disciplinar de una
de las ramas de la geometria: la geometria analitica, en un tema especifico como
son las secciones cénicas. Para tal efecto, se plantean varias estrategias, que
permiten acercarse al objeto de estudio de una forma rigurosa a partir del devenir y
desarrollo de las secciones conicas, desde sus inicios con los trabajos de gedmetras
griegos como Apolonio de Perga, Euclides y otros, pasando por el tratamiento de
éstas en el plano cartesiano, que a partir de los trabajos de René Descartes y Pierre
de Fermat logran fusionar el dlgebra y la geometria, dando nacimiento a la moderna
geometria analitica y terminando con la vision de la geometria desde la dptica del

algebra lineal con las ecuaciones matriciales que definen las secciones conicas.

El trabajo muestra un estudio del desarrollo historico de esta disciplina para
observar su tratamiento mateméatico y como éste se ha perfeccionado hasta lo que
actualmente conocemos de las secciones conicas, estudiadas a partir del plano

cartesiano y de las ecuaciones que describen su comportamiento.

Igualmente muestra algunos ejemplos de las aplicaciones que tienen las secciones
cOnicas en varias ramas de la ciencia, desde la ingenieria civil con construcciones
de puentes, en gptica con lentes, en comunicaciones con desarrollos en antenas y
en astronomia con la elipse que describe el movimiento de los planetas alrededor

del sol.

Como parte importante del trabajo se plantea el estudio de dos programas
informaticos disefiados para tratar la geometria en movimiento, en lo que se conoce
como geometria dinamica, de los cuales se realiza como parte del proyecto, una
guia para la instalacion y manejo de dichos programas, con ejemplos del tratamiento
de las secciones conicas. Los programas informaticos escogidos son: GeoGebra y
CaRMetal.



Finalmente, y como insumo del presente trabajo se realiza el disefio de una unidad
didactica que involucra la implementacién de los software mencionados, en el
aprendizaje de las secciones conicas, a fin de proporcionar estrategias didacticas a
los estudiantes de grado décimo hacia el desarrollo de competencias que generen

aprendizajes significativos en ellos.

PALABRAS CLAVES: GEOMETRIA, GEOMETRIA ANALITICA, GEOMETRIA
DINAMICA, SECCIONES CONICAS, CIRCUNFERENCIA, PARABOLA, ELIPSE,
HIPERBOLA, GEOGEBRA, CARMETAL, UNIDAD DIDACTICA, PROBLEMAS
CLASICOS DE LA GEOMETRIA.



INTRODUCCION

Se realiza estudio del desarrollo historico de la geometria con especial énfasis en
las secciones conicas, que son el objetivo fundamental del presente trabajo. El
estudio de estas curvas, tan presentes como ignoradas en nuestra cotidianidad,
nace de la curiosidad que despertaron la elipse y la parabola, en el estudio de la
geometria analitica, al constatar su presencia en muchos aspectos de la vida de las
personas, sin que al parecer generen mucha curiosidad en describir y estudiar estas

curvas.

Al iniciar el trabajo se propuso el estudio del desarrollo histérico de estas curvas,
partiendo de lo que se sabe lograron los griegos hace mas de 2400 afios y que
condenso el gran gedmetra Apolonio en un tratado titulado “Las Coénicas”, se realiza
un recorrido por el desarrollo histérico de la geometria con los hechos y personajes
mas destacados, a continuacién se plasma el mismo recorrido histérico, pero ya
centrado en las secciones conicas, sus desarrollos y personajes involucrados, para
tal efecto se divide este capitulo, de las secciones cénicas, en tres grandes bloques:
las secciones coénicas desde el punto de vista de la geometria clasica, es decir las
curvas que surgen a partir de la interseccién de un cono de revolucion y un plano
que lo corta, luego se tiene la definicién a partir de la aparicion de la geometria
analitica, propiciada por los trabajos de Descartes y Fermat, con sus ecuaciones
en el plano cartesiano, y por ultimo las definiciones que se tienen de las conicas a

partir del algebra lineal.

Como parte integrante del trabajo se presentan unos ejemplos de aplicaciones de
las conicas en la vida cotidiana, utilizando para su comprension programas
informaticos de geometria dinamica, en este caso GeoGebra y CaRMetal, se
muestran algunas aplicaciones presentes en nuestra vida, para exponer cOmo estas
curvas estan presentes en innumerables aplicaciones practicas. Es este aspecto

precisamente el que motiva la eleccién del tema para este trabajo de grado: curvas
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con innumerables aplicaciones y poco conocidas por el comdn de la gente, curvas
a las que grandes personajes y sabios de la antigiedad le dedicaron mucho tiempo
y que permanecieron ignoradas durante siglos, hasta el renacimiento que les
devolvio la vida y el interés, al constatar que estaban presentes en la 6rbita de los
planetas con el trabajo de Johannes Kepler, y en el lanzamiento de proyectiles y
objetos en cercanias de la tierra, con la formulacion de la ley de la gravedad a partir

de los trabajos de Galileo Galilei, por parte de Newton.

Se presentan, en el anexo 1, unas guias basicas de GeoGebra y CaRMetal, con
una descripcion de sus origenes, descarga e instalacion, siguiendo con una
descripcion de sus principales herramientas para el estudio de la geometria y
terminando con ejemplos de las secciones cénicas en forma dinamica, es decir se
muestran las capacidades de los software mencionados para desplegar la
construccion de estas curvas en movimiento, tanto en el plano cartesiano, como en

el plano polar.

Como parte del trabajo se disefia una unidad didactica dirigida a profesores de
matematicas del grado 10°, que contiene herramientas conceptuales y una guia
paso a paso de la didactica de la ensefianza de las conicas en el nivel de la
educacién media y recursos digitales como videos, presentaciones en power point
y ejemplos en GeoGebra y CaRMetal, esta puede ser consultada en el anexo 2 al

final del trabajo.

El presente trabajo esta dirigido a estudiosos de las matematicas, en especial a
docentes de la media secundaria y a todos aquellos que se interesen en las
secciones conicas, en coOmo se inicio su estudio, como han evolucionado y cuéles

son sus aplicaciones practicas.

18



1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y JUSTIFICACION

En el estudio de las matematicas, la forma de escribirla y su percepcion, han variado
a lo largo del tiempo. Desde el origen del término en la antigua Grecia, el cual
significa “aquello que se puede aprender”, la historia del conocimiento humano
acumula una rica variedad de referencias sobre el concepto de esta disciplina y sus

aplicaciones.

Muchos de los conceptos matematicos son conocidos desde hace siglos e incluso
milenios y han permanecido a lo largo del tiempo, con variaciones en cuanto a su
formulacion, escritura o aplicacion, convirtiéndose en una herramienta protagonista

en el desarrollo de multiples avances en beneficio del desarrollo de la humanidad.

Para muchos, las matematicas han permanecido invariables a lo largo del tiempo,
siendo ésta una de sus principales caracteristicas: cambia su formulacion, su forma
de aplicacién, pero el principio subyacente continGa inalterado, al menos asi lo
plantea (Stewart, 2007) al decir que “Muchos descubrimientos humanos son
efimeros; el disefio de las ruedas de carro fue muy importante para el Reino Nuevo
Egipcio, pero hoy dia no es exactamente tecnologia de vanguardia. Las
Matematicas, por el contrario, suelen ser permanentes” (Stewart, 2007, pag. 2). Sin
embargo, el siglo XX present6 un desarrollo tan impresionante que urge revisar este
concepto, puesto que el desarrollo tecnoldgico y en especial el de las TIC hace

necesario mirar las matematicas desde otra perspectiva.

Con la aparicion de las computadoras el mundo de las matematicas empezo6 a
cambiar, los calculos que un grupo de ingenieros y cientificos se demoraban seis
meses en realizar, una computadora los realizaba en horas a mediados de los afios
60 del siglo pasado y en pocos minutos en la actualidad. Con la masificacion de las
computadoras, los desarrollos en electronica y la consecuente aparicion y desarrollo

de software dedicados a las matematicas, los calculos se facilitaron y en cuestion
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de pocas décadas las computadoras avanzaron de forma exponencial, al tiempo
que se hacian cada vez méas poderosas y portables.

La informética, entendida como el conjunto de hardware y software y todos sus
productos asociados no sélo cambiaron el mundo; sino que como se dijo antes,
cambiaron la forma de hacer y percibir las mateméticas, a tal punto que los sistemas
informaticos son un complemento indispensable a nivel académico, empresarial,
industrial, en la investigacion y sobre todo en la ciencia; es tan palpable el impacto
que ha producido el avance de la tecnologia que algunos autores hablan de un
nuevo "Realismo Matemético" (Aristizabal & Carmona, 2010), afirmando también
que "Las calculadoras y computadores han impactado sobre las practicas
cotidianas, pero se nota mas el impacto epistemologico” (Aristizabal & Carmona,
2010, pag. 9) debido a que se presentan nuevas interacciones e interpretaciones

del mundo matematico.

El desarrollo de los modernos sistemas informaticos ha impactado mucho mas en
algunas areas de las ciencias y en particular a las matematicas, por ejemplo, hoy
se puede hablar de laboratorios virtuales en donde se modelan y simulan las
condiciones del mundo real con ayuda de software y herramientas matematicas.
Este aspecto se hace mas evidente en los programas dedicados al disefio mecanico
o de ingenieria civil y la robdtica, entre otros, como AutoCAD, Solid Edge, Inventor

y Autodesk.

En geometria hay numerosos programas informaticos algunos de pago y muchos
libres, entre los que se cuentan GeoGebra, Cabri y CaRMetal herramientas que
proporcionan a los elementos de la geometria un caracter dinamico que permite
verlos en movimiento y observar relaciones que antes habia que imaginar, de modo
gue mediante estos programas informaticos se reinterpreta el mundo, al tener
diferentes miradas sobre un objeto virtual en movimiento, se potencia la imaginacién

y se vuelve posible observar relaciones ocultas en esos objetos. Se debe aclarar
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que existen software de disefio muy avanzados de uso en algunas ingenierias como
el AUTOCAD, el SOLID EDGE y otros que estan orientados al disefio mecénico y
de ingenieria y que son mas poderosos que los software de geometria dinamica,

mas dedicados a la conceptualizacion o al proceso de ensefianza aprendizaje.

El estudio de la geometria analitica es muy superficial en la educacion media, solo
es un capitulo en el amplio temario o estandar del Ministerio de Educacién Nacional
para el grado 10° y a nivel universitario, solo es abordado por algunas disciplinas
que toman lo necesario, como es el caso de las ingenierias que lo deben tratar por
sus aplicaciones practicas, o en astronomia y fisica por la orbita de los planetas y
las leyes de Kepler. Se considera que es valido profundizar en este saber porque
no es muy conocido en el ambito académico de bachillerato y pregrado, y sus
aplicaciones son de enorme importancia en areas como las telecomunicaciones, la
ingenieria civil, la astronomia, la ingenieria militar y la medicina, por mencionar solo

algunas.

En el &mbito de la geometria, en particular para profundizar en el tema de las
secciones conicas, se requiere de un amplio conocimiento de conceptos
algebraicos. De acuerdo con los lineamientos curriculares planteados por el
Ministerio de Educacion Nacional en el afo de 1998, “la geometria, por su mismo
caracter de herramienta para interpretar, entender y apreciar un mundo real que es
eminentemente geomeétrico, constituye una importante fuente de modelacién y un
ambito por excelencia para desarrollar el pensamiento espacial y procesos de nivel
superior y, en particular, formas diversas de argumentacion” (MEN, Lineamientos

curriculares: Matematicas, 1998).
El propdsito del presente trabajo es profundizar en el estudio de las secciones

conicas y revisar algunas aplicaciones en el mundo real en disciplinas como

astronomia, arquitectura, e ingenierias, mediante la implementacién de software de
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geometria dinamica; para tal fin se implementan guias de instalacion y uso de

software como GeoGebra y CaRMetal.

Se parte del convencimiento de que es posible profundizar en el estudio de la
geometria analitica con el apoyo de los software de geometria dinamica, en donde
estos ayudan a la comprension de ejemplos de aplicacion de las secciones conicas
en la vida cotidiana, mostrando las relaciones que se dan con las propiedades de
cada una de las secciones conicas desde su definicion, todo esto en el ambito

académico.

Por todo lo anterior, el presente trabajo de profundizacion pretende mostrar el
desarrollo de la conceptualizacién y manejo matemético de las secciones coénicas,

desde sus inicios en la antigua Grecia, hasta el presente siglo XXI.
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2. OBJETIVOS

2.1. OBJETIVO GENERAL

Mostrar las ventajas que ofrece la utilizacion de software de geometria dinamica

como GeoGebra y CaRMetal en el estudio de las secciones conicas, partiendo del

desarrollo histérico de la geometria y sus aplicaciones en situaciones reales.

2.2.

1)

2)

3)

4)

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Caracterizar el desarrollo histérico que ha tenido la geometria analitica a
través de los tiempos.

Identificar las caracteristicas que poseen algunos software y su aplicacion a
la geometria dindmica.

Resolver situaciones problema relacionadas con las secciones conicas en
contextos reales como  astronomia, ingenieria, navegacion,
telecomunicaciones, entre otras; con el apoyo de software de geometria
dinamica (GeoGebra y CaRMetal).

Disefiar una unidad didactica dirigida a estudiantes de grado décimo (10°),
que vincule la implementacion de los software de geometria dinamica
(GeoGebra y CaRMetal) en la aplicaciéon de las secciones coénicas, para

generar aprendizajes significativos.
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3. MARCO REFERENCIAL

3.1. ANTECEDENTES

Existen muchas investigaciones acerca del uso de las TIC en el aula y
especificamente del uso de software de geometria dindmica para determinar su
utilidad en los procesos de ensefianza aprendizaje, lo mismo que abundante
informacion acerca de software, uso de herramientas TIC en el aula, etc., en general
estas investigaciones demuestran la utilidad de la introduccion de estas
herramientas tecnoldgicas y su impacto positivo en los procesos de ensefanza y
aprendizaje. En el caso de la geometria dinamica hay estudios que demuestran que
hay avances significativos en razonamiento espacial y algebraico y en la resolucién
de problemas. (Argiello, 2013), (Gutierrez & Adela, 2015).

Los educadores (Gutierrez & Adela, 2015) en su trabajo titulado “Analisis del
aprendizaje de geometria espacial en un entorno de geometria dinamica 3-
dimensional”’, investigaron acerca del aprendizaje de la geometria a partir de
software de geometria dindmica, en particular indagaron si la implementacion del
software tenia alguna ventaja sobre el uso de materiales manipulativos (sélidos),
concluyeron que a pesar de que cada forma de representacion tiene sus ventajas,
el entorno con ordenador es el que mas ventajas presenta, al favorecer la capacidad

de visualizacion de los estudiantes (Gutierrez & Adela, 2015, pag. 59).

Otros estudios realizados por (Moncayo, Pantoja, & Fernandez, 2012) en su trabajo
de grado “Enfoque didactico para la conceptualizacion de la parabola como lugar
geomeétrico integrando Cabri Géométre Il plus”, muestran que la comprension de la
pardbola como lugar geométrico por parte de los estudiantes, a partir de la
enseflanza apoyada en un software de geometria dinamica como es el Cabri

Z

Geometre Il aumento “el progreso en el desempeifo matematico de los estudiantes”,
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en particular posibilitd constatar que el uso de Cabri permitié “la transicion del nivel
de percepcion visual al nivel teérico” (Moncayo, Pantoja, & Fernandez, 2012, pég.
1274(6)).

La profesora (Garcia Lépez, 2011) en su tesis doctoral “Evolucion de actitudes y
competencias matematicas en estudiantes de secundaria al introducir GeoGebra en
el aula” concluy6é que el uso de este software influye en las tres componentes
analizadas: afectiva, cognitiva y comportamental. Ademas, se puso de manifiesto la

funcion motivadora del uso del software de geometria dindmica.

Es de comun aceptacion el hecho de que el conocimiento del desarrollo histérico de
la geometria y en general de las matematicas, permite una aproximacion conceptual
al tema, al acercar al estudioso a la forma y etapas en que se fueron dando los
avances y descubrimientos, lo que damos por sentado hoy en dia obedece al duro

trajin de muchos matematicos, en algunos casos durante siglos.

Con relacion a los estilos de aprendizaje y la importancia de la visualizacion en la
geometria, (Schillardi, 2014) en su investigacion “Estilos de aprendizaje.
Importancia de la visualizacion en la Geometria” realiz6 estudios que le permitieron
concluir que la integracion del software de geometria dinamica Cabri Geométre |l
Plus en la ensefianza de la pardbola, resulta beneficiosa porque, al crear un campo
de experimentacion gréfica, donde el estudiante tuvo la oportunidad de manipular,
mover, medir y trazar diferentes elementos geométricos, le permitieron llegar a la

definicion de parabola de una forma intuitiva.

Con la exploracion, observacion, verificacion y planteamiento de conjeturas de
diversas propiedades como equidistancia, perpendicularidad, rectas tangentes,
propiedad foco-directriz entre otras, permitieron acercar al estudiante a la

conceptualizacion de parabola como lugar geométrico.
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Ademas, el uso del software Cabri Geométre Il Plus permitié una libertad para
realizar construcciones que podian ser manipuladas en la pantalla del computador,
por medio de la herramienta “arrastre” convirtiéendose asi en un medio de

reconocimiento y verificacion.

El docente (Vargas, 2014) en su tesis “Ensefianza de la geometria a través del
triangulo inscrito en el circulo, mediado por las tecnologias de la informacion y la
comunicacioén, estudio de caso en los estudiantes de grado octavo de la institucion
educativa Horacio Muhioz Suescun” concluye que mediante el uso de una
plataforma virtual se logra superar muchas de las limitantes que trae la
representacion grafica de la geometria en el tablero, con lo cual es posible
transformar la ensefianza expositiva en interactiva, a partir de situaciones problema
y recursos digitales que faciliten la exploracién y el aprendizaje por descubrimiento.
No obstante, es importante reconocer que estos recursos deben estar en constante
transformacién para lograr generar diversidad de experiencias que faciliten el

aprendizaje.

El objetivo de esta investigacion radico en el desarrollo del pensamiento geométrico
— métrico, desde el uso de recursos digitales como el GeoGebra, con el cual los
estudiantes interactian en un laboratorio geométrico virtual, que mediante
actividades guiadas se convierte en una alternativa de aprendizaje significativo,
adecuada a las necesidades educativas de los estudiantes de grado octavo, el cual
fue el grupo estudiado por el investigador. Dadas las caracteristicas del grupo, es
evidente que esta actividad puede nutrirse con multiples recursos que promuevan

una mayor comprension. (Vargas, 2014, pag. 148)

Estudios realizados a nivel universitario por (Lopez, 2006) en su tesis doctoral “El
empleo del software Cabri-Géométre Il en la ensefianza de la Geometria en la
Universidad Auténoma de Guerrero, México”, explica como el empleo del software

Cabri-Geométre Il en la ensefianza de la geometria se convierte en una herramienta
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que contribuye al mejoramiento en la calidad del aprendizaje en esta érea, en el
nivel medio superior de la Universidad Autonoma de Guerrero, México, arrojando
las siguientes conclusiones: se elevd la motivacidn de los estudiantes por la
geometria y se logré6 un mayor desarrollo de las habilidades geométricas
fundamentales, dado que se elevaron los resultados en el test correspondiente a la
aplicacion de la propuesta metodoldgica.

Los trabajos de investigacion citados anteriormente, son relevantes, en la medida
en que ratifican la importancia del uso de los software de geometria dindmica en el
estudio de la geometria, ya que facilitan el aprendizaje y la construccién de
conocimientos significativos en esta rama de las matematicas. En el presente
trabajo las implementaciones de los software de geometria dinamica, GeoGebra y
CaRMetal, en el estudio de las secciones conicas jugaron un papel muy significativo,
porque permitieron un acercamiento conceptual a sus propiedades y facilitaron

verlas en movimiento.

3.2. MARCO CONCEPTUAL

En palabras del Psicélogo (Schunk, 2012, pag. 29) “La solucion de problemas es
uno de los tipos de procesamiento cognoscitivo mas importantes que a menudo
ocurren durante el aprendizaje”. Con relacion a lo anterior, la ensefianza de las
matematicas debe potenciar el desarrollo del pensamiento heuristico, posibilitando
al estudiante enfrentarse con situaciones cotidianas que le permitan modelar la

realidad.

Este punto de vista implica abordar la formulacion y resolucion de problemas como
eje central en la forma de analizar las matematicas, en especial la geometria
analitica. En la ensefianza de éstas, la resolucion de problemas siempre se ha
trabajado como una estrategia auxiliar y se le ha hecho mayor énfasis al desarrollo

algoritmico y no al razonamiento, que es lo fundamental.
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En particular, al abordar los problemas de geometria analitica en la educacion
media, estos métodos adquieren una importancia considerable en el proceso de
formacion de los estudiantes al estimular su creatividad, el razonamiento espacial,
algebraico y la capacidad de resolucion de problemas de su entorno a partir de
conceptos y/o métodos propios de la geometria como lo plantean (Gutiérrez &
Jaimes, 2015). “Hay datos internacionales, por ejemplo resultados de las pruebas
TIMSS?!, que correlacionan estrechamente el conocimiento de contenidos de
geometria con el desarrollo de habilidades de razonamiento matematico de orden
superior; como son el razonamiento proporcional, el razonamiento visual o el
razonamiento deductivo y el aprendizaje de otras areas de las matematicas en las

que la geometria facilita la representacion de conceptos y relaciones”.

Segun lo planteado en el parrafo anterior, se corrobora el papel preponderante que
juega la implementacién de la resolucién de problemas y el uso de software en el
estudio de la geometria con miras a fortalecer los procesos algebraicos y de igual
manera, los pensamientos espaciales en el ser humano. Se hace necesario
implementar software para la resolucion de problemas de las secciones conicas con

el objetivo de potencializar los procesos cognitivos en el estudio de la geometria.

Existe una gran variedad de herramientas informaticas que pueden servir para el
estudio y la profundizacion de las matematicas, en especial de la geometria; las
cuales facilitan su comprension a través de la exploracién visual de contenidos
abstractos y facilitan la basqueda de soluciones en situaciones problema para
diferentes ramas del conocimiento. En los uUltimos afios, la implementacién de las
TIC en los procesos de aprendizaje es un hecho incuestionable; esto en gran
medida por el potencial reconocido para apoyar la comprension, la construccion
social del conocimiento y el desarrollo de habilidades y competencias para aprender

autbnomamente.

1 Estudio Internacional de Tendencias en Matematicas y Ciencias (TIMSS por sus siglas en Ingles).
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Las TIC estan presentes en todos los &mbitos que componen las diferentes esferas
de la sociedad. En el campo de las matematicas se puede afirmar que, aunque ha
sido lenta la inclusién de esas tecnologias, hay investigaciones que sustentan la
importancia de su uso. Ya no se debate sobre su necesidad, sino sobre las ventajas
que ofrece su utilizacion (la mejor manera de sacarles provecho, al ser medios o
herramientas que contribuyen a enriquecer el proceso de aprendizaje), su incidencia

en la cognicién y procesos de pensamiento que originan en el ser humano.

Geometria Analitica

Los avances en herramientas TIC, en especial en programas informéticos
orientados al manejo de la geometria en 2D y en 3D, posibilitan un trabajo mucho
mas dinamico de las secciones coénicas, objetivos del presente trabajo, mediante
estas herramientas informéticas el manejo de la circunferencia, la elipse, la
hipérbola y la parabola adquieren una nueva dimension visual que permite un
trabajo interactivo, al tiempo que se preserva la rigurosidad en el tratamiento

matematico de las ecuaciones de éstas.

A partir de las herramientas informaticas y de las ecuaciones de las secciones
coOnicas, se pueden estudiar las aplicaciones que hace el hombre de las secciones
conicas en diferentes ambitos de la ciencia, tales como en la ingenieria, las
comunicaciones, la arquitectura y la oOptica, ademas de permitir el estudio de

fenémenos fisicos como el movimiento de los planetas.

Software de Geometria Dinamica.

En las Ultimas décadas las matematicas, especialmente la geometria se ha
beneficiado notoriamente con el desarrollo del software dindmico. Antes de que
estos surgieran se debian dibujar las figuras geométricas, con ayuda de
instrumentos como el compas, la regla, las escuadras, el transportador, entre otros,

obteniendo asi una representacion mas o menos exacta pero fija y en ocasiones no
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bastaba un solo intento en la realizacién de alguna actividad propia de este saber,
muchas veces los trabajos carecian de precision y estética lo cual redundaba en

exceso de tiempo y por lo tanto restringiendo en extremo la exploracion.

Fue a partir de la creacion y desarrollo de los software de geometria dinamica que
se ha podido visualizar y entender las relaciones y propiedades de las figuras de la

geometria que no son visibles en las figuras planas y en los soélidos.

4. DISENO METODOLOGICO

Para el presente trabajo se considerd la geometria dinAmica como una de las
herramientas que permiten desarrollar procesos de analisis para la solucién de las
problematicas presentes en el mundo real; de este modo, se propuso la elaboracién
de un plan de accién a la luz de las teorias del autor (Pérez, 2013), planteado de la

siguiente manera:

FASE |

Esta primera fase tiene que ver con la caracterizacion histérica de la geometria y
elaboraciéon de una linea de tiempo, con el objetivo de evidenciar el impacto que
esta rama de las matematicas ha tenido en el desarrollo de las matematicas y las
ciencias. Esto se hizo a través de una revision documental de los aportes mas
representativos que ha tenido la geometria, en especial la geometria analitica y su

desarrollo a través de los tiempos.

FASE I

La segunda fase en el desarrollo del presente trabajo de profundizacién se ocupo

de identificar las bondades que poseen los software Geogebra y CarMetal como
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programas que permiten la representacion visual de algunos conceptos que abarca
la geometria analitica en especial la comprension de las secciones cénicas desde
su aplicacion en el estudio de problemas del mundo real. A partir de este trabajo se
disefid una guia para la implementaciéon de estos software en el desarrollo de

situaciones que involucran las secciones conicas.

FASE Il

En la tercera fase se vincularon los programas mencionados anteriormente como
herramientas que facilitan la comprensién de fendmenos presentes en contextos
determinados en diferentes campos del saber tales como astronomia, ingenieria,
arquitectura, navegacion, entre otros, que guardan una estrecha relacion con las
secciones conicas. Para tal efecto se presentan ejemplos de aplicacién de las
secciones conicas en la vida cotidiana, utilizando para su ejemplificacion los

software Geogebra y CaRMetal.

FASE IV

Finalmente y como insumo del presente trabajo, se realiz6 el disefio de una unidad
didactica que involucre la implementacion de software como Geogebra y CarMetal
para la asimilacion de los conceptos relacionados con la geometria analitica; en
especial las secciones coénicas y su aplicacion en el estudio de fenémenos del
mundo real; con el fin proporcionar a los estudiantes de grado décimo estrategias
didacticas que motiven el desarrollo de habilidades hacia la construccion de
conocimiento, generando en ellos, aprendizajes significativos. La unidad didactica
sera implementada con los estudiantes de la educacion media de las Instituciones
Educativas Marco Fidel Suarez de Andes y San Rafael de Heliconia, durante la
segunda fase del convenio para la beca de la gobernacion de Antioquia, posterior a

la obtencién del titulo, en calidad de contraprestacion por la beca.
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5. LAS SECCIONES CONICAS A TRAVES DE LA GEOMETRIA DINAMICA

5.1 BREVE RECUENTO HISTORICO DE LA GEOMETRIA Y LAS SECCIONES
CONICAS.

5.1.1 La geometria en la época antigua

La palabra geometria, que segun sus raices significa medida de la tierra (del griego
geo: tierra y metrén: medida), recibe su nombre debido a que cuando se daban las
inundaciones anuales del rio Nilo en Egipto, las parcelas de tierra debian medirse
nuevamente, porgue luego de las inundaciones, estos terrenos adquirian un enorme
valor ya que se volvian cultivables en un pais desértico, segun algunos
historiadores, la busqueda de soluciones a problemas practicos, entre ellos la de la
medida, dio origen a la geometria. (Ruiz, 2003).

Segun algunos historiadores, el desarrollo de la geometria presenta los siguientes

hitos:

En la Mesopotamia, entre los afios 2000 a 500 a. C. se tienen indicios del calculo
de areas de cuadrados, circulos, volimenes de cuerpos e incluso se ha escrito que

tenian nocion del teorema de Pitdgoras (Barrera , 2015).

Herodoto (484 — 425 a.C.) sostenia que Egipto fue la cuna de la geometria, las
construcciones que ostentaban dan a pensar que se contaba con una geometria
muy avanzada pero no se tienen indicios sobre demostraciones formales de
geometria en dicha cultura; contaban con una aproximacién a m de varias cifras
decimales, mientras que en Mesopotamia se le asigno un valor de 3. Se dice que
fue Herddoto el primero que usé la palabra geometria para referirse a la medida de
la tierra por parte de los antiguos egipcios para redistribuir las parcelas luego de las

inundaciones del Nilo. (Barrera, pag. 22)
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En Grecia entre los afios 800 y 400 a. C. se tienen indicios sobre el manejo de
raices, calculo con fraccionarios, resolucion de ecuaciones de 1° y 2° grado,
agrimensura, etc. Vale la pena mencionar las contribuciones de algunos de los mas

destacados estudiosos de la geometria, entre los cuales sobresalen los siguientes:

Tales de Mileto (624 — 546 a. C.) por el siglo VI a. C., considerado uno de los siete
sabios de la antigua Grecia, titulo que le fue otorgado por predecir un eclipse de sol
en el afio 585 a. C. también fue el primero en calcular la altura de las piramides de
Egipto mediante el uso de semejanza de triangulos; por la misma época Pitagoras
de Samos el cual se cree fue discipulo de Tales, funda la escuela que lleva su
nombre; se le atribuye la demostracion del teorema de Pitdgoras y una de las
consecuencias de dicha demostracion es el descubrimiento de los numeros

irracionales. (Barrera, pag. 35).

En el siglo IV a. C. Eudoxo de Cnido (alrededor de 408 — 355 a. C.) aporta teoria
sobre proporciones y el método de exhauscion, antecedentes para el calculo

integral, razén por la cual es conocido como el padre del célculo.

Entre los siglos IV y lll a. C., Euclides aporta su obra Elementos, considerada como
la obra mas famosa de la historia de las matematicas, en 13 volimenes recoge todo
el conocimiento sobre geometria de su época y mediante el método axiomatico y
unos pocos postulados desarrolla todo un elegante y lI6gico cuerpo de proposiciones
geomeétricas; algunos historiadores plantean la hipotesis de que escribié 4 libros
sobre las cénicas pero de estos no se conserva nada, aun hoy en dia su obra
Elementos es seguida en muchas universidades por su rigor cientifico, por dicha
razon se le considera como el padre de la geometria. (Barrera, pag. 4), a partir de
Euclides la geometria sale de su etapa intuitiva y entra en su etapa axiomatica, la
cual perdura hasta finales del siglo XIX cuando aparecen dos nuevas geometrias y

se realiza la formalizacién de la geometria por parte de Hilbert.

33



Arguimedes de Siracusa (287 a 212 a.C.) considerado uno de los grandes sabios
de la antigua Grecia, vivio por el siglo lll a. C. en la ciudad de Siracusa; hombre de
gran ingeniosidad la cual le permitio disefiar diferentes artefactos de guerra y
multiples inventos mecanicos y aportes a la fisica, entre los cuales se destaca el
famoso principio de Arquimedes o principio de la hidrostética, el principio de la
palancay el tornillo de Arquimedes. Se considera que fue el mas genial matematico
de la antigiiedad. Arquimedes hizo aportes desde los lugares geométricos y entre
ellos le trabajo a la cuadratura de la parabola; también obtuvo la expresion para el

area de una elipse de semiejes a y b, cuya expresion es A = mab.

También en ese mismo siglo, Apolonio de Pérgamo (262 — 180 a.C.) elabord un
tratado sobre secciones conicas en el cual utiliza por primera vez los términos
elipse, parabola e hipérbola. Segun los historiadores, esta fue la base para el
desarrollo de la geometria analitica. Se considera que Apolonio de Perga realizé un
estudio exhaustivo de las secciones conicas recogiendo lo hecho por Menecmo y
otros autores (Tamara & Ruiza, 2015)
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Figura 1. Linea de tiempo geometria en la época antigua
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5.1.2 La geometria en la edad media

Esta comprendida la edad media entre los siglos 1l al XV segun algunos
historiadores, para otros se inicia con la caida del imperio Romano en el siglo IV.
Los aportes realizados a la geometria entre los siglos Il al Xl de esta era son
realmente pocos, época conocida como finales de la época griega (siglo I1) y finales
de la Edad Media (siglo XV). Los avances en materia de estudios de geometria y

sSus personajes se describen a continuacion:

Pappus (290 — 350 d.C.) fue el ultimo de los grandes matematicos de la antigiiedad
junto con Diofanto y Ptolomeo, este ultimo fue precursor de la geometria descriptiva
y la aplicacion de la geometria a la astronomia, gran gedmetra, ellos significaron un
renacimiento del esplendor de los matematicos griegos, el segundo con su obra”
Arithmetica” es considerado el principal algebrista clasico, famoso por su
apasionamiento por la solucion de problemas, mientras que Pappus fue un
excepcional gedmetra que perfecciond la teoria sobre las secciones conicas
(Fernandos, 2016), en su obra “la Coleccion” que consta de 8 libros, introduce
elementos importantes en las conicas como el Foco de la parabola y el concepto de
recta directriz en las conicas que permite unas nuevas definiciones de estas, a partir
de la razon entre las distancias de un punto al foco y la distancia del punto a la

directriz, razén llamada excentricidad.

De esta época resalta la matematica y gebmetra Hypatia de Alejandria que coment6
y difundié las obras de Apolonio, lo mismo que sobre el algebra de Diofanto, di,
fundié los conocimientos sobre las coénicas, su muerte marca el inicio del
oscurantismo de la edad media, luego de Hypatia las conicas cayeron en el olvido

durante casi 10 siglos.

Omar Khayan (1048 — 1131), fil6sofo, matematico, astrbnomo y poeta, desarrollo

una demostracion para la solucién de ecuaciones cuadraticas y cubicas a partir de
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las secciones conicas, afirmd que no se puede hallar la raiz de las ecuaciones de

tercer grado solo con regla y compas, lo que se demostro 750 afios mas tarde.

Nassir al-Din al-Tusi (1201-1274) produjo libros de geometria inspirado en los textos
de geometria clasica; hizo estudios criticos, como los relativos al axioma euclidiano
del paralelismo, los cuales son considerados como precursores de las geometrias

no euclidianas.

En el siglo Xl Leonardo de Pisa (1170 - 1250) conocido como Fibonacci da origen
a lo que se llama geometria renacentista con su libro “Geometria practica” que trata
sobre medidas de areas de poligonos y volimenes de solidos, fue publicado en
1220 y consta de 8 capitulos, en el mismo afio publica también un libro sobre teoria
de numeros “Liber Cuadratorum”. Es considerado como el matematico mas
importante de la edad media y entre sus muchos aportes esta el de introducir en
Europa el sistema de numeracion hinda-arabe, que con el tiempo llegaria a

imponerse y es el actualmente usado (Pellini, 2016).
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5.1.3 La geometria en la época moderna

El periodo que siguio a la edad media, y que va hasta mediados del siglo XIX se

conoce en la historia de las matematicas como la época o era moderna.

En el siglo XVII el deseo por explorar nuevos territorios provoco adelantos en el
conocimiento y, en particular, en las matematicas. Las exploraciones geograficas
encaminadas hacia estos nuevos territorios estimulaban el estudio de la trayectoria
de las naves, la construccién de mapas, el movimiento de la tierra, la trayectoria de
los cometas y fortalecia el conocimiento de la astronomia dando paso al estudio de

las secciones conicas (Murillo, 2013).

Esta época es prolifica en cuanto a que el mundo conocié una gran cantidad de
estudiosos de las mateméticas y la geometria, se conocieron grandes desarrollos
impulsados por los nuevos aires que propicid el renacimiento. Entre los mas

importantes matematicos de esta época estan:

René Descartes (1596 — 1650) fusioné el algebra con la geometria, permitiendo
expresar las secciones conicas a través de una ecuacion de segundo grado en dos
variables dando origen a la geometria analitica e introdujo el sistema cartesiano, o
de coordenadas rectangulares como se conoce en la actualidad. Todo esto lo

publicé en su libro “La Geometria” en 1637 (Hernandez, 2002).

Pierre de Fermat (1601 — 1665), Matematico francés de gran reputacion, se le
considera cofundador de la teoria de la probabilidad junto con Pascal y de la
geometria analitica junto con Descartes, famoso por escribir sus ideas y
descubrimientos en los margenes de los libros, mantuvo una amistad con los
matematicos mas respetados de su época, en especial con Blas Pascal y Descartes,

con el que sostuvo discusiones sobre temas matematicos.
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Abordo el trabajo de reconstruir las demostraciones de Apolonio de Perga sobre los
lugares geométricos, desarrollé independientemente de Descartes un método
algebraico para tratar cuestiones de geometria por medio de un sistema de
coordenadas, que sirvieron para la formacion de la geometria analitica, a partir de
estos descubrimientos tratd en profundidad las ecuaciones de la recta y de las
curvas conicas como la parabola, la elipse y la hipérbola, asi mismo fue de los
primeros en estudiar el problema de maximos y minimos en curvas utilizando las

derivadas, es decir fue un precursor del calculo moderno.

Leonhard Euler (1707 — 1783), Matematico Suizo, alumno de Johann Bernoulli de
gran capacidad para las matematicas que lo llevaron a ocupar un puesto en la
academia de las ciencias de San Petersburgo, perfecciond los trabajos de Fermat y
Descartes a traves de sus estudios de geometria analitica, en la aplicacion de las
ecuaciones algebraicas a la resolucion de problemas geométricos, mediante un

sistema de coordenadas rectangulares.

En el siglo XVIII extendi6é las coordenadas rectangulares al espacio y planteé la
geometria analitica con rigor y formalidad, planted la transformacion de los sistemas
de coordenadas, clasificé las curvas segun su grado, estudio las secciones cénicas
y propuso la forma candnica de sus ecuaciones, asintotas, simetria de curvas,
solucion de ecuaciones trigopnométricas, entre otras. En 1748 publicé el libro
“Introduccion al analisis de los infinitos” este sobre geometria analitica (Gonzales
Urbaneja, 2008).

Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855). Genial matematico, astronomo vy fisico,
desarrollo los numeros complejos y su representacion en el plano complejo, hizo
grandes aportes al algebra, a la teoria de numeros, a la geometria diferencial, al
analisis matematico, al calculo y fue precursor de la geodesia y de las geometrias
no euclidianas (geometrias elipticas e hiperbdlicas), por todo lo anterior se le conoce

como el principe de las matematicas.
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Gauss define las matematicas como la reina de las ciencias, y la aritmética
como la reina de las matematicas. Es considerado uno de los matematicos mas

importantes de la historia de la humanidad.
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5.1.4 La geometria en la época contemporanea

Epoca comprendida entre el siglo XIX y el presente, periodo en el que la geometria
recibi6 un trato privilegiado. Los grandes aportes de las ciencias exactas en el siglo
XIX han contribuido a que esta época merezca ser llamada mas que ninguna otra
época, la edad de oro de las Matematicas. Los avances realizados durante este
siglo superan tanto en calidad como en cantidad, la produccion reunida de todas las
épocas anteriores. Este siglo fue también, con la excepcion de la época heroica de
la antigua Grecia, el méas revolucionario de la historia de la matematica. Del selecto
grupo de matematicos del siglo antes mencionado se destacan los siguientes con

sus aportes mas significativos.
Nikolai lvanovich Lobachevski (1792—-1856) logra alcanzar la fama mundial con la

creacion de la geometria no euclidiana que, en la actualidad, de acuerdo al nombre

de su fundador, es denominada geometria de Lobachevski. o geometria hiperbdlica,
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en la cual intervienen también en su formulacién Janos Bolyai (1802 — 1860) de
forma independiente y Karl Friedrich Gauss que nunca publicé sus descubrimientos
sobre lo que llamo “Geometria Anti Euclidiana”, las investigaciones de este autor en
la rama de la geometria hiperbdlica son muy extensas, pero debieron esperar a los

trabajos de Riemann para ser aceptados por la comunidad académica (Bell, 1949).

Georg Friederich Bernhard Riemann (1826 — 1866) Matematico aleman, hizo
grandes aportes a la geometria diferencial y del espacio, sento las bases para los
métodos topoldgicos y sus ideas sobre la geometria contribuyeron al desarrollo de
las geometrias no euclidianas. Ademas, en sus estudios se encuentran
anticipaciones de la teoria de la relatividad. En cuanto a la fisica matematica,

destaca su trabajo acerca de las ondas sonoras en 1860 (Virgilio, 2016).
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Figura 4. Linea de tiempo de la geometria en la época contemporanea.

5.1.4.1 El computador y los sistemas informaticos
Sin lugar a dudas, después de la formalizacion de la geometria Euclidiana realizada

por David Hilbert, hay dos grandes hitos en la historia de la Geometria en la edad

contemporanea: la aparicion de las nuevas geometrias y el desarrollo de la
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electronica que permitié una revolucion sin precedentes en casi todas las areas de

la ciencia, a partir de la segunda mitad del siglo XX.

A partir de los trabajos de Gauss, Bolyai (1802 — 1860) y del ruso Lobachevsky
(1793 — 1856), se crean las geometrias no Euclidianas que rompen con el quinto
postulado de Euclides o postulado de las paralelas, partieron de la base de que este
postulado no se podia probar como deduccién de los otros postulados, es decir que
era independiente, se proyectaron unas geometrias en donde no se cumpliese este
postulado, en una primera etapa se proyectan las geometrias hiperbdlicas y se
complementan con el trabajo de Riemann para la geometria esférica. Estas
aparecen en un ambiente en donde la geometria que llamaba la atencion era la
geometria proyectiva, y esto hizo que la difusion de estas no se masificase y

permanecieran solo en el &mbito académico.

En el siglo XX Benoit Mandelbrot (Varsovia 1924 — 2010) cre6 la geometria fractal
gue estudia los objetos tal y como son, es decir se parte de que las cosas no son
tan perfectas como las muestra la geometria Euclidiana, presenté su trabajo en
1967 y se ha venido perfeccionando y tiene una gran influencia en desarrollos de
algunas ciencias como la electronica, también reconoce patrones en la naturaleza
gue se auto generan o repiten a diferentes escalas y es auto similar, es decir las
copias son similares al todo, el ejemplo mas conocido es el del copo de nieve o el
de las ramas de algunos arbustos. Los fractales eran conocidos y trabajados desde
principios del siglo XX, pero el término se acufié en la década de los 70 del siglo XX

por Mandelbrot, que despertd un gran interés por el tema.

5.2 DESARROLLO HISTORICO MATEMATICO DE LAS CONICAS
Para la definicion de las curvas conicas se plantean tres escenarios: la definicion
histdrica o antigua, que describe las conicas desde una perspectiva puramente

geomeétrica, teniendo dos etapas conceptuales muy definidas: la etapa griega o pre
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- apoloniana, que se corresponderia con la etapa intuitiva de la geometria y la etapa
cldsica a partir de Euclides que se corresponde con una etapa Axiomética, la
definicion que propician los matematicos de los siglos XVI y XVII en donde se
consideran las curvas conicas como lugares geomeétricos en un plano, su definicion
parte de las caracteristicas que comparten algunos puntos del plano y por ultimo
tendriamos una definicibn mas amplia a partir de la ecuacion general de segundo
grado basada en el algebra lineal, es decir involucrando algebra de matrices, que

se da a partir de la formalizacion de la geometria por parte de Hilbert en el siglo XX.

5.2.1 Definicidn histérico geométrica

Las secciones conicas son conocidas aproximadamente desde el siglo VIl a.C. el
gran interés por estas curvas fue aumentando a medida que eran empleadas en la
resolucién de problemas y se fueron descubriendo sus propiedades, en especial la
de reflexiébn que abria todo un mundo de posibilidades. Durante aproximadamente
2500 afios, se refirieron a las secciones cénicas por la forma comuin a como habian
sido descubiertas: secciones de un cono agudo, secciones de un cono rectangulo,
y secciones de un cono obtuso, pero poco a poco se les fue dando vida propia y se

estudiaron como curvas independientes con un origen comun.

Las secciones cOnicas, al parecer se descubren a partir de la busqueda de
soluciones a los tres grandes problemas de la geometria en la antigua Grecia: La
cuadratura del circulo, la triseccién del angulo y la duplicacién del cubo.

Para la definicion histérica geométrica de las secciones conicas, se consideran dos
periodos muy bien definidos en esta época:

5.2.1.1 Periodo pre apoloniano

Se caracteriza por el uso de las cénicas como recurso para la solucion de los tres

grandes problemas griegos de la antigtiedad, va desde el siglo VII a.C. al siglo lli
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a.C. en esta etapa la geometria se aplica a la solucion de problemas précticos, en
el célculo de &reas y volumenes, se hace una primera caracterizacion de las conicas
y de sus propiedades partiendo de su definicion basica: secciones del cono circular

recto cortado por un plano perpendicular a una generatriz.

Esta época es de marcada influencia de la escuela pitagorica, se considera que a
partir del siglo V y IV a.C. nace la geometria como ciencia pura, es decir, no
solamente en funcién de resolucion de problemas practicos, la geometria deja de
ser pragmética y se enfoca también en el estudio de las propiedades geométricas,

es decir se volvié analitica.

Para comprender cabalmente la relacién entre el desarrollo de las conicas y los
famosos tres problemas griegos de la antigliedad, se har4 una breve descripcién de

estos problemas y su relacion con las conicas:

» La cuadratura del circulo: un dilema que obsesioné a grandes sabios

El problema de la cuadratura del circulo nace de la necesidad de conocer las areas
de figuras planas, y dado que se conocia el area de un cuadrado, se pretendia dado
el radio o diametro de una circunferencia conocer su area asimilando ese radio
como el lado de un cuadrado, es decir hallar el cuadrado equivalente en area al
circulo, solo con regla y compas, algo que siglos después demostré Ferdinand

Lindemann (1852 — 1939) que era imposible solo con regla y compas.

El matematico Hipocrates de Quios (470 - 410 a. C.) (diferente a Hipdcrates de Cos,
el de la medicina), autor de la obra “Elementos de Geometria”? plasma la primera

cuadratura rigurosa (con regla y compas) de una figura curvilinea.

2En la actualidad, no se conoce la obra de Hipdcrates. Su trabajo fue recopilado por Eudemo de Rodas (siglo
IV a. de C.), discipulo de Aristdteles. De este autor tampoco se conoce algin manuscrito que, de fe de esos
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Se trata de la cuadratura de una linula, es decir, una figura plana limitada por dos
arcos de circunferencia. Concretamente, el caso tratado por Hipdcrates es el de la
lGnula formada por el semicirculo construido sobre la hipotenusa de un triangulo

rectangulo isdsceles ABC y el construido sobre uno de sus catetos AC:

A i} I

Figura 5. Construccion de la primera Lanula realizada por Hipdcrates. Realizada en
GeoGebra

Haciendo uso del teorema de Pitdgoras se da que:
(AB)? = (AC)? + (CB)? = 2(AC)?; por ser AC = CB

Luego se puede afirmar que:

) 1__ (AC)? AC)?

Area (semicirculo AEC) 5*”*(7) _ (T) A0 4o 1
A . - 2 — 2 — 2 2 5
Area (semicirculo ACB) %*”*(AZ_B) (Az_B) (AB) 2(A0) 2

Ademas Area del cuadrante AFCO = % area del semicirculo ACB por lo tanto,

area (semicirculo AEC) = %érea (semicirculo ACB) = Area cuadrante AFCO, al

sustraer el area de la region comun AFCD, se obtiene:

Area linula AECF = Area del triangulo ACO;

aportes, solo se ha evidenciado un comentario realizado por Simplicio a la fisica de Aristételes en el siglo VI
que describe el trabajo de Hipdcrates sobre la cuadratura de Iunulas.
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de ese modo, la linula AECF (en amarillo) puede cuadrarse con regla y compas.

Fue a partir de la cuadratura de la lunula que Hipdcrates y sus seguidores, se

motivaron a seguir buscando la solucién al problema de la cuadratura del circulo.

La siguiente contribucion notable a la solucion del problema de la cuadratura del
circulo fue propuesta en el afio 225 a. C. por Arquimedes (287 a. C. -212 a. C),
quien utilizando el método de exhaucion de Eudoxo de Cnido, (aproximando el area
del circulo por el area de poligonos regulares inscritos y circunscritos) obtuvo una
expresion para el area del circulo, también en una de sus proposiciones establece
que el area de un circulo de radio r, es igual al area de un triangulo rectangulo cuyos

catetos miden r y la longitud de la circunferencia.

Sin embargo y a pesar de los esfuerzos de muchos matematicos, no se lograba
resolver el problema de la cuadratura del circulo y “Lindemann (1852-1939), un
matematico aleman, muchos siglos después, demostr6 que era imposible
construirlo exactamente con regla y compas” (Mora J. P., 2016). Debido a que 1 es
un numero trascendente, el circulo no es cuadrable con regla y compas segun las
reglas clasicas. Lindemann “probé que 11 no satisface ninguna ecuacion algebraica
con coeficientes enteros, del tipo a,x™ + a,_;x" 1 + -+ a,x* + a;x + ay = 0 Los
nameros que tienen esta propiedad se llaman numeros trascendentes, en
contraposicion a los numeros algebraicos, que son los que satisfacen alguna
ecuacion algebraica con coeficientes enteros” (Bombal, La cuadratura del circulo:
Historia de una Obsesién, 2012). Aqui el autor comenta y recrea la demostracion
de Lindemann de que el nimero pi es un niumero trascendente. Es de anotar que si
se levanta la restriccion de los griegos de utilizar solo regla y compas, es posible

hallar un cuadrado que tenga la misma area que el de un circulo.

Dejando de lado la regla de construccion solo con regla y compas, Dinostrato

(hermano de Menecmo) logroé la primera cuadratura efectiva del circulo, utilizando
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lo que se conocidé como “curvas mecanicas” haciendo alusion a que se requeria un

experimento mental que involucra una curva en movimiento (Bombal, pag. 11).

» La duplicacion del cubo, mas que un mito una realidad

El problema de la duplicacion del cubo nace de una leyenda sobre la epidemia de
peste que asolé a Atenas en el siglo V a. C. (afio 433 a. C.), los atenienses
consultaron al oraculo de Delfos, considerando que esta epidemia era un castigo de
los dioses y el oraculo les respondié que debian duplicar el altar de Apolo si querian
contentar a los dioses, dicho altar tenia forma de cubo y de ahi surgié el famoso

problema geométrico.

Hipdcrates de Quios resolvié algebraicamente el problema de la duplicacion del
cubo, al razonar que la arista debia estar entre s y 2s, ya que un valor de 2s para el
valor del lado no duplicaba, sino que multiplicaba por 8 el volumen, este aumentaba
en proporciébn geométrica y el problema se reducia entonces a hallar la media
proporcional o media geométrica, el procedimiento empleado por Hipdcrates de

Quios es muy similar al empleado por Menecmo y se omite para no redundar.

A mediados del siglo V a.C. Menecmo (380 — 320 a. C.), discipulo de Platén,
descubrié que las secciones planas de un cono servian para resolver la duplicacién
del cubo; dicho en otras palabras, dio a conocer que con unas curvas obtenidas
mediante la seccién de un cono por un plano perpendicular a la directriz se podia

hallar la duplicacién del cubo. (Alegria, Las conicas y sus aplicaciones, 2002).

Los trabajos realizados por Menecmo muestran que, seccionando conos
acutangulos y obtusangulos respectivamente con planos perpendiculares a una de
sus generatrices, tal como muestra la figura 6, dan lugar a la construcciéon de la

elipse y la hipérbola.
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Figura 6. Secciones Conicas

Menecmo se dio cuenta de que geométricamente, el problema consiste en encontrar
el punto de corte de dos curvas conicas, que pueden ser dos parabolas, o una

parabola y una hipérbola (Mora J. , 2010).

Como el volumen del cubo aumenta en progresidon geométrica cada vez que se
duplica el tamafio de la arista, y si se toma el valor de la arista como a (volumen =
a3), se debe usar la media proporcional o media geométrica para hallar el valor de
la arista que duplica el volumen del cubo, que debe encontrarse entre ay 2a, ya
que 2a no duplica sino que se convierte en (2a)® = 8a3, utilizando el método de
reduccion de Hipocrates se tendrd que usando las medias proporcionales y
expresado en lenguaje matematico actual seria:

a X . . -
2 = 2= X de donde se obtienen las ecuaciones de las pardbolas:

X y 2a
x* = ay,
y? = 2ax,

y de la hipérbola:
xy = 2a?. (Alegria, Las conicas y sus aplicaciones, 2002)
El punto de corte de estas conicas es precisamente el valor del lado del cubo

duplicado. Partiendo de las ecuaciones obtenidas para las parabolas, se tiene:

x*=ay (1)

y? =2ax (2) Aldespejar y de (1) se tiene:
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x2

y== (3) Alreemplazar (3)en (2), se obtiene:

— | =2ax
a

4

. X . p
Es decir: Pl 2ax que al resolver para x, se obtiene: x = a¥/2 que seria el valor

de la arista que duplica el volumen del cubo de arista a

Figura 7. Duplicacion del cubo, arista del cubo duplicado utilizando dos parabolas,

construccion con GeoGebra.

Menecmo ademas dio la primera definicibn de secciones coénicas y acufié los
nombres, pero su trabajo no salié a la luz publica y se conocié de él a través de
otros autores. El estudio realizado por Apolonio de las secciones conicas le merecio
el titulo de “el Gran gedmetra”, profundizando los estudios realizados por Euclides

sobre dicho tema
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» El problema de la triseccion del &ngulo

Aunque ya se demostrd que no es posible trisecar un angulo exclusivamente con
regla y compas, este problema estuvo presente en la mente de grandes
matematicos de la antigiiedad, hoy en dia por métodos analiticos y utilizando las
conicas, es posible realizar la triseccion del angulo, como se vera a continuacién
utilizando Geogebra:” Sea a un angulo arbitrario. Se construye la circunferencia de

centro 0 y radio 0A = OB de modo que m4A0B = a. Sea la semirrecta 0C bisectriz

de a. Con OC como directriz y B como Foco se construye una rama de hipérbola de
excentricidad £ = 2. Sea P el punto de interseccion de la hipérbola con el arco de

circunferencia AB. Analogamente se obtiene el punto P’ utilizando a A como Foco.

La situacion actual se representa en la figura siguiente:

Figura 8. Triseccion del angulo usando las conicas. Construccion con GeoGebra
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Por definicion de hipérbola, su excentricidad es igual a la razén entre la distancia de

. . . . PB
un punto al foco y la distancia del punto a la directriz, en este caso €= -5 =2 que al

resolver nos da que: PB = 2 PD y AP' = 2DP' . Ademas, debido a la simetria, PD =
DP'. En definitiva, resulta que BP = PP' = P'A y queda asi trisecado el angulo.
(Alegria, 2002, pag. 2).

5.2.1.2 Periodo clasico o axiomatico

Este periodo se distingue por el trabajo realizado por Euclides, que recoge todo el
saber geométrico hasta su época y construye el soporte axiomatico y logico del
saber geométrico, como se mencioné anteriormente, desde el punto de vista de las
conicas, este periodo se distingue por la magistral obra de Apolonio “Las Conicas”,
que recoge todo el conocimiento de los griegos y éarabes sobre éstas, se
caracterizan las conicas a partir de dos conos de revolucion, define el triangulo axial
como la seccion generada por el plano que contiene al eje y corta al cono a través
del vértice. Sus definiciones estan dadas a partir de las lineas notables como el lado
recto y el eje o didametro principal en la parabola.

A este periodo también pertenecen los avances introducidos por el gran sabio
Arguimedes, que estudi6 la cuadratura de la parabola y obtuvo una expresion para

calcular el area de la elipse: Area Elipse = m * a  b.

También se sabe que conocid y desarroll6 las propiedades reflexivas de las conicas
y entre las leyendas se dice que construyé un espejo paraboloide que incendiaba
los barcos romanos al concentrar los rayos del sol en su foco, aprovechando la
propiedad reflexiva, estas propiedades son utilizadas ampliamente en la actualidad

en sistemas de comunicaciones, a continuacion, se hace un esbozo de ellas:

En la parabola un rayo (onda electromagnética) paralelo al eje de simetria se refleja

en la superficie directamente hacia el foco y viceversa, como se ve en la figura 9
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Figura 9. Propiedad de reflexion de la parabola

Lo que permite el uso de esta propiedad para antenas de comunicaciones, radares,
espejos dentro de faros, etc.

En la elipse si desde uno de los focos se emite una onda electromagnética (o sonido)

que se refleja en el interior de la elipse, el rayo reflejado pasara por el otro foco:

| Recta tangente

Figura 10. Propiedad de reflexion de la elipse
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Que también se puede expresar asi: si se coloca una fuente de sonido en el foco de
un arco eliptico, entonces el sonido reflejado en el arco o béveda se concentra en
el otro foco, propiedad que se usa modernamente en las bovedas elipticas de
algunos recintos famosos en la transmision del sonido en direcciones que asombran
a los visitantes. Graficamente la recta perpendicular a la tangente a la elipse en un
punto P es la bisectriz del angulo formado por los radios vectores de dicho punto,

es decir: angulo de incidencia = angulo reflejado.

En la hipérbola se cumple que los rayos emitidos por un foco se reflejan en la rama
mas alejada de dicho foco como si fuesen emitidos por el otro foco como se ve en

la figura.

Figura 11. Propiedad de reflexion en la hipérbola

Estas propiedades se utilizan hoy ampliamente en las comunicaciones por la
propiedad de concentrar los rayos, los cuales convergen en el foco ampliando asi
la capacidad de recepcion, también en los faros de los automéviles se utiliza un
paraboloide de revolucion (que resulta del giro de una parabola alrededor de su eje)
qgue logra que los rayos de luz se enfoquen en la via al reflejarlos paralelamente
teniendo el bombillo en el foco, en la navegacion se utiliza ampliamente la propiedad
de reflexion de la hipérbola.
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5.2.1.3 Periodo del medioevo

En este periodo se destacan los trabajos de Pappus y de Hypatia, hay
contribuciones a las conicas desde los arabes en el arte y en la arquitectura,
debiendo esperarse al siglo XVII para que se produjese un nuevo desarrollo con los

trabajos de Descartes y Fermat.

Pappus contribuy6 notablemente al desarrollo tedrico de las cénicas, encontré una
expresion algebraica que unificaba las ecuaciones de la elipse, la parabola y la
hipérbola, a partir del foco y su distancia a la directriz (la circunferencia es
considerada un caso particular de la elipse con excentricidad cero), su obra
“Coleccion matematica” llegd intacta hasta nuestros dias y fue texto de estudio
obligado en el renacimiento, recogi6 los estudios de los griegos de las secciones
conicas y encontré otro modo de describir esas curvas: “Un punto en movimiento
traza una seccién conica cuando su distancia desde un punto fijo o foco tiene razon
constante con su distancia desde una recta fija: la directriz, el cociente de esas
distancias es la excentricidad. Utilizo por primera vez la propiedad foco directriz para

describir cada una de las coénicas.

directriz

Figura 12. Definicion de las conicas a partir de la definicion dada por Pappus,

relacion llamada excentricidad.
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En una elipse ese cociente es menor que uno y mayor que cero y muestra lo alejado

gue se encuentra el foco del centro.

\ ea

Directriz

Figura 13. La excentricidad en la elipse (0 <e < 1)

Si las dos distancias son iguales, el resultado es una parabola

e S mm 3 sy

Figura 14. Excentricidad en la parabola. e=1
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5.2.2 Definicidn a partir de Descartes y Fermat

Los trabajos realizados por Apolonio sobrevivieron sin mayores cambios hasta que
Pierre de Fermat (1601 — 1669) y René Descartes (1596-1650), en una de las
primeras aplicaciones de la Geometria Analitica, retomaron los problemas (La
cuadratura del circulo, la triseccion del angulo y la duplicacion del cubo) llegando a

darle un enfoque mas analitico.

El aporte de cada uno se basa en el reconocimiento de que una ecuacion dada con
dos incognitas puede considerarse como la determinacion de una curva plana con

respecto a un sistema de coordenadas.

El estudio analitico de René Descartes ofrece un aspecto puramente algebraico y
se apoya de las ecuaciones de las conicas para deducir propiedades referentes a
las curvas y a su construccidon geométrica. Por otro lado, Fermat deduce las
ecuaciones de la recta, la circunferencia y todas las secciones conicas. (Hernandez
v., 2002).

Se puede considerar a Apolonio el verdadero precursor de la geometria analitica,
Fermat traduce las ecuaciones utlizadas por Apolonio utilizando las
representaciones de Francois Viete (1540 — 1603) de las ecuaciones utilizando
letras. Algunas de las ecuaciones utilizadas por Apolonio y traducidas por Fermat
son: D in A equartur B in E (1) que en términos modernos seria D * A =B *E en
donde By D sonconstantesyA=x yE =y

La ecuacion que corresponde a la hipérbola equilatera seria A in E &quartur Z pl
que traducida seria xy = k2.

Las ecuaciones para las parabolas en términos de Apolonio serian:

A quad. equartur B in E y E quad. &equartur D in A y traducidas por Fermat

x? =By yy? = Dx (Espafia, 2016).
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Las secciones conicas se definen en la geometria analitica con base en sus
propiedades geométricas y algebraicas sobre el plano cartesiano. Tradicionalmente
se parte de definir el concepto de lugar geométrico como el conjunto de puntos del
plano cartesiano o plano R? que cumplen o comparten una caracteristica comun,
en este trabajo nos centraremos en las secciones cénicas y sus ecuaciones, pero
la geometria analitica va un poco mas alla, solo precisaremos lo necesario para el

manejo de los conceptos y las ecuaciones de las curvas objeto de estudio.

» Puntoy linea recta

El punto se representa en el plano cartesiano como un par ordenado que implica
una ubicacién en el plano, asi el punto P(2,3) se corresponde con el punto mostrado
en el plano xy, en donde el primer nimero corresponde a la posicion sobre el eje x
(abscisa), y el segundo a la posicion del punto sobre el eje y (ordenada), como se

muestra en la figura.

Figura 15. Un punto en el plano cartesiano. Realizado con GeoGebra

Siguiendo con el esquema tradicional se pasa a explicar la ecuacion de la linea

recta, las ecuaciones para hallar las coordenadas del punto medio de un segmento,
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distancia de un punto a una recta, distancia entre dos puntos y como pasar de la

ecuacion canonica a la ecuacion general, aspectos que se muestran a continuacion

y sobre los que no nos detendremos, para iniciar con las conicas:

y = mx + b Ecuacion forma pendiente intercepto de la linea recta en donde m

es la pendiente y b representa el punto de corte de la recta con el eje y, como

caso particular se tiene que cuando b=0, la recta pasa por el origen de

: . . y2—y
coordenadas. Para hallar la pendiente se utiliza la expresion m = ﬁ gue es
2741

la pendiente de la recta, conocidos dos puntos pertenecientes a ésta P; (X1, Y1)

y Py (x2,¥2).

Las ecuaciones para calcular el punto medio de un segmento, coinciden con la
. X1+X5

semisuma de las coordenadas de los puntos extremos: Xy, = Y IYm =

2

YitY2
2

Distancia de un punto a una recta: sean P(x,,y,) Y [ recta de ecuacién Ax +

By + C = 0, la distancia de P a |, es la longitud del segmento perpendicular a la

|Ax1+By1+C|

VAZ+BZ
Distancia entre dos puntos: sean los puntos P;(x1,y1) Y P, (x5, Yy2), la distancia

recta y esta dada por d(P,[) =

entre ellos esta dada por la expresion: d(Py, P,) =/ (x; — x1)% + (¥, — y1)?
Ax + By + C = 0 es la ecuacion general de la recta, en donde A,B,C € Re y, A
y B no pueden ser simultdneamente nulos. A partir de esta ecuacion se pueden

obtener la pendiente y la ordenada correspondiente al punto de corte de la recta
. . A c .,
con el eje y asi: m = -2 b = —= Y con estos elementos hallar la ecuacion

pendiente intercepto y = mx + b. Para hallar la ecuacién general a partir de la
ecuacion pendiente intercepto, se pasan todos los términos a un solo lado de la

ecuacion y se igualan a cero, simplificando cuando haya fracciones-
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> Las secciones conicas

Parabola
Hipérbola

—
-
-
-

Figura 16. Perspectiva de las secciones conicas?®.

A partir de los trabajos de Menecmo, se definen las conicas como el lugar
geomeétrico de los puntos en el plano, para los que la razén entre la distancias a un
punto fijo llamado foco y a una recta fija llamada directriz, es siempre igual a una
constante positiva llamada excentricidad, definicion que se puede expresar de forma

algebraica desde la geometria analitica (Gonzalez Urbaneja, 2003).

una segunda definicién analitica toma en cuenta los focos, en cuanto a que la suma

o resta de distancias de un punto de la conica, al, o a los focos es fija.

3 Tomada del sitio: https://es.wikipedia.org/wiki/Secci%C3%B3n c%C3%B3nica
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I

v

Figura 17. Punto perteneciente a una conica

Para la definicion de excentricidad se parte de la figura 18 en la que el eje y es la
directriz y se toma un punto sobre el eje x como foco, obteniéndose la siguiente

ecuacion:

PF _ . . :
o = € que define la excentricidad, al hallar la distancia entre dos puntos y la

distancia de un punto a una recta y reemplazar se consigue la expresion analitica

PF _ (x—p)?+(y-0)?
PA x

tomando el lado derecho de la ecuacién e igualandola a € se obtiene:

J(x—p)2+(y—0)2
X

Jo&—p)2+y? =ex
(x —p)? +y* = (ex)?
x% —2xp +p? +y? = e%x

= ¢, realizando operaciones y simplificando

2

x2—e2x2=2xp+p*+y?=0
llegamos a la ecuacion general de las conicas en funcidn de la excentricidad:

(1—e)?x?=2px+y*+p?=0|Q)

59



De acuerdo con la ecuacion general de las cénicas en funcién de la excentricidad

se pueden presentar las siguientes situaciones:

Si £ = 0 al reemplazar en la ecuacion (1) se obtiene:

x? —2px +vy%+p? =0 que es la ecuacién de una circunferencia que

degenera en un punto.

e Sie&=1 la ecuacién (1) resulta en y2 — 2px + p? = 0 que representa una
parabola.

e Sie<1, &<1y(1—¢)>0yremplazando (1 — &) = q se obtiene la
ecuacion gx? + y? — 2px + p? = 0 que representa una elipse.

e Sie>1,&>1y(1—¢)<0yremplazando —q = 1 — & se obtiene la

ecuacion —qx? + y? — 2px + p% = 0 que representa una hipérbola.

En sintesis, de acuerdo con el valor de la excentricidad se puede definir:

Valor de ¢ Conica

e=0 Circunferencia que degenera en un punto

e=1 Parabola

0<e<1 |Elipse

e>1 Hipérbola

Figura 18. Tabla de valores de la excentricidad en las conicas

Se debe tener presente que la ecuacion (1) también puede representar una linea
conica degenerada, un punto, una recta o dos rectas, la eleccion de los puntos de
referencia para la ecuacion hace que en realidad la ecuacion (1) pueda no
representar una conica, pero es ilustrativa, debido a que por facilidad se colocé el

foco sobre el eje x y la directriz sobre el eje y, siendo esto un caso particular.
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Ecuacion general de las cénicas a partir de la ecuacién general de segundo

grado

Ax? + Bxy + cy? + Dx + Ey + F = 0 es la ecuacién general de segundo grado
Si B= 0, la ecuacion resultante siempre serd un lugar geométrico que representa
una coénica (o0 una coénica degenerada), si B # 0, la ecuacién resultante sera una
conica rotada que también puede degenerar.
En la ecuacion general:
e SiA=00C =0seraunaparabola
e SiAyCtienenel mismo signo serd una elipse
e siA = C serduna circunferencia
e SiAyC sondesigno contrario serd una hipérbola
o Silos términos D y E existen significa que el centro de la conica
(en el caso de que lo haya) esta fuera del origen de coordenadas.

e siD = 0elcentroestasobreeleje'y", ysi E =

0 el centro esta sobre el eje "X"
e Si existe el término independiente F significa que la cdnica no pasa por el
origen de coordenadas
Discriminante
La expresién B2 — 4AC se conoce como el discriminante de la ecuacion de segundo
grado y permite clasificar el tipo de conica que representa una determinada
ecuacion asi:
e SiB?%—4AC < 0 representa una elipse
e SiB? —4AC = 0 representa una parabola

e SiB? —4AC > 0 representa una hipérbola

Plano polar y coordenadas polares
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El plano polar es un sistema de coordenadas bidimensionales en el que cada punto
del plano se determina por una distancia y un angulo sobre la horizontal como se ve

en la figura 20.

Como sistema de referencia se toma un punto O del plano llamado polo u origen y

una semirrecta dirigida con origen en 0, que se conoce como eje polar, de aqui se
puede asignar a cada punto en el plano unas coordenadas polares (r,8), en donde:
r = distancia del polo al punto P (OP)

0 = angulo dirigido, en sentido antihorario, del eje polar al segmento OP (Larson

& Hostetleter, 2000).

A partir delas definiciones P(r, 8) 1
de las funciones trigonométricas 3 30
z = r.cos(6) / T

y = r.sen(B) V .

X Eje Polar 3457

r = /a2 +y? Teorema de Pitagoras ns T s

y
) 2400 T 300°

T 255° 270° 25

8 = arcty(

Figura 19. Coordenadas polares y plano polar
Como se observa en la figura las expresiones para determinar las coordenadas de
un punto en el plano polar se obtienen sustituyendo las expresiones en x e y por::

x =r.cos(8)
{y = r.sen(0) (1)

Y para determinar las coordenadas cartesianas a partir de una expresion polar:

r= 47

0= arctg(%) @)

No se ahonda en este sistema de coordenadas y solo se presenta como ayuda para

la comprension de los ejemplos en GeoGebra y CaRMetal
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Ahora veremos las ecuaciones de las conicas y sus construcciones ayudados por

los software de geometria dinamica

© La circunferencia

Definicion: Sea O un punto del plano y sea “r’ un numero real positivo, se define la
circunferencia como el conjunto de puntos P(x,y) tal que la distancia de P a O es
igual a “r", es decir circunferencia = {P(x,y)/d(P,0) =1}, al punto O se le

denomina centro de la circunferencia y a “r’ radio.

Desde el punto de vista de la definicion basada en la excentricidad, la circunferencia

es un caso particular de la elipse en donde la excentricidad es igual a cero.
Ecuaciones:

e Cuando el centro de la circunferencia se encuentra en el origen de coordenadas

(0,0), con radio r, al aplicar la distancia entre dos puntos P(x,y)y C(0,0) se
obtiene x? + y? = r? Ecuaci6n canénica de la circunferencia con centro en el

origen (0,0) y radio r.
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d(P,C) = /a2 + 32
coma d(P .C) =_r

. 2 2 >
se tiene que 1~ = 1" + Yy

Plx,y)

0 1 2
C=(0,0)

Figura 20. La circunferencia, ecuacion canonica. Gréafica en GeoGebra

e Si centro en el (h,k) y radio r, aplicando la definicion de circunferencia y la
distancia entre dos puntos, se obtiene: (x — h)? + (y — k)? = r? Ecuacion

ordinaria de la circunferencia con centro en (h, k)

y

0.0

(x=h) +(y=Fk? =1

Figura 21. La circunferencia, ecuacion ordinaria. Grafica en GeoGebra
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e [Ecuacion paramétrica
Un sistema de ecuaciones paramétricas permite representar una curva en funcion
de un parametro, asi para la circunferencia, en geometria analitica las ecuaciones
x =rcosf, y =rsenf, donde 6 es el para metro, son la forma paramétrica de la
circunferencia con €(0,0), si C(h, k) las ecuaciones paramétricas son x = rcos(6) +
h; y = rsen(0) + k, donde 6 es el pardmetro, h y k el centro, por ejemplo, dentro de
un rango de los numeros reales, la representacion paramétrica de una curva se
puede realizar de forma manual sobre un plano cartesiano, es decir de caracter
analitico y algebraico en un tablero u hoja de célculo, también se puede representar
utilizando herramientas informéaticas, programas de célculo y/o geometria, incluso
sin necesidad de instalar ningin programa, es decir de forma online, aqui, se
mostrara como se representan utilizando software de geometria dindmica. En el
plano cartesiano se puede representar una curva mediante ecuaciones

rectangulares en (x,y) o en forma paramétrica, se debe diferenciar de la

representacion en el plano polar (r,0).

En CaRMetal se sigue el siguiente procedimiento:

Se selecciona en funciones y lugares la herramienta “trazar una funcién o una curva
paramétrica”

En el inspector de objetos que se abre se marca la casilla “funcion paramétrica”

Se escriben las ecuaciones para x e y, teniendo presente la sintaxis de CarMetal (el
parametro rcos() o rsen() es obligatorio, esta en funciones predefinidas). Ejemplo
para una circunferencia con centro en C(-1, 3) y radio r = 2, se ingresan las
ecuaciones de la forma paramétrica asi:

x = —1+2x*rcos(t)

y =3+ 2=*rsin(t)

65



[+ Tree==) ey ===y gy e st 3 wa: [p Bomes

Y= Y Max . b
| Nom  cunferencia l ; vid X \/\
)

¢

™ Fuhcion paramdtica Paso
e e
CaRMetal OO T Ao

D @ Wk
Archivo Edioén  Comstuccién Mostar Macros  Jevasuigt Ejeddo Red  Ajucs Q) EI_D . 9
o = ks 5 o
= - t

shois 1 y-0 - b @°\LB
yhods 1 el 2 Crcunferencia con centro en (-1, ) yradio= 4 ¥ Construcoon

Weroncia (<142%rcon
P2 & (~1:3)
Text2 ; (0.3,5.0)

()
ERSE . N

Figura 22. Ecuaciéon paramétrica de la circunferencia en CaRMetal

En GeoGebra, el procedimiento es un poco diferente, se deben ingresar las
ecuaciones para x e y como funciones de parametro x y luego mediante el comando
“curva [ ]” parametrizar las expresiones, para ilustrarlo se realiza el ejemplo anterior
en GeoGebra:

Se ingresan las ecuaciones como funciones en la entrada de comandos:

f(x) = =1+ 2 *cos(x)

g(x) =3+ 2 xsen(x)

Se deben desmarcar las figuras en la vista algebraica para que queden ocultas.

Se ingresa el comando curvajexpresion, expresion, parametro, valor inicial, valor
final], con los siguientes datos curva [ f(t), g(t), t, 0, 2 7]

Observe que se ingresan como expresiones de t
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19 GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
A o [ @ @ » N =2 Desplaza Vista Grafi
k e 3 / A ‘({. o \JiH{—*=Jll ‘% Desplaza Vista o mo
» Vista Algebraica X! | » Vista Grafica

Curva paramétrica
x =—1+2 cos (t)
® a
y =3+ 2 sen(t)
Funcidn
f(x) = —1+ 2 cos(x)
g(x) = 3+ 2 sen(x)

-3 =2 -1 0 1
Figura 23. Ecuacion paramétrica de la circunferencia en GeoGebra

e Ecuacion polar:
Se muestra como realizarla con el apoyo de los software de geometria dinamica, en
GeoGebra se ingresa la ecuacion polar de la forma (r ; 6), note el punto y coma;
Para definir la ecuacion polar de la circunferencia, partiremos de la ecuacion
canonica de la elipse con centro en €(0,0), (recordemos que la circunferencia es un

caso particular de la elipse con a=b):

2 2

= +L =1 Ecuacién candnica
a b2
(rcos(e))2 (rsen(ﬁ’))2 ., L.
S+ =1 usando ecuacion (1) pagina 70
2 2 9 2 2 2]
r C‘;SZ( )4 T a ® _q elevando al cuadrado
2(p2c0s2(0)+asen2(6 .
r*(b*cos (2) a’sen’9)) _ 4 factor comdn
a?b?
2 aZbZ .
= b2cos2(0)+a?sen?(0) DeSpeJandO
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ab .
Vb2cos? 8+a?sen?8’

la ecuacion polar para la circunferencia y la elipse es: r =

siendo a y b los semiejes mayor y menor, en la circunferencia a = b, como ejemplo
graficaremos la circunferencia con centro en (0,0) y radio = 4, para graficar en

Geogebra mostrando las coordenadas polares se procede asi:

se ingresa en entrada: ((16/\/16c0529 + 16sen?6); 9)

Para las coordenadas polares lo realizamos con el comando secuencia asi:
secuencia[Circunferencia[(0,0),i],i,1,10] crea una familia de circunferencias con
un incremento de 1y 10 circunferencias, se puede variar.

secuencia[Recta[(0,0), (cos(i), sen(i))], i, 0.2pi, pi/6] que crea una familia de rectas

gue pasan por el origen con un incremento del angulo de pi/6.

@ GeoGebra - o
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién
A . ! @ @ ‘/\" \\' Elige y Mueve
il / — :>. ! & A(IERN ABC_ ‘1_' Arrastre o seleccidn de objetos
» Vista Algebraica Xl | » Vista Grafica X

Curva paramétrica e I \

csgordenadas pol\aﬁ
sen”2(8)))

16
.a:( ,:U\). — | TCircunferenci
\ /16 cos? (0) + 16 sen?(0) [Ch Lonea o
16/sqrt(b”2cos
Lista _—L\
L@ listal={C+y =1,y =4, X Y =0, =
® lista2={y=0,-0.5x + 0.87y =0, -0.87x + 0.5 -
Texto
@ texto1 ="Circunferencia en coordenadas | '

< >

Entrada: A

Figura 24. La circunferencia en coordenadas polares en el plano polar. Construccion

en GeoGebra
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© La elipse
Definicién: es el lugar geométrico de los puntos P(x,y) del plano para los que la
suma de las distancias de P a dos puntos fijos sobre el plano, llamados focos, es

una constante positiva igual a 2a y mayor que la distancia entre los focos.

‘ch focal

b? + c%? = a?

Pitdgoras en AB, CF,

— '

Figura 25. La elipse

Elementos de la elipse

e Focos: puntos fijos del plano F1 y F2

e Eje focal: recta a la que pertenecen los focos y pasa por el centro.

e Eje Normal o secundario: Eje perpendicular al eje focal que pasa por el centro
de la elipse

e Centro: Punto medio del segmento que une los focos.

e Vértices: Puntos de interseccion de la elipse con el eje focal V1y V2 y con el gje
normal B1y B2

e Eje mayor: segmento que une los vértices V1 y V2, de longitud 2a
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e Eje menor: segmento que une los vértices B1 y B2 de longitud 2b.

Ecuaciones:

e [Ecuacion canonica con centro en (0,0):
Para deducir la ecuacion se parte de la definicion de elipse, de tal modo que:
d(P,F,) +d(P,F,) = 2a definicién elipse

JE+)2+y2+/(x—c)2+y2=2a distancia entre dos puntos
Ja+)2+y2=2a—/(x—0c)2 +y? se resta d(P, F,)

(\/WZ-I-yZ)2 = (2a—/(x—0)2 +y%)" se elevan al cuadrado ambos

¥4 2ex +e2+ 3% = 4a% — 4a/(x — ¢)% + y? +*%— 2cx +€Z + 32 expandiendo
4cx = 4a® — 4a\[(x — c)? + y? Simplificando

cx—a® =—aJ(x—c)2 +y? aislando radical

(cx —a?)? = (—a\/m)2 se elevan al cuadrado ambos términos
c?x? — 2a’cx + a* = a®?(x? — 2cx + c? + y?)  expandiendo

x%(a? — c?) + a’y? = a?(a? — ¢?) simplificando y factorizando

xz(az_cz) a?y? _ az(az_cz)

aZ(a?—c?) aZ(a?—c?) - a?(a?-c?)

dividiendo por término de la derecha

% + y—z =1 dado que a? —c¢? =b? Figura 26

a b

Si a acompafa a la x, la elipse es horizontal, si a acompafa a y, la elipse es
vertical, distancia PF1+PF2 = 2a En donde a, b representan los semiejes mayor y
menor respectivamente, de tal modo que a? = b? + ¢?, siendo c la distancia del

centro al Foco.

De igual modo se deduce la ecuacion candnica con centro en (h,k)
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Si se introducen los términos Dx, o, Ey, la cbnica se desplaza horizontal o
verticalmente, si se introduce el termino B*x*y se convierte en una hipérbola como

se constata con los software de Geometria Dinamica.

Construccion: los software de geometria dinamica CaRMetal y GeoGebra dan varias

alternativas de construccion:

a. Mediante las herramientas graficas, en GeoGebra muestra la herramienta
elipse por tres puntos, en CaRMetal mediante la herramienta conicas por 5
puntos. (puntos arbitrarios escogidos por el usuario pulsando sobre el plano)

b. Mediante la ecuacion que la define, ya sea la ecuacién candnica o la
ecuacion general de segundo grado que el usuario quiere graficar. En
GeoGebra se introduce la ecuacion en la linea de comandos y se da enter,
en CaRMetal se selecciona la herramienta curva definida por f(x,y) y se

ingresa la ecuacion

ab

vb2cos20+a2sen?0

e Ecuacion polar: r = se deduce lo mismo que para la

circunferencia.
Se procede como en el caso de la circunferencia con a=b, como ejemplo se

puede tomara=5y b =3.

e [Ecuaciones paramétricas:

Se obtiene a partir de las definiciones de las funciones trigopnométricas de coseno y

seno en el triangulo referido en la figura 20 con parametro t en vez de ©.

X =a.cost
{ 0<t<2n

y =b.sent

71



{x = rcos(t)

y = rsen(t) en CaRMetal se ingresan las ecuaciones con la herramienta “trazar

una funcidbn o una curva paramétrica” en el apartado “Funciones y lugares”
¥ Fiftenes y lugares

fix < o ':o-‘

Figura 26. Funciones y lugares en CaRMetal

se ingresan las ecuaciones teniendo presente la sintaxis de CaRMetal y
chequeando la casilla “funcion paramétrica”, por ejemplo para una elipse centrada
en el origen y semieje mayor 6, semieje menor 4: en x(t)se ingresa: 6 * rcos(t); en

y(t)se ingresa: 4 = rsin(t); en la casilla min= -pi; max= pi, paso 0.01 se obtiene

O] Aspecto | Numénico | Condicional | »t)= Min: Cp

Nom ]

Paso: 001
CaRMetal

Archivo Edicion  Construccion  Mostrar  Macros  Javascript Ejerccio Red  Ayuda

Figura 27. Construccion de elipse en CaRMetal con ecuaciones paramétricas

En GeoGebra se ingresan en la linea de comandos las ecuaciones en xy enyy

luego se grafica mediante el comando “curva” que tiene 5 parametros, como ejemplo
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se construye elipse cuyas ecuaciones paramétricas son: f(xX)=6cos(t); g(x)= 4sen(t),
se ingresan en linea de comando: f(x)=6*cos(x) g(X)=4*sen(x); y luego se ingresa
comando “curvalexpresion, expresidon, parametro, valor inicial, valor final]’

ingresando los valores:

Curval[f(t),g(t),t,-pi,pi] que nos arroja la siguiente figura, teniendo presente que al ser
graficada como curva paramétrica no funcionan los comandos para obtener los
puntos notables de las conicas como focos, vértices, centro, etc.

Si el centro esta en (h,k) se ingresarian en linea de comandos: f(x) = h + a * cos(x)
y g(x) = k + b *sen(x), en donde el centro es (h,k), a es el semieje mayor y b el

semieje menor de la elipse.

Visla Algebeaica
Curva paramétrica
x=6cos(t) |
® a: =3
y =4 sen(t) J
Funadn
f(x) = 6 cas (x)
glx) = 4 sen(x)

Figura 28. Construccion de la elipse en GeoGebra a partir de ecuaciones

paramétricas

Construcciéon dinamica: elipse con centro en el origen de coordenadas, puede ser
horizontal (la que realizaremos) o vertical, so6lo cambiar parametros a y b,
aprovechando la propiedad de tener dos semiejes a y b de diferente longitud, los

cuales se proveeran mediante dos circunferencias de diferente radio.
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1)
2)

3)

4)

5)
6)
7)
8)
9)

Mostrar ejes

Marcamos O como centro de coordenadas (el centro puede ser cualquier punto,
viene a ser el centro de la elipse y centro de las circunferencias utilizadas como
construcciones auxiliares)

Construimos dos puntos Ay B en el lado positivo del eje x (como ejemplo, pero
pueden ir en cualquier parte, siempre y cuando sus distancias al centro sean
diferentes)

Trazar circunferencia Co con centro en O y radio OA (usar circulo de radio fijo en
CaRMetal)

Trazar circunferencia C1 con centro en O y radio OB

Construir punto C sobre la circunferencia Co

Trazar semirrecta OC

Marcar como D interseccion de semirrecta OC con circunferencia Ci

Trazar la recta h perpendicular al eje Y que pasa por C

10) Trazar la recta v perpendicular al eje X que pasa por D

11) Marcamos como E la interseccion de las rectas hy v

12) Se activa la opcién de traza del punto E

13) Se da clic en herramienta animar un punto y se sefiala el punto C, de modo que

el lugar geométrico generado por E cuando se mueve C sobre la circunferencia

Co es una elipse.

Las dos circunferencias nos dan los semiejes de la elipse, en la construcciéon se

pueden mover los puntos A y B para modificar la longitud de los semiejes, incluso

se puede hacer OB menor que OA, en cuyo caso se formaria una elipse vertical

74



M

Figura 29. Construcciones dinamicas de la elipse, horizontal y vertical. Construccion

en GeoGebra

© La parabola

Definicion: lugar geométrico de los puntos P(x,y) del plano que estan a igual

distancia de un punto fijo llamado foco y de una recta fija llamada directriz.

Directriz x=-p

o

P (xy)
‘ d(P, D) = d(P,F)
|
l _dpF)
: 4P, D)
|
|
[ i
Eje de simetria Voo 0)1 :ﬁ‘F(D‘ 0)
S— %——"T
P P I
I
\ I
| Lado Recto
| LR=4p
|
|
|
|

Figura 30. Parabola con centro en (0,0)
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e [Ecuacion canonica con veértice en (0,0)
Para deducir la ecuacién se parte de la definiciobn dada, es decir:
d(P,F) =d(P,D) definicién

JEx—p)?2 +y2 = /(x+p)? + (y — y)? distancia entre dos puntos

¥ —2px + 2+ y? =x2+ 2px +»%  se eleva al cuadrado y se expande

y? = 4px siendo x el eje de simetria y 4p longitud del lado recto, la parabola abre
hacia la derecha si p > 0 o hacia la izquierda si p < 0, siendo p la distancia entre la
directriz y el vértice y la distancia entre el vértice y el foco como se muestra en la

figura 31.

x? = 4py siendo y el eje de simetria y 4p longitud del lado recto, la parabola abre
hacia arriba si p>0 o hacia abajo, si p<0
Ecuacion cartesiana, con vértice en (h,k)
(x — h)? = 4p(y — k) eje de simetria paralelo al eje y
(v — k)? = 4p(x — h) eje de simetria paralelo al eje x
Ejemplo de uso de CaRMetal
Se va a realizar ahora la grafica de la parabola cuya ecuacion es
(x —3)2 = 12(y — 4) los pasos en CaRMetal son los siguientes:
a. Sefialamos en curvas y lugares “curva definida por f(x,y)"
b. Se inserta en ecuacion: (x-3)"2 — 12*(y-4) y obtenemos parabola que abre
hacia arriba (p > 0), con vértice en (3,4)

c. Se arreglan lineas, color, etc.
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.| Parabola ||

6] | As; edll Numérico I_C_nndu:mnal /" Ecuacion (-3)12-12% (y-4) =0
Nom, |

! Precision: 100 [+]

CaRMetal 6 6 6 XuAmivn

: T

PEBS 8 A

Archivo Edicion Construccién Mostrar Macros Javascript Ejercicio Red Ayuda @ S a9
& @

10T ¥ _Edicion
b 115 ) af (F
@\ B

_Construccién
o Ko %D
LD K
LS DAA
il OJoroleYaYs

T 2=2028
—a

=

P Aspecto y color
'¥_Funciones y lugares

0 A 13S0
b Tests

(T Controles...........
¥ 3 (o
¥ Aspecto de la rejila

— s —

Dy aQo

5 5 10
Bl —— -
» Historico
P Fondo; color € imagen
» Tamafio

» Precision numérica

Mover: Seleccione un punto (shift: mas puntos, ctrl: muestra la posicion original)!

1~ Figure 1 X | Figura 1 X

i
b
)
&l

Figura 31. Parabola en CaRMetal
e Ecuacion general

La ecuacién general de la parabola con centro en (0, 0) es:

x? —Ey =0, con E = 4p, eje de simetria eje y

y?2 —Dy =0, con D = 4p, eje de simetria eje x

la ecuacién general de la parabola con vértice en (h,k) se obtiene a partir de la
ecuacion canonica asi:

(x —h)? =4p(y —k) ecuacion canonica, eje de simetria || al eje y

x? —2hx + h? —4py + 4pk =0 expandiendo e igualando a cero
x2+Dx+Ey+F =0 conD =-2h,E =—4pyF = h? + 4pk, entonces:

x?2+ Dx+Ey+F =0conE %0, el eje de simetria es paralelo al eje y.

y? + Dx + Ey + F = 0 con D=0, el eje de simetria es paralelo al eje x

e [Ecuacion paramétrica
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Directriz Tangente

LR Lado Recto

LR=4p

Figura 32 Recta tangente a la parabola en un extremo del lado recto

Para definir la ecuacion paramétrica, que puede hacerse en funcion de theta o de t,
partimos de la propiedad que nos dice que la tangente a la parabola en un punto de
la curva es bisectriz del &ngulo formado por el radio vector correspondiente a dicho
punto y la perpendicular a la directriz trazada por el mismo punto, para nuestros
propésitos, se traza la tangente a la pardbola en el extremo del lado recto (L), de
modo que el radio vector (LF) y la proyeccién del punto L sobre la directriz (LD) son
mutuamente perpendiculares como se ve en la figura 33.

Como se demostro la ecuacion candnica de la parabola de la figura 33 es:

y? = 4px (1)

De la figura 33:

tanf = % (2)

4x = y?f (3) despejando 4x de (1), ahorala (3) enla (2)

tanf = 5 se simplifica y se convierte en la reciproca
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cot @ =% de donde y =pcotf (4)

X = E(cot 0)? remplazando (4) en (3) y despejando x

Ahora, si hacemos cotf =t y remplazamos, nos quedan las ecuaciones
paramétricas en funcion de t.

x=§*t"2 y=px*t

Ejemplo usando GeoGebra, construimos parabola con la siguiente ecuacion

paramétrica:

3
xzz*tz y=3*t

. . 3
a. En GeoGebra se ingresan las ecuaciones en entrada: f(x) = 2* xN2y

gx) =3 =xx

b. Se ingresa en entrada la expresion curva [expresion, expresion, parametro,
valor inicial, valor final] con los siguientes elementos:
curvalf(t), g(t),t,—10,10]

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Al DN OO €Nzl 4] i e ones
~ Vista Algebraica X | * Vista Grafica

BT =

Curva paramétrica

_3p
Lea: XT3 —10<t<10
y=3t

Cénica
® ciy*=12x 10
Funcion

3

fx) =3 x2 .
g(x) = 3x
Punto 6
@ F=(3,0)
® v=(0,0)

Figura 33. Parabola en ecuaciones paramétricas y rectangulares, en GeoGebra
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En CaRMetal se procede como en el ejemplo de la elipse

e Ecuacion polar
De las equivalencias entre coordenadas rectangulares y coordenadas polares
descritas anteriormente (Figura 20) se tiene que:

y? = 4px ecuacion rectangular parabola con eje de simetria el eje x

x =r.cos(0) . . L, .
equivalencias, al remplazar en la ecuacién rectangular se tiene:
y =r.sen(8)
(r.sen(0))? = 4pr.cos(H), que al resolver y simplificar se obtiene:
cosf
r=4
sen”20

En GeoGebra se ingresa de la forma (r, 0), para ilustrarlo un ejemplo:

. 0
a. Seingresa en entrada; 12 * —

sen26
b. Para generar las coordenadas polares ingresamos lo siguiente:
secuencia[Circunferencia[(0,0),i],i,1,10] genera familia de circunferencias

secuencial[Recta[(0,0), (cos(i), sen(i))],i,0.2pi, pi/6] genera familia de rectas

Construccién dinamica de la parabola a partir de sus propiedades, construccion que
se puede realizar, con algunas particularidades, tanto en CaRMetal como en
GeoGebra.

En CaRMetal

1) Se activa mostrar cuadricula (en edicién de paleta de herramientas, o en
mostrar rejilla en la barra de menus “mostrar”

2) Se construye recta directriz y = -2, con herramienta trazar una funcion del
grupo funciones y lugares. F(x) = -2 y enter, cambiar color, grosor y nombrar
directriz en inspector de objetos

3) Se ubica punto F (0,2) que corresponde al foco del ejercicio

4) Interseccion de directriz con eje Y (intercesion, renombrar D)
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5) Construccién de segmento variable: con herramienta formula del grupo de
construccion, clic en el lugar en el que se va a ubicar (arriba a la derecha), se
marca la casilla cursor y se pone entre 0 y 10 en el inspector de objetos que se
abre, en valor renombramos a, funciona de forma parecida a la herramienta

deslizador de GeoGebra, ponerlo en 3.2.

)1 Aspecto| umérico | Condiconsl |17 X - [§,9704142011334325 1
Y: [3,6544378698224884 5 ursor : @
Nom... -

() Fijar entario:
CaRMetal 6 6 O Y Archivo

¥ _Edicion

b 1R A af (T
@ \L B

¥ Construccion
° :
o }( o° % ooC f}"
o
Pt & &
/
LS DARA
~ -
. . oJololeiale]
5 T b8
P v Iz
P Aspecto y color
‘¥ _Funciones y lugares
LR AR #=4¢)
b Tests
»_Controles
P Aspecto de la rejila
> _Histérico
» Fondo: color € imagen

» Tamaiio
»_Precisién numérica

Archivo Edicidn Construccién Mostrar Macros Javascript Ejercicio Red Ayuda

54

Figura 34. Construccién dindmica de la parabola, primeros 5 pasos

6) Construccion circunferencia con “circulo de radio fijo” en grupo construccion,
en el inspector de objetos que se abre al crear la circunferencia, se cambia el
radio por a que es el nombre que tiene la herramienta variable

7) Construccion recta con herramienta trazar una funcién en grupo funciones y
lugares, en inspector de objetos: en f(x)= insertar —2 + a quedando esta recta
ligada al valor del radio de la circunferencia

8) Sean los puntos B y C las intersecciones de circunferencia con recta m = -2+a,
se renombran los puntos y en el inspector de objetos en pestafia aspecto
marcar activar traza en ambos puntos.

9) Se traza recta perpendicular al eje x que pase por B (o por C)

10) Sea E la interseccion de la recta perpendicular con la directriz
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11) Se construyen los segmentos FB y BE

12) Ocultar la recta perpendicular y la circunferencia con la herramienta parecida a
un borrador en grupo edicién.

13) Se anima el punto del segmento variable a con la herramienta animar un punto
en herramienta edicion, se da clic en animar punto y se da luego clic sobre a

14) En el lado derecho aparece un icono que sirve para detener la animacion,

cambiar la velocidad o reiniciar la animacion

)] Aspecto | Numérico | Condicional |~ _ <R> | Q00 - _ & sl P al® + Capa L |
S — 3 —_— o0 g Unidades: |
4
Nom..| E || : Q@00 P v X [) Activar la traza
CaRMetal 6 6 6 Esteiinssssss
- B 32 B S
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Figura 35. Construccion dinamica de la pardbola, antes de animacion
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Figura 36. Construccion dinamica de la parabola, vista después de animar punto,
construccion en CaRMetal

© La hipérbola

Definicién: Lugar geométrico de los puntos p(x,y) del plano cartesiano, cuyo valor
absoluto de la diferencia de las distancias a dos puntos llamados focos sea
constante.
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= a® + b Pitagoras en A AV;C

___________________________

Fi(,0)
Eje focal

d(P,Fy) — d(P, F,) = |2a

Je+o?+v — J@—o+3? = 2a

Asintota Asintota

Figura 37. La hipérbola y sus elementos

Ecuaciones:

e [Ecuacion canonica cartesiana
Para su deduccion se parte de la definicién dada
d(P,F;) —d(P.F,) = 2a Definicion de hipérbola

Jx+0)2+y2—./(x—c)?+y2=2a Distancia entre dos puntos

Jx+c)2+y2=2a+(x—c)?+y? Sedespejaun radical
Luego de los procedimientos algebraicos se llega a:
x2(62 _ a2) _ a2y2 — az(cz _ az)

x2(cz_a2) _ a2y2 _ az(cz_az)
aZ(CZ—aZ) aZ(CZ_aZ) aZ(CZ—aZ)

xZ yZ

a2 c2—q2

=1 y se puede demostrar que:
xZ 2

i 3;_2 = 1 si el eje focal esta sobre el eje x y centro en C(0,0)
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2 xZ

z—z 2= 1 si el eje focal esta sobre el eje y y centro en C(0,0)
2 12

(xail) — (ybf) = 1 eje focal es paralelo al eje x y centro en C(h,k)
12 2

(yaf) — (xbg) = 1 eje focal es paralelo al eje y y centro en C(h,k)

e Ecuacion cartesiana general

A partir de la ecuacion canonica se obtiene la ecuacion general

(x—h)?  (y—k)?
2 p2

Se toma la ecuacion

C(h,k), el desarrollo algebraico para deducir la ecuacién general es:
b2(x*—2hx+h?)-a?(y?-2ky+k?) _

a?p?
b?x% — 2b%hx + b*h? — a’y? + 2a%ky — a’k? = a®b?
b%x? — 2b%hx + b*h? — a?y? + 2a*ky — a’k? — a’bh* =0
ConA=0b?,C=—-a?,D =—-2b*h,E = 2a?*k ,F = b*h? — a’k? — a?b?

La ecuacion general de la hipérbola queda:

1

Ax? 4+ Cy? + Dx + Ey + F = 0 con las siguientes caracteristicas:
e A=+0,C + 0y de diferente signo
e Sisuponemos que CD? + AE? — 4ACF < 0 entonces:

e SiA>0yC(C <D0, elejefocal es paralelo al eje x

e SiA<0yC >0, elejefocal es paralelo al eje y (Buitrago, Romero, & Ortiz,

2013)
Elementos de la hipérbola, figura 38

e Focos: puntos fijos del plano, F1y F2
e Eje focal: recta que pasa por los focos

e Vértices: puntos de la hipérbola sobre el eje focal V1y V2

= 1 con eje focal paralelo al eje x y centro en

e Lado recto: segmento de recta perpendicular al eje focal que pasa por un foco

y toca dos puntos de la hipérbola.
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e Asintotas: rectas que pasan por el centro de la hipérbola aproximandose a las

ramas de esta sin tocarlas.

Ejemplo de construccién en GeoGebra con ecuacion general: graficar la ecuacion
3xx2—2%y?4+3xx—2xy—1=0

Se ingresa ecuacion por ventana de entrada

(9] GeoGebra S
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
A L @ O b X a=2 Desplaza Vista Grafica
[%_ - 3 / // 6-'"“ ol N ‘{-_ & N\ [—*—4 '3* Desplaza Vista 0 modifica ejes (May o Cirl +Desplazar)
» Vista Algebraica = [ X| | » Vista Grafica X
Cénica

® c3¢-2y+3x-2y=1

Figura 38. Grafica de la hipérbola en GeoGebra
e [Ecuacion paramétrica

Para su definicion se utilizan las expresiones x = a.secf y y = b.tan, que se

obtienen de la construccién geométrica mostrada en la figura 40.
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A (b, y) P

G}

E (x,0)
D(b, 0) ¥

cl0,0)

d(C,E) = =
d(C,D) = b

d(C,A) = a

Figura 39. Deduccién de ecuaciones paramétricas de la hipérbola

Se trazan dos circunferencias concéntricas con centro en el origen de coordenadas,
de radios CA=a y CD = b, como se ve en la figura, se traza la tangente a la
circunferencia de radio a en el punto A, la cual corta el eje x en E(x, 0), siendo CA L

m, en el triangulo rectangulo CAE la funcion trigonométrica:
CE .

secd = — == despejando x = a.sec 6
CA a

En el triAngulo rectangulo CDA la funcion trigonométrica:
DA

tanf = — =2
CD b

La ecuacién paramétrica para la hipérbola es:

despejando y = b.tan 6, que se pueden expresar en funcion de t.

X =ax*sect
y =b*tant
Ejemplo en GeoGebra

a. En GeoGebra se ingresan las ecuaciones f(x) = 3 xsec(x) y g(x) =2 *
tan(x) y se desmarcan

b. Con el comando curva [expresidn, expresion, parametro, valor inicial, valor
final], ingresamos los valores curva[f(t), g(t),t, 0, 20]
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién

A . N @ é‘ X a=2 Elige y Mueve
e . / (Il @ ! Gl ® N\ ——1 ‘%’ . Arrastre o seleccidn de objetos
X

» Vista Algebraica </ | » Vista Grafica X
Curva paramétrica
x =3 sec(t)
® a: 0<t<20
y=2tg(t)
Funcién 4
f(x) = 3 sec(x)

g(x) = 2 tg(x)

Figura 40. La hipérbola a partir de sus ecuaciones parameétricas, construccion en
GeoGebra

e [Ecuacion polar

De las equivalencias entre coordenadas rectangulares y coordenadas polares

descritas anteriormente (Figura 20) se tiene que:

2

Z—z - % =1 ecuacion canonica de la hipérbola con centro en el origen
x =r.cos(0) . _ y .
y = r.sen(6) equivalencias, al remplazar en la ecuacién rectangular se obtiene:

r2cos?0  r?sen?0 . . . . .
— = 1 que al realizar las operaciones y despejar r se tiene:

a? b2

ab
Vb2xcos? —a2+sen”26

La ecuacion polar es de la forma: r =
Ejemplo en GeoGebra, graficar hipérbola a partir de su ecuacion polar cona =3y
b=2.

En GeoGebra se ingresa, para a=3, b=2

6/(V4 * cos? 6 — 9  sen?6)
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Para los ejes coordenados polares ingresamos

secuencia[Circunferencia[(0,0),i],i,1,10]

secuencia[Recta[(0,0), (cos(i), sen(i))], i, 0.2pi, pi/6]

» Vista Algebraica X
Curva paramétrica
® a: ( ,67 ;0
\ /4 cos?(0) — 9 sen? (0)
Lista

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

‘ .A: / '/ > @ @ (i"‘ x iiz 0—:0-' Elige y Mueve

Arrastre o seleccién de objetos

» Vista Grafica

Abrir sesién...

AX

<

: listal ={x*+y* =1, +y* =4, x> +y* = |
lista2 = {y =0, -0.5x + 0.87y = 0, -0.87x
oy y \ 4
T ' o ‘ gk,
[ [ IO TAD

[
\

r /@ e 'Il\\ .

V%
8%

=+

‘ .

=,
> T —

Figura 41. La hipérbola en ecuacion polar. Construccion en GeoGebra

Construccion dindmica

En el manual adjunto de CaRMetal se da el paso a paso para esta construccion,

aqui mostraremos los pasos de construccion en GeoGebra

1)
2)

3)
4)
5)
6)
7
8)

Mostrar cuadricula

Construir dos puntos F1 y F2 simétricos respecto a un punto arbitrario, por
ejemplo, con respecto al origen, que seran los focos de la hipérbola.

Sea C el punto medio entre F1y F2

Sea Aunpuntoentre Cy F2

Construir circunferencia con centro en F2 y radio F2A

Sea B un punto sobre la circunferencia creada

Trazar recta BF2

Trazar segmento de recta BF1
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9) Trazar mediatriz del segmento BF1

10) Sea P el punto de interseccion de la Recta BF2 con la mediatriz del segmento
BF1

11) Activar rastro del punto P

12) El lugar geométrico descrito por el rastro del punto P mientras el punto B se
mueve sobre la circunferencia C1 es la hipérbola

13) Ocultar las construcciones auxiliares: mediatriz, circunferencia, rectas,
segmento

14) Animar el punto B

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién

b s Z ol||la=2 Elige y Mueve
>\/ / / “f\. @ @ é.)- x i*_ ‘1_’ Arrastre o seleccidn de objetos

» Vista Algebraica X | » Vista Grafica X

Cénica 8
® c(x-3F+y=4
Punto

® A=(1,0)

® B=(15132)

® C=(0,0)

® F1=(3,0)

® F2=(3,0)

® P=(179,42)

Recta

® £1.32x+1.5y=3.96
® h:45x-1.32y=251
Segmento

® g=469

»

Figura 42. Construccion dindmica de la hipérbola en GeoGebra, al animar el punto

B se forma la hipérbola aprovechando sus propiedades.
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Abrir sesion...

NNERNCE R

N

a=2
=
v

[+]

Elige y Mueve

Arrastre o seleccion de objetos

R
3 -

X

» Vista Algebraica [X | » vista Grafica

Cénica
ci(x-3P+y* =4
Punto
@ A=(1,0)
@ B=(3.93,1.77)
@ C=(0,0)
@ F1=(3,0)
@ F2=(3,0)
@ P=(145,-2.96)
Recta
f:1.77x-0.93y =5.31
h:-6.93x -1.77y = 4.79
Segmento
g=715

\

\

\
\

6

’o

¢
!
&

O]

« S

!
K
.l

!

4

Figura 43. Construccion dinamica de la hipérbola al animar el punto B, en la figura

se ocultan las construcciones auxiliares
A continuacion, se muestra una tabla resumen de las ecuaciones de las secciones

conicas

Circunferencia

Ecuacion

(eje horizontal)

Ecuacion (x — h)? (x — h)?
centro(h,k) + (y —k)? =1r? a?
(
+ b2
=1
Ecuacién x?+yt=r? y?  x?
zZtz
a* b

(eje vertical)

X2+ y? =12

Elipse

Parabola

x2 y2
az p?
(x — h)?

aZ
-k
bz

y? = 4px

(y — k)?
= 4p(x—h)

x> = 4py y: x

Hipérbola

=1

1
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Ecuacion (x — h)? (y — k)? (x — h)? (y — k)?

centro (h,k) +(y—k)? =12 a? = 4p(y — k) a?
(x — h)? (x — h)?
b* b?
Asintotas (b)
y==x\Z)*
a
Si la
hipérbola es
horizontal
Excentricidad eE=0 0 <E< 1 eE=1 eE>1
b2 b2
= |1-— ; = |1+ ;
Relacion entre b2 = g2 — 2 b% = c? — g2

los semiejes

y? Un punto
2
Par de rectas reales que se cortan

Flgura 44. Tabla resumen de algunas ecuaciones y propiedades

Linea cdnica degenerada

5.2.3 Definiciones a partir del algebra lineal

A inicios del siglo XX el matematico aleman David Hilbert plante6 la formalizacién
de la geometria como parte de un creciente movimiento tendiente a la formalizacién
de todas las ramas de las matemaéticas, se debe tener presente que no es lo mismo
la axiomatizacion que la formalizacion de una teoria determinada, de hecho, la

axiomatizacion es el primer paso hacia la formalizacion; Euclides hace mas de 2200
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afos dio el primer paso hacia la formalizacion al axiomatizar la geometria en su obra
Los Elementos, en donde planteé cinco axiomas. Otros casos de teorias
axiomatizadas se dan por ejemplo en la aritmética con los axiomas de Peano, la
teoria de conjuntos con los axiomas de Fraenkel, Zermelo y Skolen y la teoria de

probabilidades con los axiomas de Kolmogérov

A partir de la formalizacién de la geometria, se puede trabajar ésta desde el punto
de vista del algebra lineal, consiguiendo una mayor abstraccion y rigor en el
tratamiento. El estudio de las secciones conicas mediante un enfoque matricial
permite que haya mayor intuicion geométrica y deje de ser un acto puramente
mecanico, en el presente trabajo solo mostraremos una breve introduccion al
potencial que tiene el algebra lineal para el trabajo con la ecuaciéon general de
segundo grado y el analisis de las conicas, la profundizacion en este tema excede

las pretensiones del presente trabajo.

Partiremos de la siguiente definicién: “Una coénica real es la grafica (es decir el
conjunto de ceros reales) de un polinomio cuadratico real en dos variables” (Chica
Reyes, 2016)
Ax* + Bxy + Cy* + Dx+Ey+F =0 (1)

x A BJ/2 D/2
Se definen: X = (y) , M = (B/Z C E/Z) yXT=x y 1)

1 D/2 E/2 F
De modo que la ecuacion general de segundo grado en forma matricial se puede
expresar asi: XTMX =0 2

A BJ/2 DJ/2\ ,x
x y 1 (B/Z C E/2)<y)=0
D/2 EJ/2 F 1

Al desarrollar los productos matriciales, se tiene:
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X
B D B E D E
(Ax+5y+5 EX+C}’+E Ex+5y+F)<)11>—0

sz+§xy+§x+§xy+€y2+§y+§x+§y+F=0

Al organizar, se comprueba que es la misma ecuacion (1).

Esta definicion de lineas conicas presenta el inconveniente de que ya no es explicito
gué conica representa una determinada ecuacion cuadratica, por ejemplo, dada la
ecuacion 8x2 + 12xy + 27y% + 5x + 18y — 58 = 0 bien pudiera pensarse que es
una elipse porque los términos A y C son del mismo signo, sin embargo la existencia
de los términos B, D, E y F sugieren una conica rotada y traslada, también existen
ecuaciones que no representan coénicas como :x2 + 2xy + y? + 1 = 0 que podria

sugerir una elipse, pero que no representa una curva en los reales.

Por ejemplo la ecuacion 3x? + 2xy — y% + 4x — y + 1 = 0 en forma matricial con A =
3,3B=2,C=-1,D =4,E =—1,F =1 quedaria:

3 1 2 X
x vy 1 (1 -1 —1/2) <y) = 0 que se puede verificar facilmente.
2 —-1/2 1 1

Clasificacion de las Conicas

Para poder clasificar una linea coénica a partir de la ecuacién de segundo grado se

sigue el siguiente procedimiento descrito por (Chica Reyes, pag. 2):

1. Rotar el plano de modo que los ejes de simetria de la curva sean paralelos a los
ejes

2. Efectuar una traslacion del plano de tal forma que el “centro” (en el caso de la
hipérbola y la elipse) o el “vértice” (en el caso de la parabola) coincidan con el

origen.

Las trasformaciones de R? —» R? necesarias corresponden a cambios de variables,

utilizando las siguientes expresiones:
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; : ;C/ i |, para las traslaciones (Alegria, 2016, pag. 16)

x'=xcosa+ysena

!

Para los giros o rotaciones o en forma equivalente, se tiene:
y' = —xsena + ycosa

x=x"cosa—y'sena

, , estas expresiones se obtienen de la siguiente figura:
ly =x'sena + y' cosa

y

'
€T

Figura 45. Rotacion de ejes

De la figura, se tiene lo siguiente:

sen(6@ + a) = ; de donde y = rsen(6 + a) luego, y = r(sen 6 cosa + sen a cos 0)
cos(8 +a) = f entonces x =rcos (6 +a) por tanto, x =r(cosbcosa—
sen B sena)

!

!
También se tiene que cosa = XT y sena = y? dedondex’' =rcosa y y' =rsena

Como x =r(cosfcos a — sen 8 sena) Entonces x = r cosOcos @ — rsen 6 sena

y=r(senfcosa+senacosfd) Entonces y=rsenbfcosa+rsenacosf; al

remplazar

x=x"cosf —y'senb

, , este sistema se puede escribir matricialmente asi:
y=x'senf +y' cosf

se tiene: {

(;ﬁ) = (;grslg _CZ‘;%H) (ii) donde (ggrslg _Cf)esr:gg) es la matriz de rotacion.

Al remplazar los valores de x e y en la ecuacion general de segundo grado, se tiene:
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A(x' cosO —y'sen 8)? + B(x' cos —y' sen 8)(x' cos 6 + y' sen 0)
+ C(x'sen 8 + y' cos8)? + D(x' cos @ — y' sen 6)
+E(x'sen@ +y'cosf)+F =0
Al desarrollar paréntesis y agrupar términos adecuadamente, se tiene:
(Acos?0 + Bcos Osen 0 + Csen?0)x'?
+ [2(C — A)sen BcosO + B(cos?0 — sen?0)]x'y’
+ (Asen?6 — Bcos Osen 6 + Ccos?0)y'? + (Dcos 6 + Esen 0)x'
+ (—Dsen 8 + Ecos 0)y' + F =0
Al escribirse esta ultima ecuacion de la forma
Ax?+B'x'y'+C'y?+D'x'+E'y'+F' =0 se hace corresponder término a
término, asi:

(A" = Acos?8 + Bcos Osen 8 + Csen?6
B' = 2(C — A)sen OcosB + B(cos?6 — sen?H)
C' = Asen?6 — Bcos Osen 0 + Ccos?0
D' = Dcos 0 + Esen 0
l E' = —Dsen 6 + Ecos 0
F'=F

Para eliminar el término en x'y’ basta con igualar dicho coeficiente de x'y’ a cero,
es decir, 2(C — A)sen Ocosh + B(cos?*H — sen?0) =0

De las identidades trigopnométricas se tiene:

(C —A)sen26 + Bcos 20 = 0 De donde (C — A) sen 26 = —Bcos 26

Es decir, tan 26 = —2 Por tanto, tan 26 = ——
C-A A-C

El procedimiento algebraico es el siguiente:
1. Eliminar el término en xy mediante un cambio de variables; es decir llevar la
ecuacién alaforma A'x?2 + C'y?+ D'x+ E'y+ F' =0
2. Completar cuadrados y hacer otro cambio de variables para obtener una de

las formas canodnicas de las conicas.

Clasificacion de las secciones cOnicas y matriz asociada a la cdnica

A BJ/2 DJ/2 ¢ Ef
Dadas las matrices M = (B/Z C E/2> yN = (E/Z F ) matrices
D/2 EJ/2 F
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asociadas a la ecuacion general de segundo grado, el valor del determinante de
dichas matrices permiten una clasificacién de las lineas conicas asi:
Si |[M| = 0 entonces la ecuacion no representa conica alguna (caso degenerado)

(IN| = 0,1a linea cénica es una parabola
|N| < 0,lalinea conica es una hipérbola
IN| > 0y |M]| tiene signo opuesto al signo de A + C,la cénica
es una elipse
IN| > 0y |M]| tiene el mismo signo de A + C, no existen puntos que
\ cumplan la ecuacién

Si |[M|#0 ysiq

Matriz asociada a las lineas cénicas:
A. La parabola

Dada la pardbola con ecuacion canénica y? = 2px, con p > 0, la matriz

0O -p O
asociada a esta linea conicaes M = (—p 0 0)
0o 0 1

B. La elipse

2 2
Dada la elipse cuya ecuacion candnica es % + Z—Z =1,cona,b > 0, la matriz

-1 0 0
asociada a esta elipseesM =| 0 1/a? 0
0 0 1/b?

C. La hipérbola

2 2

Sea la hipérbola con ecuacién candnica % — % =1, con a,b > 0, la matriz
-1 0 0
asociada a esta linea conicaesM =| 0 1/a® 0

0 0 —1/b?
Existen otros casos de lineas conicas que ameritan clasificacion y esta tiene que
ver con los invariantes de una cénica que, como su nombre lo indica, estos
invariantes permanecen constantes aun si se dan traslaciones o rotaciones de las
lineas coénicas. Para definir las invariantes, se escribe la ecuacion general (1) de
segundo grado de la siguiente manera (Rodriguez Bellido, 2016):
A B/2 D/2\ ,x x
x y 1) (B/Z c E/Z) (y) =x y 1M <y>
D/2 E/2 F /M 1

97



Una linea coénica tiene tres invariantes:

Dadas las matrices

4 3
T = B C;
2
A BJ2 D)2
M:<B/2 C E/2>
D/2 E/2 F
asociadas a la linea conica, los invariantes de la conica son:
A B2 A BJ/2 DJ2
tr(T)=A+C;6=|T|=|B/2 C|;A=|M|=B/2 C E/2
D/2 E/2 F

La matriz T es simétrica, posee autovalores A; y 4, los cuales son las raices del
polinomio caracteristico que resulta al resolver la expresion det(T — AI) = 0
Dependiendo del valor de los invariantes, la linea conica puede ser de tipo eliptico,

hiperbélico o parabdlico, como se muestra a continuacion:

e De tipo eliptico: si § > 0 La ecuacion reducida es 1,x% + A,y? = —%

A4 8 > 0 entonces la linea conica es una elipse imaginaria

A1 6 < 0 entonces la linea cénica es una elipse real
s {
A1 6 < 0 entonces se trata de un punto

e De tipo hiperbdlico: si 6 < 0 La ecuacién reducida es 1;x? + 1,y% = —%

. {Aqt 0 entonces la linea coénica es una hipérbola
S
A= 0 entonces se trata de un par de rectas secantes

e De tipo parabdlico: si 6 = 0 Al considerar A, = 0,4, # 0, entonces

Si A+ 0, se trata de una parabola con ecuacion reducida A,y? = + f—ﬂﬁx

2

Si A= 0, la ecuacioén reducida es 1,y? = ¢, donde ¢ se debe determinar:

¢ = 0, se trata de una recta doble

¢ * A, > 0, se trata de un par de rectas paralelas
Si {
¢ x A, < 0, se trata de un par de rectas imaginarias

Con esto, quedan clasificados los casos que pueden presentarse al analizar la

ecuacion general de segundo grado
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5.3 CARACTERISTICAS DE LOS SOFTWARE DE GEOMETRIA DINAMICA

Geometria analitica

Los avances en herramientas TIC, especialmente en programas informaticos
orientados al manejo de la geometria en 2D y en 3D, posibilitan un trabajo mucho
mas dinamico de las secciones conicas, objetivo del presente trabajo, mediante
estas herramientas informaticas el estudio de la circunferencia, la elipse, la
hipérbola y la pardbola adquieren una dimension visual que permite un trabajo
interactivo, al tiempo que se preserva la rigurosidad en el tratamiento matematico

de las ecuaciones de éstas.

A partir de las herramientas informaticas y de las ecuaciones de las secciones
conicas, se pueden estudiar las aplicaciones que hace el hombre de dichas
secciones en diferentes ambitos de la ciencia, tales como en la ingenieria, las
comunicaciones, la arquitectura y la Optica, ademas de permitir el estudio de
fenémenos fisicos como el movimiento de los planetas, teniendo como base las

secciones conicas.

Software de Geometria Dinamica.

En las Ultimas décadas las mateméaticas, especialmente la geometria se ha
beneficiado notoriamente con el desarrollo del software dindmico. Antes de que
estos surgieran se dibujaban las figuras geométricas con ayuda de instrumentos
como compas, regla, escuadras, transportador, entre otros, obteniendo asi una
representacion mas o menos exacta pero fija y en ocasiones no bastaba un solo
intento en la realizacion de alguna actividad propia de este saber, muchas veces los
trabajos carecian de precision y estética lo cual redundaba en exceso de tiempo y

por lo tanto restringiendo en extremo la exploracion.
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Fue a partir de la creacion y desarrollo que los software de geometria dinamica que
se ha podido visualizar y entender las relaciones y propiedades de las figuras de la
geometria que no son visibles en las figuras planas y en los soélidos.

A continuacion, se presentan algunos software para trabajar la geometria dinamica

y sus principales caracteristicas:

El programa Cabri Il — Geométre, desarrollado en 1988, por ejemplo, es una
herramienta de uso pedagdgico que permite la realizacion de una variedad de
formas geométricas. Las formas geométricas creadas con este programa permiten
interrelacionarse con otros conceptos de esta disciplina, como son puntos, rectas,

segmentos, circunferencias, planos, cuerpos solidos, entre otros.

Los applets de Cabri-Geométre permiten al usuario una interaccién directa y una
manipulacion de una amplia gama de figuras manteniendo el principio de la
geometria dinamica, es decir, al manipular los elementos libres de las figuras se
mantienen las relaciones establecidas y se observan las propiedades geométricas
gue permanecen, esto se da gracias a la arquitectura propia del software y la gran

variedad de menus que trae en su barra de tareas.

Es un software comercial, requiere licencia, en realidad son dos programas que
requieren licencias diferentes: el cabri Il para construcciones en el plano y el Cabri

Il 3D para construcciones en 3D

GeoGebra es otro software matematico interactivo con funcionalidades para el
estudio de la geometria, el algebra y el calculo, creado en el afio 2001 como tesis
de maestria en educacion matematica de la Universidad de Salzburgo (Austria) por
el profesor Markus Hohenwarter. Es un software libre, no requiere licencia para su
uso, cuenta con una pagina oficial y una gran cantidad de guias y aportes de

infinidad de usuarios que enriguecen su manejo.
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Esta herramienta no s6lo permite al usuario realizar construcciones geométricas
planas, sino que también brinda la posibilidad de modificarlas dinAmicamente,
proporcionandole movimiento a las construcciones geométricas. El programa
GeoGebra tiene la posibilidad de aceptar el ingreso de ecuaciones y coordenadas
directamente y tiene la propiedad de manejar variables de distinto tipo, ofreciendo
un amplio repertorio de comandos propios del analisis matematico, aptos para
tareas como identificar puntos singulares de una funcién, su derivada, entre muchas

otras aplicaciones.

Tiene también la posibilidad de trabajar en lo que se conoce como 3D, con
herramientas gréficas y analiticas, pudiéndose ingresar las ecuaciones
directamente desde la linea de comandos o construirse usando las herramientas de

graficos.

CaRMetal, es otra herramienta que ha sido puesta al servicio de la geometria
dindmica, esta aplicacion fue creada por Eric Hakenholz en el afio 2006 y surge
como una adaptacién del programa de geometria dinamica CaR (compas and Rules

por sus siglas en inglés).

El software CaRMetal proporciona al usuario herramientas con las cuales puede
construir rectas, rectas paralelas y perpendiculares, semirrectas, segmentos,
poligonos, planos, angulos, entre otros; ademas, mediante este software se pueden
realizar calculos matematicos complejos, como funciones y férmulas o ecuaciones
matematicas. Graficas en 2D y en 3D, también a partir de las ecuaciones o de las

herramientas graficas.

El software Sketchpad fue el primer software “que permitié la manipulacion directa
de objetos gréficos, pionero en la interaccion persona-ordenador y predecesor de
los programas de disefio asistido por ordenador. Fue una de las primeras

aplicaciones informaticas que defendieron el concepto de utilizar el ordenador como
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extension de la mente humana, no s6lo como herramienta técnica, sino también
artistica” (Wikipedia, 2016).

Fue creado por Ivan Shuterland en 1963 que lo disefi6 como parte de su tesis

doctoral. Actualmente se puede acceder a construcciones en Sketchpad de forma

online en la direccién: https://sketch.io/sketchpad/

Caracteristicas de un software de geometria dinamica

1)

2)

Interfaz muy intuitiva, uso de iconos, desplegables, ventanas y variadas
herramientas de edicion, estos aspectos facilitan el uso de los programas por
parte de los usuarios.

Poseen dos tipos de interfaces con los usuarios a la hora de realizar
construcciones geométricas:

Interfaz basada en caracteres o comandos, muy util cuando se requiere graficar
una ecuacién en particular

Interfaz grafica del usuario, permite una gran cantidad de construcciones

geomeétricas en dos y tres dimensiones

Nota: La interfaz basada en el reconocimiento del habla ain no esta implementada

3)

4)

en los software de geometria dindmica.

Los software de geometria dinamica permiten graficar las figuras geométricas
en funcién de sus relaciones y propiedades y no de su apariencia, el término
dindmica se refiere a que permiten interactuar con las construcciones realizadas,
es decir mover, girar, modificar, etc., sin que se alteren las propiedades basicas
de las figuras geométricas con lo cual se posibilita la investigacion y el analisis
Los software de geometria dinamica tienen la posibilidad de:

Medir angulos, distancias, areas, etc., permitiendo verificar propiedades y
teoremas

Modificar las construcciones
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e Animar las figuras geométricas a partir de sus propiedades, permitiendo ver

relaciones ocultas en figuras sin movimiento

¢,

®

3

O

G

. Sketch Cinderell | Geogebr CaR
Cabri P g RyC Geonext Kig .
ad a a Metal
i Plus
Versién 4.06 2.6 5.0 1.36 1.5 0.10.5 4.1.3
1.4.5
Tamano 55.8 Mb. | 6.49 Mb. | 6.72 Mb. 50 Mb. 3.66 Mb. 7.7 Mb. —— 44.4 Mb
PC/ PC/ PC/ PC/ PC/ PC/
Plataformas PC PC
MAC MAC MAC MAC MAC MAC
Win Win Win Win Win
Sistemas Win
Win Linux Linux Linux Linux Linux Linux
operativos MAC OS
Mac OS Mac OS Mac OS Mac OS MAC OS
Requerimientos
—_ —_ JAVA JAVA JAVA JAVA JAVA Java
extra
Comerci Comerci Comerci
Licencia | | | Gratuito Gratuito Gratuito Gratuito Gratuito
a a a
Fecha 2004 2001 2003 2005 2000 2005 2005 2006

Figura 46. Ficha técnica de algunos software de geometria dinamica®.

Nota: son muchos los software o programas informéticos que posan de ser de

geometria dinamica, pero algunos escasamente son programas de dibujo

geométrico avanzado, no tiene nada que ver en esto el que el programa sea de

pago o gratuito, porque se encuentran software muy potentes y gratuitos como

GeoGebra o CaRMetal, algunos de los programas informaticos disponibles son:

De pago o comerciales: Cabri Il Plus, Cabri 3D, Geup, Cinderella, The Geometers

SketchPad.

Gratuitos: GeoGebra, CaRMetal, Geonext, King

NOTA: ver anexo 1 con las guias de inicio rapido de GeoGebra y CaRMetal.

4 Tomado y actualizado de:

http://www.geometriadinamica.cl/2005/08/comparacion-de-procesadores-

geometricos/
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5.4 SITUACIONES PROBLEMA

5.4.1 INTRODUCCION

Hoy en dia se conocen muchas aplicaciones de las conicas, algunas aprovechan
sus propiedades en usos practicos, tal como la propiedad reflexiva en las
comunicaciones, otras son manifestaciones de fenomenos fisicos de la naturaleza
que involucran a las conicas, como en las érbitas de planetas, cometas y asteroides
con sus formas elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas, o en el lanzamiento de
proyectiles cerca de la superficie de la tierra presentando estos una trayectoria
parabdlica y su uso en arquitectura en arcos de puentes y edificaciones, en donde
las vemos en forma de semiesfera o semieliptica, ademas de su uso decorativo en

arquitectura y en el arte.

En la antigua Grecia las conicas se conocieron a partir de la busqueda de soluciones
a los tres grandes problemas de la geometria, se realizaron estudios rigurosos de
las conicas y sus propiedades, lo que permitié utilizaciones practicas, por ejemplo,
en la arquitectura en donde se destaca la utilizacion de formas parabdlicas,
esféricas y elipticas en templos, en sus ventanas, en sus clpulasy en los arcos de
sustentacién, que no solamente eran de caracter estético sino que se conocian sus
propiedades de soporte. Se dice que Arquimedes utilizd las propiedades de
reflexion de la pardbola en la construccion de espejos que concentraban los rayos
del sol, permitiendo incendiar las naves de los romanos que asediaban Siracusa en
el siglo Il a.C. La circunferencia fue la conica mas conocida en la antigliedad, se
asemejaba a la perfeccion por las formas del sol y la luna y era la figura plana mas

conocida desde épocas remotas.
Se descubren sus formas en la naturaleza a partir de los estudios de Kepler sobre
las oOrbitas de los planetas y de Galileo y Newton con la ley de la gravedad que

explica por qué la trayectoria de un objeto lanzado cerca de la superficie de la tierra
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describe una parabola, sus formas y propiedades son ampliamente utilizadas en el

arte, en arquitectura, ingenieria, en éptica y en sonido.

A continuacion, se presentan algunos problemas; a modo de ejemplo, del uso de
las conicas en la vida cotidiana, se describen las propiedades utilizadas y los
desarrollos mateméticos, asi como su descripcion geométrica con el uso de los

software de geometria dinamica.

5.4.2 SITUACIONES PROBLEMA

5.4.2.1 Ecuaciones de las 6érbitas de los planetas

Kepler (1571 — 1630) descubrié que la érbita de los planetas no era un circulo
perfecto como esperaba de acuerdo con los ideales aristotélicos y que los planetas
describian una 6rbita un poco achatada, una elipse con el sol en uno de sus focos,
este hecho, aunque molesto al sabio, debié admitirlo puesto que las evidencias eran
irrefutables, aunque a simple vista las O&rbitas parecen circunferencias, su

excentricidad no es cero y por lo tanto son elipticas.

A partir de la figura 41 se presenta la parte matematica para hallar las ecuaciones
gue describen el movimiento de los planetas alrededor del sol, teniendo presente
gue el sol esta en uno de los focos y que el planeta es un punto que se desplaza

sobre la conica
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o

(-a, 0) (a’ 0)
(0, -b)
a A
Figura 47. La elipse y sus elementos. Realizada en GeoGebra
- - NS L
Ecuacion canonica de la elipse: prie 1 (2)
PF, + PF, = 2a (2) propiedad de la elipse
=hh _2_¢ (3) excentricidad
2a 2a a
b? = a? — c? (4) relacion de las tres medidas constantes en una elipse

Para hallar la ecuacion candnica de las orbitas de los planetas y suponiendo que el

sol esta en el foco 1, se tiene lo siguiente:

perihelio = a —c = a(1 —e) (5) minima distancia entre el planeta y el sol

Afelio=a+c=a(l1+e) (6) méxima distancia entre el planeta y el sol
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Como ejemplo se realiza la deduccion de los semiejes de la elipse que representa
la orbita de la tierra, conociendo las distancias en millones de kildmetros del

perihelio y el afelio.

Tierra: sumando las ecuaciones para el perihelio y el afelio, se obtiene el valor de
a:

a—c=147,09

a+c=152,1

2a = 299,1

a = 149,595

Remplazando el valor de a en (6) se obtiene el valor de ¢ = 2.505, ahora utilizando

la ecuacién (4) se obtiene b = Va? — ¢? = 149,574, con estos datos ya se puede

plantear la ecuacion candnica de la elipse que describe la 6rbita de la tierra:

2 2

¥ _q

—+
149,5952 149,5742

Afelio®>  Perihelio . a b c
Excentricidad

Planeta Millones Millones e=c/a Millones  Millones = Millones
Km Km km km km

Mercurio 69,817 46,001 0.206 57,909 56,671 | 11,908
Venus 108,943 107,476 | 0.006 108,209 108,207 0.733
Tierra 152,1 147,09 0.017 149,595 149,574 2,505

Marte 249,23 206,64 0.093 227,938 | 226,942 21,293
Jupiter 816,001 | 740,68 0.048 778,34 | 777,43 | 37,66
Saturno  1503.51 | 1349.82 | 0.054 1426,66 @ 1424,59 76,84

Urano 3006,32 | 2734,998 @ 0.047 2870.66 | 2869,45 135,66
Neptuno 4537,04 | 4459,75 | 0.008 4498,4 | 4498,23 | 38,64

5 Tomado de: http://www.astronoo.com/es/articulos/caracteristicas-de-los-planetas.html
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Figura 48. Afelio y perihelio de los planetas del sistema solar®.

Planeta Ecuacion
Mercurio x? y?
+ =1
57,912 " 56,672
Venus x? N y: .
108,2092  108,2062
Tierra x? N y:
149,5952 © 149,5742
Marte x? y?
+ =1
227,942 226,942
Jupiter x? 2
p + y _1
778,342 777,432
Saturno x? N y: .
1426,66%  1424,592
Urano x? N y: .
2870,662  2867,452
Neptuno x? y?

4498,402 + 4498232

Figura 49. Ecuaciones orbitas de los planetas del sistema solar, ecuaciones
deducidas a partir de los datos astronémicos sobre afelio y perihelio

A continuacién, se muestra la gréafica realizada en GeoGebra utilizando estas
ecuaciones, en la imagen se observa como las Orbitas se asemejan a
circunferencias por la poca diferencia entre los radios vectores. GeoGebra permite
también ver las ecuaciones en forma de ecuaciones de segundo grado, aunque se
ingresan las ecuaciones descritas en la tabla anterior, las distancias estan a escala

y se muestran en millones de kilbmetros.

6 Tomado de: http://www.astronoo.com/es/articulos/caracteristicas-de-los-planetas.html
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7 GeoGebra

rchivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

R A ’/ “ &‘ C (_-) / . = <

+ Vista Algebraica X | » Vista Grafica

Conica

® cC:x*13353.57 +y*13211.49
® d:1.4x+14y*=16384

® e:1.46x* + 1.46y* = 32768
® £1.26x*+1.27y*=65536
® g:1.73x* + 1.73y* = 104857¢€
Punto

A =(-456.29, -310.5)
B=(11.92,0)

C =(487.79, -304.54)

Marte = (151.58, 169.49)
Mercurio = (-24.05, -51.55)
SOL =(-11.92, 0)

Tierra = (121.31, 87.53)
Venus =(33.47,-102.9)

Figura 50. Orbita de los planetas. Gréafica realizada en GeoGebra con ecuaciones

en donde las distancias estan en millones de kilbmetros

5.4.2.2 Faros de los automodviles

Una aplicacion muy usada de la propiedad de reflexion de la parabola la
encontramos en los faros de los vehiculos automotores, esta propiedad permite lo
gue comunmente se conoce como luces altas o de carretera y las luces bajas o de
cruce, el disponer de ambas luces en carretera es fundamental, las luces altas son
de mayor alcance, pero deslumbran a los conductores que conducen en sentido

contrario en las vias de doble sentido, por lo tanto cuando dos vehiculos se cruzan
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en la noche, se utilizan las luces bajas para no interferir con la conduccién del otro

deslumbrandolo.

Figura 51. Faro de automovil’

El sistema puede incluir ambas luces en un solo faro o dos diferentes lamparas
acopladas, en el primer sistema, que es el mas usado, se trata de un paraboloide
plateado que refleja toda la luz emitida por un bulbo o punto luminoso, el cual posee
dos filamentos que se encienden dependiendo de la seleccién de luces altas o
bajas, también existen otros tipos de luces para vehiculos llamados de xenén, por

el gas que usan y que son de forma elipsoidal.

Filamento
luz baja Filamento
luz afta
o« >

Figura 52. Imagen bulbo luminoso?®

7 Tomada de: http://kamfolcv.blogspot.com.co/2013/10/las-conicas-en-nuestro-entorno.html
8 Tomada de: http://tallerautoelectrico.com/como-funcionan-las-luces-altas-y-bajas-en-el-auto/
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Como se ve en la imagen el bulbo posee dos filamentos: uno situado en el foco de

la parabola que se corresponde con las luces altas y otro en otra posicion que se

corresponde con las luces bajas.

REFLECTOR
CRISTAL

BORNES DE

REFLECTOR
CONEXTON

PARABOLICO

FILAMENTOS DE
CORTO Y LARGO
ALCANCE

Reflector Parabolico

Figura 53. Partes del sistema de iluminacion®

Las luces generadas en el foco se distribuyen de forma paralela al eje de simetria,

lo que hace que estas sean de mayor alcance y mayor intensidad luminica como se

observa en la siguiente figura.

Faro /
/

Foco de optica
Filamento luz alta de luz Haz de luz

Optica de luz alta

Figura 54. Faro con filamento centrado en el foco®°

% ldem
0 |dem
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Para las luces bajas el filamento se coloca en un punto a una distancia pequefia del

foco, generalmente hacia arriba del foco para que las luces converjan en un punto

bajo con relacion al eje de la parabola, siendo estas luces adecuadas para

distancias cortas en carreteras.

Faro

Filamento luz baja
(ligeramente adelantado)

\

Haz de luz

Foco de optica
de luz

Optica de luz baja

Figura 55. Luces bajas en un vehiculo!?

La propiedad de la paradbola que permite la utilizacion de esta en las comunicaciones

y en los faros de los automdviles, lo mismo que en los telescopios, la podemos

resumir asi:

La tangente a la pardbola en un punto es bisectriz del &ngulo formado por el foco,

el punto de tangencia y su proyeccion como se ve en la grafica, esto permite que

los rayos incidentes en la direccién del eje secundario (paralelo al eje de simetria

que pasa por el foco), se reflejen pasando por el foco y los rayos procedentes del

foco se reflejan paralelos al eje.

1 dem
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frchho Ede: Vista Cpecncs Homamventas Vontana fwuda

Latangente a la parabola en un puhto Biseca el
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Figura 56. Tangente en un punto de la parabola que explica la reflexion. Realizada

en GeoGebra.

Figura 57. Propiedad de reflexion en la parabola, las ondas se concentran en el foco

y si se emite desde el foco se reflejan paralelos al eje de simetria.

Como para cualquier punto de la parabola, la distancia al foco es igual a la distancia

a la directriz, los rayos recorren la misma distancia y llegan al mismo tiempo.

5.4.2.3 Aplicacion en la medicina

En medicina se utiliza la propiedad de reflexiéon de la elipse para desintegrar los
llamados “calculos renales”, permitiendo tratar este mal sin el uso de la cirugia.
Existen aparatos que utilizando el principio de que “los rayos provenientes de uno
de los focos se reflejan en direccion al otro foco”, sustentado en el teorema que dice:

la recta tangente a una elipse en un punto P forma angulos iguales con las rectas
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gue pasan por P y por alguno de los focos. En otras palabras, si se generan ondas
de cualquier tipo (electromagnéticas, de sonido, luz, etc.), éstas se reflejan pasando
por el otro foco, también podria decirse que se concentran en el otro foco que es lo
gue realmente se aprovecha en el instrumento llamado litotriptor utilizado para

desintegrar los célculos.

Figura 58. Propiedad de reflexion de la elipse

Su funcionamiento depende del tipo de ondas generadas. En general existen de
tres tipos:

e Electro — hidraulicos

e Electro —Magnéticos

e Piezoeléctricos
Se describe sélo uno de ellos por su sencillez, el electrohidraulico, al menos en la
parte tedrica, en uno de los focos se coloca un generador de ondas en un medio
acuoso que genera ondas de choque, en el otro extremo va el instrumental para
localizar y ubicar los céalculos en el otro foco, al generar las ondas de choque, estas
convergen en el otro foco en donde se ha ubicado de modo preciso el célculo a
desintegrar. Una descripcion mas precisa desde el punto de vista de la medicina 'y
de sus instrumentos es:
“El generador electrohidraulico [1] consiste de una taza semielipsoidal con agua con

dos electrodos en el primer foco conectado a un capacitor mediante un interruptor
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de alto voltaje denominado spark gap. Cuando es conectado el spark gap se forma
un plasma entre los dos electrodos. La energia liberada produce una burbuja de
vapor y una onda de choque la cual, cuando es focalizada en el segundo foco del
elipsoide (F2), es suficientemente fuerte como para desintegrar célculos renales o

biliares (ver figuras 58 y 59)*2.

Reflector
elipsoidal

Descarga
eléctrica

/.r—"'

h 4

Figura 59. Funcionamiento del litotriptor

5.4.2.4 Puentes colgantes

Una de las aplicaciones de las secciones cénicas a la ingenieria o a la arquitectura
tiene que ver con los puentes colgantes, cuyos cables se ajustan a curvas como las

parébolas.

Para poder mantenerse, los puentes colgantes deben soportar su propio peso o
peso muerto y adicional a esto, también debe soportar el trafico que por dicho
puente circula llamada carga viva; sobre las partes del puente acttan fuerzas de
tensién y compresion lo que respalda la afirmacion de que las curvas que se forman

en los cables del puente son parabolas y no catenarias, como se ha creido en

12 Tomado de: http://www.pardell.es/litotriptores.html
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ocasiones. En la siguiente figura se ilustra un puente, los cables que sostienen al

mismo Yy la curva que modela a dichos cables, la cual es una parabola.

Torre
Tensores
\\ N
i ARnnewntl N
e
Tablero Pilar

Figura 60. Representacion de un puente colgante

La siguiente es una aplicacion de la pardbola a la arquitectura:

Disefio de un puente colgante:

El cable de un puente colgante esta suspendido (formando una parabola) de dos
torres a 120 m una de la otra 'y a 20 m de altura sobre la autopista. Los cables tocan
la autopista en el punto medio entre ambas torres (Larson & Edwards, Célculo 1 de
una variable, 2010).

a) Hallar la ecuacion para la forma parabdlica de cada cable.

b) Hallar la longitud del cable parabdlico de suspension.

Propuesta de solucién:
De la informacién que brinda la situacién problema, puede plantearse una figura

como la siguiente:

(—60,20) (60,20)

Figura 61. Representacion de la pardbola y=1/180 x2 realizada con GeoGebra
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a) El modelo matematico de la parabola que se ajusta al cable del puente es la

., : 1
expresion x? = 4py o escrita de otro modo, y = Exz

La parabola pasa por los puntos (—60,20) y (60,20) con esto, se tiene que
(60)% = 4p = 20 de donde claramente se deduce que p = 45
Las coordenadas del foco de la parabola se obtienen con la expresion F(O0, p).

Es decir, F(0,45). La ecuacion de la pardbola es la expresion x? = 180 y

1
Escrita de otra forma, la expresion anteriores y = Ex

b) Para obtener la longitud del cable que se encuentra suspendido se utiliza la

expresion [ 14/1 + [R'(x)]? dx para obtener la longitud de arco, donde y =
X0
h(x)

Para nuestra situacion problema se tiene que

180 "~ 180

Siendo S la longitud de arco, se tiene que

60 1 60 2
S = 1 dx = dx = 2
j—eo +<90x x= j * 8100 “* J *+ 8100 ¢

. 1 (60 L
La integral a resolver es Efo V8100 + x?2 dx; al hacer la sustitucion x = 90 tan @

y evaluar los limites se llega a la integral

8100 0.588 0.588
sec3 0 do

— |, sec®6do =180 [,

45 70
Esta ultima integral se resuelve por partes y se obtiene un resultado aproximado de
128.37 m.

5.4.2.5 Las comunicaciones: Antena parabdlica
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Otra importante y util aplicacion tiene que ver con el uso de las secciones conicas,

mas concretamente la pardbola, en el campo de las comunicaciones:

Una antena parabdlica es algo semejante a un paraboloide de revolucion, el cual se
genera al hacer girar una parabola alrededor de su eje de simetria. Si la superficie
interior de dicho paraboloide tiene propiedades reflectantes, se cumple que, si los
rayos que chocan sobre la superficie en mencion son paralelos, estos se reflejan y
pasan por el foco de la parabola; en forma similar, todo rayo que incida sobre la
parabola y pase por el foco de la pardbola se refleja paralelo al eje focal de la
parabola. Esta importante y Util propiedad de reflexién de la pardbola es el principio
utilizado en el disefio y construccion de las antenas parabdlicas.

La siguiente figura ilustra la situacién descrita en el parrafo anterior e ilustra los
rayos concentrados y la propiedad de reflexibn que se aplica en las antenas
parabdlicas para concentrar dichos rayos:

-

superficie

parabdlica

Guia
de ondas Haces

de senales

Figura 62. Representacion de una antena parabdlica®®

Debido a su forma, una antena parabolica permite que las sefiales provenientes de
un satélite lleguen a la superficie de la antena y sean reflejadas a un solo punto,

donde esta colocado el receptor. Si por ejemplo el disco de una antena tiene 10 pies

13 Tomado de http://apliparaboloide.blogspot.com.co/
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de diametro en su abertura y 4 pies de profundidad en su centro, determine la
posicién donde debe ubicarse dicho receptor.

Solucion:

Dada la propiedad de las parabolas, todos los rayos que ingresan a la superficie
parabdlica son reflejados y pasan por el foco de la misma, es decir, pasan por el
punto donde se ubica el receptor de dicha antena (Sullivan, 1997).

De la informacion dada en la situacion problema y al hacer coincidir el origen de la
parabola con el origen del plano cartesiano, se deduce que la parabola pasa por los

puntos (—5,4) y (5,4); ademas la ecuacion de la parabola es de la forma x? = 4py
. xZ
o en forma equivalente y = -

Retomando uno de los puntos de la parabola, por ejemplo el punto (=5,4) y

remplazando en la ecuacion de la parabola, se tiene: (—5)? = 4p * 4 es decir 25 =
16 = p. Al despejar p se obtiene p = g
Las coordenadas del foco de la parabola son F(0,p), por lo tanto, la posicion del

receptor de la pardbola es el punto de coordenadas (0, i—Z)

. e g p . 25 . s -
Lo anterior significa que el receptor de la parabola se ubica a - bies del vértice de

la parabola.

Con fines de utilizar el software Geogebra, se tiene que la ecuacion de la parabola

esy =22 es decir y = 2o = 2
y_4-*p y_4*§_25

Luego, la ecuacion de la pardbola que da lugar al paraboloide de la antena

i . ., 4 5 - L )
parabdlica de la situacion problema es y = seX-ysu gréafica es la siguiente:
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8 5 4 3 -2 -1

Figura 63. Parabola generada con GeoGebra

5.4.2.6 Otras aplicaciones (galerias de los susurros)

Hay muchas aplicaciones de las cénicas, en especial de la elipse, que son poco
conocidas, su aplicacién en arquitectura en las llamadas galerias de los secretos o
galerias de los susurros, zonas especiales en algunas edificaciones que permiten
escuchar lo hablado en una zona, en otra aunque se hable en voz baja,
aprovechando las propiedades de las construcciones de bovedas elipticas, estas
simplemente permiten que las ondas sonoras se reflejen con un angulo de reflexién
igual al angulo de incidencia, los materiales y disposicion de columnas y bévedas
permiten que no se pierda la intensidad del sonido, es famosa la zona de susurros
de la estacion central de New York, que esta situada en una zona muy concurrida:

“Oyster Bar & Restaurant™4

14 Tomado de: http://www.travel4dream.com/blog/viajes-a-nueva-york-secretos-de-

la-estacion-central/
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Figura 64. Sala de los murmullos en la estacion central de New York

También existe una sala con esas caracteristicas en el museo del Louvre de Paris
y en El Real Monasterio del Escorial en Espafia y en muchas otras construcciones
como el Convento del Desierto de los Leones.

La siguiente figura ilustra un recinto cuya forma es eliptica y en el cual se cumple la

propiedad antes mencionada.

[ 50 .

Figura 65. Representacion de la galeria de los murmullos
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5.4.2.7 Otras aplicaciones

Existen mdltiples aplicaciones de las propiedades de las cénicas en el mundo
moderno, muchas de ellas desconocidas para el comun de las personas,
aplicaciones que van desde las telecomunicaciones presentes en el mundo digital,
hasta la medicina, la arquitectura, el deporte (el balén de futbol americano, forma
de la cancha de futbol con las pistas de atletismo, los velddromos, el ciclismo, etc.),

ingenieria, astronomia, arquitectura, campo militar en artilleria y balistica, etc.

También se debe destacar la utilizacion de las propiedades de la hipérbola en la
construccion de espejos retrovisores para buses y camiones que dan una vision
panoramica mejor que la de un espejo plano.

En telecomunicaciones, ademéas de la famosa antena parabdlica, se utiliza un
sistema de radio navegacion que aprovecha las propiedades de la reflexion de la
hipérbola, se trata del sistema LORAN, que permite a barcos y aviones determinar
Su posicion dados dos 0 mas estaciones, aunque ya no tiene la importancia de hace
unas décadas por los avances en las comunicaciones y radionavegacion satelital,
aun se usa como sistema de apoyo.

En 6ptica también son muchas las aplicaciones de las cénicas, tanto para lentes,

como para telescopios.

5.5 UNIDAD DIDACTICA

Como parte integrante de este trabajo se disefié una unidad didactica dirigida a la
ensefianza de las secciones coénicas en el grado 10° de la media secundaria, para
el disefio de esta se partio del ciclo de aprendizaje de Jorba & Sanmarti (1996), el
cual contempla cuatro fases: Exploracion, introduccion, estructuracion, sintesis y

por ultimo aplicacion.
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La unidad didactica consta de 15 actividades disefiadas para la ensefianza de las
secciones conicas con el apoyo de los software de geometria dinAmica GeoGebra
y CaRMetal, adicionalmente se entregan una serie de recursos didacticos que
comprenden videos, presentaciones en power point y apoyos desde la web, con el

fin de lograr aprendizajes significativos en los estudiantes.

Este recurso se presenta en forma de anexo y puede ser consultado en el anexo 2

del presente trabajo.
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1)

2)

3)

4)

6. CONCLUSIONES

Es evidente la importancia de tener presente el desarrollo histérico de los
eventos geométricos, por ejemplo, la evolucion de las secciones conicas,
muy estudiadas en la antigua Grecia por permitir la solucion a problemas
famosos en su época, cayeron en desuso durante varios siglos al no tener
una aplicacion practica y recobraron notoriedad en el renacimiento por su
asociacion con la Astronomia y la fisica; el seguimiento historico sirve para
comprender su desarrollo y poder profundizar en los temas siguiendo las

dificultades y el contexto en que se dieron los eventos y descubrimientos.

El trabajo con los software de geometria dindmica permitié una comprension
y apropiacion de las caracteristicas y propiedades de las secciones coénicas,
facilitando la comprobacion de relaciones matematicas que se encuentran

presentes en ellas.

Este trabajo permiti6 profundizar en las propiedades de las secciones
conicas, muchas de ellas poco conocidas, lo mismo que en la gran cantidad
de aplicaciones en diferentes campos de la ciencia muy presentes en nuestra

cotidianidad.

El presente trabajo mostré que la construccion de conocimiento hacia el tema
de las secciones conicas, es mas significativo cuando se introduce el uso de
las herramientas informaticas como GeoGebra y CaRMetal y la gran cantidad

de recursos que brinda la web.
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7. RECOMENDACIONES

1. Se sugiere que al abordar el estudio de la geometria y en general de las
matematicas, se tenga en cuenta la evolucién historica de los conceptos y en
gué contexto se dieron los avances, para comprender cabalmente como se
lleg6 a lo que actualmente conocemos, por ejemplo, se puede ver como los
trabajos de René Descartes y Fermat posibilitaron el estudio analitico de las

conicas, ampliando los conceptos geomeétricos a conceptos algebraicos.

2. Se recomienda que, al abordar el estudio de la geometria, en cualquiera de
sus ramas, se utilicen los programas informéticos especializados, en
particular los software de geometria dinamica, los cuales permiten una mejor
comprension de los conceptos y visualizar de muchas formas los objetos

geomeétricos en estudio.
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GUIA DE CARMETAL
1. INTRODUCCION

El software de geometria dinamica CaRMetal es un software libre,
perfeccionamiento de C.a.R (Regla y Compas por sus siglas en inglés “Compass
and rules”), desarrollado por el profesor de matematicas René Grothmann de la
Universidad de Eichstatt de Alemania en 1989 y que se ha venido actualizando para

permitirle aceptar los retos de la moderna geometria dindmica.

CaRMetal no es solamente una nueva interfaz de C.A.R. sino que modifica
sustancialmente el programa original, permitiendo dibujos en 3D, controles,
condiciones para mostrar/ocultar objetos y otras caracteristicas que lo ponen al nivel

de los mejores programas de geometria dinamica.

Aunque su actualizacion permite construcciones dindmicas, su interfaz no es tan
amigable como la de otros programas como GeoGebra o Cabri, sin embargo,
pueden realizarse construcciones con los mismos requerimientos de los programas

antes mencionados.

CaRMetal cuenta con una pagina oficial en donde se puede descargar el programa
y encontrar ejemplos y tutoriales para el manejo basico:
http://db-maths.nuxit.net/CaRMetal/index_es.html.

También se puede iniciar su manipulacion a partir del software original C.A.R.
visitando su pagina oficial en inglés:

http://car.rene-grothmann.de/doc en/index.html.

Requerimientos técnicos para su instalacion y manipulacion:

e Es un software libre de uso gratuito.

e Se puede instalar y correr bajo Windows o Linux

e No requiere registro para descargarse e instalarse.

¢ Requiere Java para funcionar, este programa debe estar previamente instalado
en el equipo antes de descargar e instalar CaRMetal
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CaRMetal es un software en el que se diferencia claramente lo que es un dibujo y
una construccion, en el primer caso es una figura que al manipularse no conserva
sus propiedades, mientras que la construccion, que se realiza a partir de las
propiedades de las figuras, puede sufrir rotaciones o traslaciones sin que pierda
esas propiedades (paralelismo, perpendicularidad, &ngulos) o cambie la figura, para
verificar o validar una construccion se realiza la prueba del arrastre que consiste en
manipular uno de los puntos de la figura y producir una rotacion o traslacién sin que

se altere la forma bésica ni pierda sus propiedades.

Hay que diferenciar entre figura y construccién: la primera se refiere a ingresar la
ecuacion o usar la herramienta de Graficacion y el programa simplemente gréfico,
la construccion se hace paso a paso utilizando unas propiedades y/o elementos que

dan como producto una figura basada en sus propiedades.

En CaRMetal al igual que en otros software de geometria dinAmica, se puede
construir una figura utilizando las herramientas graficas o por comando, aunque en

este caso es un poco mas complicado que en GeoGebra.

2. DESCARGA E INSTALACION

Para instalar se siguen los siguientes pasos:

De la péagina http:/db-maths.nuxit.net/CaRMetal/index_es.html descargar el
instalador de acuerdo con el sistema operativo y luego de descargar ejecutar

setup.exe. y se siguen las instrucciones:

§5) Instalar - CaRMetal - X

Bienvenido al asistente de
instalacion de CaRMetal

Seleccione el Idioma de la Instalacion »

Este programa instalaré CaRMetal 3.8.3 en su sistema,

Se recomienda cerrar todas las demds aplicaciones antes de
continuar,

Selecdone el idioma a utilizar durante la
instaladon:

Haga dic en Siguiente para continuar o en Cancelar para salir
de la instalacion,

Esparfiol W

Cancelar

Cancelar
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Luego se escoge lugar de instalacion que se puede dejar por defecto la que muestra

el programa

55! Instalar - CaRMetal - X

Seleccione la Carpeta de Destino
éDénde debe instalarse CaRMetal?
El programa instalard CaRMetal en la siguiente carpeta.

Para continuar, haga dic en Siguiente. Si desea selecdonar una carpeta diferente,
haga dic en Examinar.

H Files (x36) Examinar...

Se requieren al menos 93,1 MB de espadio libre en el disco.

< Atras

Cancelar

ﬁ Instalar - CaRMetal -

Seleccione la Carpeta del Menii Inicio
éDénde deben colocarse los accesos directos del programa?

Para continuar, haga dlic en Siguiente. Si desea selecdonar una carpeta distinta, haga
clic en Examinar.

El programa de instalacidn creard los accesos directos del programa en la
siguiente carpeta del Mend Inido.

Examinar...

< Alias

Cancelar

Se le da siguiente y pregunta si quiere un acceso directo en el escritorio

ﬁ Instalar - CaRMetal -

las Tareas
£Queé tareas adidonales deben realizarse?

Seleccione las tareas adidonales que desea gue se realicen durante la instaladon de
CaRMetal y haga dic en Siguiente.

Iconos adicionales:

Crear un icono en &l escritorio

Cancelar

Siguiente y muestra las opciones escogidas antes de proceder a la instalacion

ﬁ! Instalar - CaRMetal -

Listo para Instalar

Ahora el programa esta listo para inidar la instaladon de CaRMetal en su
sistema.

Haga dic en Instalar para continuar con el proceso o haga dic en Atras si desea revisar
o cambiar alguna configuracidn.

Carpeta de Destino:
C:\Program Files (x86)\CaRMetal

Carpeta del Menu Inicio:
CaRMetal

Tareas Adicionales:
Iconos adicionales:
Crear un icono en el escritorio

Cancelar
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Se le da Instalar y esto se realiza muy rdpidamente y da la opcion de terminar y
ejecutar CaRMetal.

@ Instalar - CaRMetal -

Completando la instaladén de
CaRMetal

El programa complets la instalacién de CaRMetal en su
sistema. Puede ejecutar la aplicacién hadendo dic sobre el
icono instalada.

Haga dic en Finalizar para salir del programa de instalacisn.

Ejecutar CaRMetal

Finalizar

3. DESCRIPCION DEL ENTORNO

Al ejecutar CaRMetal presenta la siguiente interfaz, en donde se aprecian sus

componentes

CaRMetal
Archivo Edicién Constuccién Mostrar Macros Javascript Ejercidio Red Ayuda [P - |

%(—J Muestra/oculta /

marco izquierdo
Barra de menus

Muestra/oculta

comentarios

Muestra/oculta
AREA DE TRABAJO Marco derecho

Paleta de herramientas
se aplica a objetos a
construir

Figura activa

Otras herramientas

Punto: Haga clic en la pantallal \

Srigwe 1 . O ®

Cuando se empieza a trabajar en el area de trabajo aparece una nueva barra
llamada el “Inspector de Objetos” en donde se muestran las propiedades de los
objetos construidos y se les pueden variar algunos parametros como tamafio,

posicion fija, valor, color, etc.
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Inspector de objetos

Al construir un objeto cualquiera y dar click derecho sobre el se
abre el inspector de objeto que permite cambiar algunas de las
propiedades del objeto, como cambiar nombre, color espesor del
trazo, si muestra valor, etc.

Nuevo objeto

3.1. Barra de menusy barra lateral de herramientas

En CaRMetal podemos utilizar el mismo comando desde la barra de menus o desde
la barra de herramientas, por ejemplo, la barra de menus desplegable archivo tiene
las opciones basicas como guardar, abrir, etc. Estas mismas opciones estan

disponibles en la barra de herramientas a la derecha

1 | Nueva construccion
2 | Abrir Construccion
3 | Guardar construccion
4 | Copiar
5 | Exportar la construccion como formato PNG
6 | Exportar la construccion como formato PNS
¥ _Archivo
LE AR B B
RAIRY

3.2. Edicion general

Para la opcion “Edicién”, en la paleta de herramientas graficas presenta algunos
cambios como las opciones de mostrar cuadricula, que esta en la opcion de

“‘mostrar”, y la de animacion, que solo esta en la paleta de herramientas graficas.
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A A O P> Archivo

¥ Edicion

= = —N. I CNG A

=

&

1 | Minimizar 8 Herramienta borrar

2 | Maximizar 9 Deshacer borrar

3 | Cerrar 10 | Ocultar objeto (no lo borra)

4 | Mover, permite arrastrar, | 11 | Mostrar u ocultar objetos ocultos, permite
también se logra con botén visualizar objetos que se han ocultado en
derecho sostenido una construccion

5 12 | Mostrar  cuadricula, habilita rejilla
Zona de seleccién cartesiana con origen en el centro de la

pantalla

6 | Editar, abre barra de |13 | Animar un punto. Dota de movimiento a
edicién al seleccionar y dar un punto en una construccion
clic sobre un elemento

7 | Borra el ultimo elemento

3.3. Construccién

Los elementos disponibles para construcciones se pueden obtener en la barra de

tareas en “Construcciones” agrupadas en varias

categorias, o, en la barra de

construcciones de la derecha llamada “paleta”

1 | Puntos
e Punto
e Interseccion
e Punto medio
e Simetria axial
e Simetria central

e Traslacion

2 | Rectas

e Recta
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e Semirrecta
e Recta paralela
e Recta perpendicular
e Mediatriz
e Bisectriz
¥ Lonstruccion |
Qo o
1 ( o o
Q
2 (o o £ B 36 Yo
1 o ~ DA AN
[
CIoEoYY YYSE
6 7 8
3 | Segmentos 4 | Angulos
e Segmento e Angulo
e Segmento de longitud fija e Angulo de amplitud fija
e Vector
e Poligono
5 | Circunferencias y Conicas 6 | Texto, escribe texto en el area
e Circunferencia seleccionada

e Circunferencia de radio dado

e Circunferencia trazada  como
compas

e Circuncirculo

e Arco por tres puntos

e Conica por cinco puntos

7 | Férmula, permite colocar una férmula en la | 8 | Insertar imagen, pueden afadirse

ventana de trabajo y escoger una serie de imagenes a la construccibn como
funciones predefinidas en las que se debe objetos a partir de dos o tres puntos.

utilizar la sintaxis definida en ayuda, si se
marca la casilla cursor, es semejante a la
herramienta deslizador de GeoGebra, para

elementos redimensionables

Ejemplo (1): Construir una hipérbola usando la herramienta grafica “Coénica por

cinco puntos”
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&) Aspecto | Numérico | Condicional y

CaRMetal 6 6 6 [hufichio
¥_Edicion
Archivo Edicién Construccién Mostrar Macros Javascript Ejercicio Red Ayuda @ E;B bl 11 A ad (=
o = Exaon @ \LB
IT dos los objet ‘ | 2 Paso3 > Constcobn |
0dos los objetos v | T °o °
. . = . Mostrar marco ° }'(,,0 7 % '{;’
=Pl : (-2,91 ; 0,66) = se muestra la ecuacion itquierdo i %
> Conl : (-0,14216%x*2)+(d de la conica 5 Vb a2 23 Y|
> P2 : (-2,30 ;-1,70) | Ll AR A
>P3 : (-0,01 ;-0,83) o 0
Paso 2 @ ®°®G N O
> P4 : (-0,03 ; 1,36) - e
Construir la conica -
> P5 : (-0,48 ;-0,04) deseada, ubicando los
yAxis : puntos | Pasol ‘¥ Funciones y lugares
xBxis : Click a Cénica ~
w A BTS20
¥ Tesis
{ \ 2072 2% 7% 70 70|
1 Y 3 F=XBEf
¥ _Controles
by 5= [2] ¥ @ (=
» Aspecto de la rejila
»_Historico
» Fondo: color e imagen
» Tamafio
P Precision numérica
54
= Mover: Seleccione un punto (shift: mas puntos, ctrl: muestra la posicidn original)!
S - O @

3.4. Funciones: nos permiten ingresar funciones como funciones o como curva
paramétrica

¥ Funciones y lugares

) A 18 NSO

L B 3 4 5 6

1 | Crea funciones que no estan destinadas a representarse graficamente sino

para ser utilizadas en otras expresiones

2 | Permite representar graficamente funciones de una variable o chequeando
cuadro de funcion paramétrica, ingresar las ecuaciones paramétricas que

definen una curva, la cual es representada graficamente

3 | Permite ingresar funciones en dos variables, por defecto esta igualada la
expresion a 0, mediante esta se ingresan las ecuaciones de las conicas y se
grafican
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4 | Permite activar la traza para un punto, segmento, semirrecta o recta, también

se puede hacer desde el inspector de objetos al seleccionar el cuadro traza

5 | Muy semejante a la anterior se aplica para asignar trazas a varios objetos y

dependen de un punto sobre una recta o circunferencia

6 | Lugar del punto, lugar geométrico de un punto o recta

Ejemplo (2): Uso de la herramienta 2

7] | Aspecto | Numerico | Condicional 7 fx)= kA @ Min sornes :
Max: ¢
Nom. 4 S &
z B mn parameétrica Paso: D) \/\
N _A CaRMetal 066 pamm
v _Edicion
Archivo Edicion Construccion Mostrar Macrostay Ejercicio Red Ayuda Lﬁ.l by 173 X 2 ) m_? ~
- ? » X
o - 1] ) chequear casilla|para & °
q P N\
- — b e
. ) o o o
TE : il -] )(oL /J °°
XAx: = o,
yAxis : 5 51 )ff)}/}(% Jo
Imagen inicial a A
£2 fiachl seleccionar Funcién o i D AJ\
curva paramétrica @ @8@0 O
T 23

» Aspecto y color
¥ Fupeignes y lugares

N\t
& o =o O

} | ﬁ

3 T J)p -

-5 5 P J\/ g)ﬁ - )f,
v Controles
by s B V] 230 (ox
phchepactde nralie. .y

Click en funcion o » _Historico
curva paramétrica > Fondo: coloreimagen
» Tamafio

b Precision numérica

= Borrar: Seleccione un objeto!

FiFigure 1

Luego de chequear la casilla se ingresan las ecuaciones paramétricas, por ejemplo
para graficar una elipse con centro en el origen de coordenadas, se ingresan las
ecuaciones:

x = 4 x cos(t) nota: se ingresa 4* y se selecciona de funciones predefinidas rcos(t)
y = 6 * sen(y) nota: se ingresa 6* y se selecciona de funciones predefinidas rsin(t)
Esto corresponde a la ecuacion paramétrica a*cos(t), en donde a es el semieje

menor en este ejemplo y b*sin(t), siendo b el semieje mayor, es decir una elipse
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vertical, la forma de ingresar las ecuaciones corresponde a la sintaxis de CaRMetal,

deben definirse también min y max, en este caso —pi y pi.

©O)| | Aspecto | Numérico | Condicional W= drcost) e } N | Bornes :
() vo= Frsing A() p ) ] o
™ Funcion parametri < - 2 \/\
CaRMetal 6662 :;ch'!vo
¥ _Edicién
Archivo Edicidn Construccion Mostrar Macros Javascript Ejercicio Red Ayuda @ b D1 ) al (~
= R TS :d @\LEB
: ¥ Construccid
ITodoslos objetos ‘vl;z | " seleccionar . %
ecuaciones ° )‘-(00 /O°° P
predefinidas /f}/ % 70
Z X f
LS DARA
o
@ORONL

T *=2 o4

=

¥Axis : =

= Ecuacion
yAxis : /

£4 : (4%rcos(t),6%rsin(t)) |7

P Aspecto y color

¥ Fupeignes y lugares
«x)!i}itﬁ'\g’;z()
¥ T

L N

¥_Controles

s
oo

| ¥ 2] o
P Aspecto de la rejila
»_Histdrico
» Fondo: color e imagen
» Tamafio
» Precision numérica

By oo B

=] Borrar: Seleccione un objeto!

Driver Booster 3 s [ =) ;

3.5. Test: permite usar funciones booleanas de comparacion entre dos o mas
elementos de construccion, su uso es muy intuitivo y no requiere mayor
explicacion

¥ Tests

? 7 ? ? ? 4
F=XPpLl

Mm@ @G 6

Coteja dos 0 mas puntos y muestra si estan alineados o no

Establece si dos rectas son paralelas o no (se sefialan)

Establece si dos rectas son perpendiculares o no

Establece si un punto equidista de otros dos

gl B~ W N| P

Establece si un punto pertenece o0 no a una recta
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6 Establece si dos puntos coinciden o no

3.6. Controles: permiten crear formulas, menus desplegables y cajas de

chequeo

¥ Controles |

[)*,‘, B [ E 123] [ox
ORONORONORO!

1 Permite editar y mover a los otros cinco controles

2 Permite crear elementos y redimensionarlos muy semejante a la

herramienta deslizador de Geogebra

Crea un menu desplegable

4 Crea una formula que vale uno o cero si la casilla esta chequeada o no

Permite que una expresion valga uno la primera vez y luego el valor inscrito

en la casilla de entrada

6 Cambia el valor de una formula de cero a uno y viceversa

3.7. Aspecto, Historico y fondo: permiten cambiar el estilo del fondo,
cuadricula, grosor de las lineas, etc., ademas permite ver los pasos de

construccion.

144



Cl? Aspecto de Ia rejila | Cambiar color, grosor de
S wwiy w=p s s ==® |ineasy estilo de la

H; I — = 2... ctuadricula
a4 4] 12

¥ _Histérico J
l{ <{ 4 > )) ’l Pasos de construccion
70' ’o |
f' Fondo: color € imagen |

Colores Web v

Cambia color del
fondoy adecua
imagen elegida como
EEE fondo

elegir, borrar imagen

Tamano_gentrar
' 'hite sm m
& S

3.8. Tamafio y precision: permite cambiar el tamafio de los objetos como

puntos, lineas, flechas, fuentes, etc. También permite variar la precision
como se presentaran los datos resultados de férmulas o expresiones

algebraicas. Su uso es muy intuitivo y no requiere mayor explicacion.

|y Tamafio |
Point :i:):: 3
Lineas O':z 1
Flechas CO: 10

Fuentes E’\_):! 12
Seleccion EC:J 8
Mono :C":! 20
Cuadricula EO: 20

i[‘ Precision numérica |

Longitud d;: 2
Formulas li:! B
Angulos EC:) 2
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3.9. Marco izquierdo: abre varias posibilidades, macros predefinidos y
posibilidad de crear macros propias, vista algebraica en donde se
observan las ecuaciones y las coordenadas de puntos, la ayuda

contextual, al activarse y tocar cualquier herramienta presenta la ayuda

offline.
CaRMetal 60662 :;;h';vo
v Edicion
Archivo Edicion Construccion Mostrar Macros Javascript Ejercicio Red Ayuda @ ag'g by 3 % _?) ﬂ-? ﬁ.
H . X i
e = 7] ] 2 & °\l_. i
» _Construccion

»_Aspecto y color

P Funciones y lugares

"~ Poligon b Tests
] Alineaciof Mostra‘r ocgltar el T
marco izquierdo o= T

] Vectores

— e —
] Baricentro: —

TR

reeveee e el
)
o
)
g
123
S
Q.
g
S
&

7 Funciones o i
7 Coordenada} polares Marco izquierdo ¥ _Histérico
-] Operaciones ton complejds F- o l‘ << ‘ ) ’> ’l
7] Para expertos’
ol »o
> Fondo: color e imagen
Macros . amad
Prestablecidas T
Point S— 3
vista algebraica Lineas w——--%
) Flechas d ) — 10
Ayuda cantextual Fuentes Lw— &
Seleccion EQ: 8
Mono === 2

Cuadricula =} =20

¥ _Precision numérica

Longitud ij% 2
Formulas :C: 4
Angulcs i b 2

=
A

Mover: Seleccione un punto (shift: mas puntos, ctrl: muestra la posicion original)!

HFigure 1 (KRS @

2 € m a f o rer ot i A ) EP S23pm.

4. Ejemplos de construcciones dindmicas — conicas

No se construye la circunferencia por ser esta un caso particular de la elipse en
dondea=>b
4.1. Construccion de la Elipse

Como ejemplo se construira a partir de sus ecuaciones cartesiana y
paramétricas, luego se construira con la herramienta grafica y por ultimo
veremos una construccién dinamica a partir de sus propiedades.

4.1.1. A partir de sus ecuaciones
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e Ecuacion cartesiana: para una elipse centrada en el origen de coordenadas

2

. . ., x?
y eje focal el eje x, usaremos la ecuacion =T % =1

1- Mostrar ejes coordenados

2- En funciones y lugares seleccionar "curva definida por f(x,y)=0"

3- En el inspector de objetos que se despliega, en el apartado "Numérico"
en “ecuacioén:” escribir en el recuadro la ecuacion (x"2/25) + (y"2/9) -1
(note que por defecto esta igualada a cero la ecuacion)

4- Modificar color de linea, grosor, insertar texto, etc.

B [ Aspecto | Numérico | Condicional | Ecuacién: (2/25)+(y"2/9)1 =0
Nom..| Elipse ] —

" Precisién: {100 ||
CaRMetal 6 6 O > Achivo
¥ _Edicién
Archivo Edicion Construccion Mostrar Macros Javascript Ejercicio Red Ayuda @ “4 by 3 S -?. ﬂj‘ ﬁ.
i e \LB
¥_Construccion
ELIPSE oo o
e o Xoo°% P
2125 219)-1 = o
PEEIT Y
¢
LS DAA
Cloolelglw)
T =38
¥ Aspecto y color
Points shape & name :

2 9@ + + X A

4

Aspecto de null :

‘¥ _Funciones y lugares
AR NTSZ0
Y Tests

207 2\ % ?
F=XBLl
» Controles

¥ _Aspecto de la rejila

» _Histérico

P Fondo: color e imagen

Mover: Seleccione un punto (shift: mas puntos, ctrl: muestra la posicién original)! »_Tamaiio

n P Precision numérica
#IFigure 1 O® - ol

e
e
?

%

e Ecuacion paramétrica: ver ejemplo (2)

4.1.2. Construccion con la herramienta gréafica

1- Mostrar ejes

2- Seleccionar herramienta Conica en panel de construccion (Cénica por 5
puntos)
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3- Marcar los puntos en: (-5, 0); (0, 3); (5, 0); (0, -3) y el quinto punto se ubica
en cualquier punto de la elipse formada sin que se distorsione, por ejemplo,
en (-2.5, -2.5).

4- Se abre panel izquierdo y se ven en la vista algebraica, la ecuacion resultante
de la cdnica y los puntos construidos, la ecuacion de la elipse se muestra
como ecuacion general y aparecen pequefios valores de x e y debido a que
el quinto punto no esta ubicado exactamente (no es un decimal exacto)

5- Si se requiere precision, lo mas conveniente es realizar la construccion a

partir de la ecuacion.

|| Aspecto | Numérico | Condicional |/

CaRMetal 6 6 6 [tadihio
O ¥ _Edicion
Archivo Edicién Construccion Mostrar Macros Javascript Ejercicio Red Ayuda L.Q.l by 73 X -?'. ﬂ,? ﬁu
@l = |k o~ @\ L B
Todos | biet T = ¥ _Construccion
odos los objetos ad S T ° R
) o o q
xBxis : y=0 i~ 2l )( ° /0 ° 3/2
yAxis : »=0 /f&/B(XJO
¢
P1 : (-5;0) LS DRA
con5 : (0,03472%x"2)+( ° Oh
O
> P2 : (0;3) @ @ @ 0
T a=20-8
P3 : (5:0) — =
P4 : (0;-3) ¥ Aspecto y color

Points shape & name :
4 ¢ @ « + X Ps

Aspecto de null :

P5 : (-2;2,75)

& & o & o
b 4 S 2 (
¥ Funciones y lugares
) AR TZ0
¥ Tests
207 72\ % 79 ?
F=KPp2LYf
» Controles
(0,03472*x"2)+(0,09656"y2)+(-0k(0,00031*y)+(0,00029*xy)=0,86812 ~_Aspecto de la rejle
— e — e
=l H--
> Histérico
» Fondo: color e imagen
= Mover: Seleccione un punto (shift: mas puntos, ctrl: muestra la posicion original)! » Tamafio
. = ) Precision numérica
el - O

4.1.3. Construccion dinamica

Paso a paso.
1- Mostrar ejes coordenados, sea O el origen de coordenadas
2- Sean Ay B puntos sobre el eje X positivo, talque O —A-B
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3- Trazar la circunferencia Co, con centro en O y radio OA

4- Trazar la circunferencia C1 concentro O y radio OB

5- Sea C un punto sobre la circunferencia Co

6- Trazar la semirrecta OC

7- Sea D la interseccion entre la semirrecta OC y la circunferencia C1

8- Trazar la recta h perpendicular al eje Y que pasa por C

9- Trazar la recta v perpendicular al eje X que pasa por D

10-Sea E la interseccion de las rectas hy v

11- Clic derecho sobre E y en la paleta del inspector de objetos, marcar la casilla
“Activar la traza” al lado derecho de la barra aspecto

12-Activar herramienta “Animar un punto” y sefalar el punto C

13-El lugar geométrico generado por E cuando se mueve C sobre la
circunferencia Co es la elipse

14-Si se mueven los puntos A y B se modifican los semiejes de la elipse

3] | Aspecto | Numérico | Condicional 7 R | 000 — = P al|e + Capa:
’JNom ] : ©00 O, —_— & 2o g P s Unidades: [ |
e B (] Activar la traza

CaRMetal 6 6 6 |kafive
e ¥ _Edicion
Archivo Edicion Construccion Mostrar Macros Javascript Ejercicio Red Ayuda LQJ l;l;n by 171 £ = ﬂ,? ~

@ \L B

S ¥ _Construccién
B /,,/*-“S‘f Ak—\\'\\\, //// o }( ooo °/0 ooo cg/%
re . PR DT Ex
/ \-\ LS DBA
/ oc /1N ClokolelaYs!
/ \ T -=22—é

/ s == 7 \ w_Aspecto y color
Points shape & name :

=S8+ xP1

Aspecto de null :

N
TT—ee—

e - //' ¥ _Funciones y lugares

\ = ia 1

\ / AR 0

\\ / Y Tests ) — :
\ / LSNP L

\ / » Controles

¥ Aspecto de la rejila
\ . / PE! 2L
e e — i —

1

! 12 B
»_Histérico

» Fondo: color e imagen
Animacion: animar qué punto? » Tamafio

5 » Precision numérica
#« Figura 2 m

g
5

149



Construcciones para la animacién

6 [ Aspecto | Numérico | Condicional | R | o o o —_— @ . P s I + Capa: | |
I 1 = L6 | a — o® o Unidades: | |
Nom..[ € || <Alias= | = | @00 * P % R () Activar |a traza
CaRMetal 6 6 6 |ruficivo
¥ _Edicion

Archive Edicién Construccién Mostrar Macros Javascript Ejercicio Red Ayuda @ e 3 A ﬂ,? (*
1 // =7 o\ -I-' E

¥ Construccién

o — 0o °
B 0 ||/ ° Ko%K o

o N PEE DT
/ ) \’\ L7 DAA
4 BOROHO

/ T =35
¥ _Aspecto y color

Points shape & name :

l'.'+KP1‘

Aspecto de null :

@

'Y Funciones y lugares
) ¥ 18 ~g=X O
Y Tests

F=X P2

/ ¢ » Controles
// ¥ _Aspecto de la rejila
5

S o — et —

il ==
P Histérico

» Fondo: color € imagen
Animacion: animar qué punto? » Tamafio

A P Precision numérica
Bron: - O

Elipse generada a partir de sus propiedades, las circunferencias Co y C1 nos dan
los semiejes a y b y dependiendo de cudl es el mayor la elipse es horizontal o
vertical, en la construccion se pueden mover los puntos A y B variando los radios
de las circunferencias

4.2. Construccion de la Parabola

4.2.1. A partir de sus ecuaciones

421.1. Ecuacion cartesiana

Como ejemplo se construye a partir de la ecuacion: y = x2 + 3x + 2
1
2

Mostrar ejes coordenados

Seleccionar herramienta “curva definida por f(x,y)”

w
1

Escribir ecuacion: y — x*2 — 3 * x — 2, en el recuadro “ecuacion:”, recordar que

por defecto la ecuacion esta igualada a cero

™

En el inspector de objetos cambiar grosor de linea, color etc.
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© cto | Numérico | Condicional| " Ecuacién: ly-xr2-3*x-2 |=0
S
NEIGE] ‘biipamboiau ‘: Precision:
CaRMetal 6 6 6 l=buin
¥ _Edicion

Archivo Edicion Construccion Mostrar Macros Javascript Ejercicio Red Ayuda @ by 073 N =) ﬂ_? ~
! I I ! @ o\L‘

¥ _Construccién
° }( °o° °/0 °o° {:-,
AL XKL
LS OARA

o
A ORONO
T i
¥ Aspecto y color

Points shape & name :

a ¢ 9 « + X P1‘
Aspecto de null :

t (XN e

y-x"2-3*% -2

| Y
o

P P@ &~
¥ _Funciones y lugares
w AR~ 0
¥ Tests
20207 724 % 79 ?
1 =%H2EY
» Controles
S5 T T T ¥ _Aspecto de la rejila
— e — e
e =
-8 »_Historico
| | & | | | | »_Fondo: color & imagen
Mover: Seleccione un punto (shift: mas puntos, ctrl: muestra la posicién original)! |»_Tamafio

ne e »_Precision numérica
.~ Elipse dinamica X | FFigura 1 x| E- @

4.2.1.2. Ecuacién paramétrica: haciendo x=t se obtienen la ecuacion:

y=t>+3*xt+2y x=t,

1- Mostrar ejes coordenados

2- Seleccionar herramienta “trazar una funcion o una curva paramétrica” y
chequear el cuadro “curva paramétrica”, aclarando que las ecuaciones
paramétricas no son Unicas, se pueden sacar a partir de la igualdad x=t o a partir
de la pendiente.

3- Ingresar las ecuaciones para x e y dadas
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|| Aspecto | Numérico | Condicional /Xﬂ)= k Min ‘Apii Bornes :
T M= 12 +3% + Max: [pi e
Hom.J| £ L yr(-} Funté%ﬁzzr;%ﬁétrica y o Paso: P ] P \/\
CaRMetal 6 6 6 |hsiisiin
¥ _Edicion
Archivo Edicion Construccion Mostrar Macros Javascript Ejercicio Red Ayuda LQJ CI;B % £ N -?. ﬂ,? ﬁ-
a1 @ °\ L =

¥ _Construccitn

- Elipse dinamica X | i~ Figura1 x| <Figura 2 X 0 ®

o £ LXK
L DARLA
OJooleYalw
I T .:gcé
¥ _Aspecto y color
Points shape & name :
a ¢ 9 « + X y
Aspecto de null :

b Funcmnes y Iugares

) ¥ 18N

o
Y Tests

S =X 2f
¥ _Aspecto de la rejilla

— e —

e =

P Histdrico

» Fondo: color e imagen
Mover: Seleccione un punto (shift: mas puntos, ctrl: muestra la posicion original)! » Tamaiio

b _Precision numérica

(=)
Wt
I

=0

3+

4.2.2. Construccion dinamica de la pardbola

1-
2-

Mostrar ejes coordenados

Trazar recta y= -2, con herramienta “trazar una funcion”: f(x) = -2, le
asignamos como nombre Directriz

Trazar punto en (0, 2) que seré el foco, renombrar F

Sea A la interseccion entre la directriz y el eje y

Con herramienta “Férmula”, chequeamos cajén “Cursor” y le asignamos

valores entre 0 y 10. Le asignamos nombre “a

[{pei)

Trazar circunferencia de radio fijo y le asignamos el valor de “a” al radio
Trazamos la recta m con herramienta “trazar una funcion...” y le asignamos
el valor f(x) =-2 + a

Sean B y C las intersecciones de la recta y = -2 + a con la circunferencia y
les activamos las trazas a ambos puntos.

Se construye h recta perpendicular al eje x que pase por el punto C

152



10-Sea D el punto de interseccion de la recta perpendicular h con la directriz

11-Se construyen los segmentos CD y FC

12-Se anima el punto “a@”, el lugar geométrico formado por los puntos B y C al

variar el radio de la circunferencia es la parabola.

13-Se ocultan elementos no necesarios: recta perpendicular, circunferencia, etc.

Con herramienta “ocultar”

14-La construccion se puede realizar de modo idéntico para una parabola

horizontal.

15-La propiedad que se aprovecha para la construccion es la de igual distancia

de un punto de la pardbola al foco y a la directriz, en la construccion CD = FC

9] | Aspecto | Numérico | Condicional 4 \7 7 o o (o) . P — N
= 5> | o, —_ @ g3 & e
Nomoi| N | [Nr— Q00 P e

CaRMetal 6066

Capa
Unidades: |
[) Activar la traza
»_Archivo
¥ _Edicion

b 11y A alf

Archivo Edicion Construccion Mostrar Macros Javascript Ejercicio Red Ayuda @

e Valor= 4
o T

@ \L B

¥ Construccién

¥ _Aspecto y color

[=)
o
P I
o

Mover: Seleccione un punto (shift: mas puntos, ctrl: muestra la posicidn original)!

- O

Construccion

Points shape & name :
a ¢ 9 ¢« + X P3
Aspecto de null :

(@

¥ _Funciones y lugares
AR~ 0
¥ Tests

PTRBET

¥ _Controles

by oo B @ B (=

P Aspecto de la rejila
> _Historico

» Fondo: color € imagen

» Tamaiio
» _Precision numérica
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® o _ - - Capa [ |
D‘ — @ %% A e Unidades: | |

Q0 P =Ny =3 [*) Activar la traza
CaRMetal 666 ¢ Archwo

Archivo Edicion Construccién Mostrar Macros Javascript Ejercicio Red Ayuda .’ EEB L] \(' ?\ ﬂ,? ﬁu

,H

| O Aspecto [ Numérico | Condicional |~
Nom..[ B1 || <mias | —S

o
o

¥ Aspecto y color
Points shape & name :
o SN « + X P3‘

Aspecto de null :

-10 5 5 10

Dirveetr| > PP k'J‘.A 7
hd * | Funciones y lugares |
o {A 18N~ )
f'_mm—
b4 Controles
5 ! ! ! ! | ! ! — b s | LI ] (=
» Aspectndelare;ih
P Histérico
» Fondo: color e imagen
© > Tamaio |
> Precision numérica |

Mover: Seleccione un punto (shift: mas puntos, ctrl: muestra la posicidn original)!

o - O ®

4.3. Construccion Hipérbola
4.3.1. A partir de sus ecuaciones

4.3.1.1. Ecuacioén cartesiana

2 2
Como ejemplo se construye a partir de la ecuacion: ’16—6 - y? =1

1- Mostrar ejes coordenados

2- Seleccionar herramienta “curva definida por f(x,y)” en el recuadro para
ecuacion ingresar: (x"2/16) — (y"2/9) -1. Recordar que por defecto la ecuacion
esta igualada a cero.

3- En el inspector de objetos cambiar color, grosor de linea, etc.

4- Mostrar marco izquierdo para ver ecuacion
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o — P Capa: 1) |
O — &
@ waua

Unidades: | |
() Activar la traza

CaRMetal 006 * Archivo
¥ _Edicion

Archivo Edicion Construccion Mostrar Macros Javascript Ejercicio Red Ayuda @ by 1 2 _?‘ ﬂ.? “L
@ \LE

S = ke G X
[Todos los objetos ‘vl 2 hd Constmcciégo -
xhxis : y=0 °}'(°° /Oo"-‘gﬁ
yaxis : »=0 pﬂf’o//j(%J‘
Hiperbola : (x"2/16)-(y"2/9 ik f AN D)QO/}
Glotolelals
T 3%
¥ Aspecto y color
Points shape & name :
5 N + X
Aspecto de null :

s : °oeo

Aspecto | Numérico | Condicional 4 \;/7‘ o .
o0

[Le/
’JNomm [ Hiperbola |[ <xias- | ‘L\

&e
~N
o>

»

P

¥ Funciones y lugares
) % 1% ° E.?’ (¢}
Y Tests

207 72\ 7% 70 7
l PP f
¥ _Controles.
by s B ¥ @ (o
» Aspecto de la rejila
» _Histérico
» Fondo: color & imagen
» Tamafio
» _Precision numérica

= Mover: Seleccione un punto (shift: mas puntos, ctrl: muestra la posicién original)!

I~ Figure 1 X :»iflgulrm X A 5 @
4.3.1.2. Ecuacién paramétrica

1- Mostrar ejes coordenados

2- Seleccionar herramienta “trazar una funcién o curva paramétrica”, chequear
casilla “funcién paramétrica”

3- Ingresar las ecuaciones: x =a *xsec(t) Yy y = bx*tan(t). En el ejemplo
anterior a =4y b=3, como no esté definida la funcién sec t en las funciones
predefinidas usamos la reciproca del coseno (1/cos(t)) del siguiente modo:
x=4%(1/cost)yy=3x*tant
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2] | Aspecto | Numérico | Condicional 7 x(t= l4*(1ircos(t) Min: |Lpi | Bornes :
o ¥it)=  [3*rtangt) i Max: |pi | hd
e I |, ™ Funcion paramétrica Paso: ) \/\
CaRMetal 6 6 6 [uAsivo
= ¥_Edicién
Archivo Edicion Construccion Mostrar Macros Javascript Ejercicic Red Ayuda LQ.' @ by 1 % _P. ﬂ_? ﬁ.
5 / @\LB
¥ Construccion
) o
o }(oo 7z o° {/og
9,
x(t) = 4*(1/rcos(t)) Pl "%
¢
Ll ”AARA
= 2% =
At clotolel¥s
T =i

¥ _Aspecto y color
Points shape & name :
a ¢ @ ¢« + X

Aspecto de null :

m_

¥ _Funciones y lugares
AR 0
v _Tesis

207 _7\ % 79 ?
F=X R,
¥_ Controles.

by =0 [F] ¥ 23 (ox
P Aspecto de la rejila
»_Historico

» Fondo: color e imagen
5T » Tamaiio

»_Precision numérica

Mover: Seleccione un punto (shift: mas puntos, ctrl: muestra la posicion original)!

4.3.2. Construccion dinamica de la hipérbola

1- Mostrar ejes coordenados

2- Sean los puntos F1 y F2 simétricos respecto al origen de coordenadas (se
puede trazar con un centro arbitrario) que seran los Focos de la hipérbola

3- Trazamos segmento FiF2

4- Sea C el centro o punto medio del segmento FiF2

5- Sea Aunpuntoentre Cy F2

6- Construimos circunferencia Ci con centro en Fz y radio AF2

7- Sea B un punto sobre la circunferencia (en el segundo cuadrante)

8- Trazar recta BF2

9- Trazar segmento de recta BF1

10-Trazar mediatriz del segmento BF1

11-Sea P intercepcion de la recta BF2 con mediatriz del segmento BF1

12-Activar la traza del punto P

13-Animar el punto B
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14-El lugar geométrico generado por el punto P, cuando el punto B se mueve
sobre la circunferencia Ci es la hipérbola

15-Ocultar las construcciones auxiliares: circunferencia, rectas, segmentos, etc.

9| Aspecto | Numérico | Condicional |/ [ <R~ Q00
o[ J[ e 0= @ 0%
CaRMetal 0686
_ R | P = | bl i QA af (@
@\L B

m

° )<o° °/°°o°$
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T =238
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Mover: Seleccione un punto (shift: mas puntos, ctrl: muestra la posicién original)!
S

X | Figura2 x| FFigura 3 x|
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5. Enlaces de interés
http://db-maths.nuxit.net/CaRMetal/index es.html.

http://car.rene-grothmann.de/doc en/index.html.
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1. INTRODUCCION

El programa GeoGebra es un software de uso libre que sirve para la ensefianza de
la geometria de una manera dinamica siendo ademas un instrumento para resolver
problemas de matematicas, calculo, algebra lineal, ecuaciones diferenciales,

estadistica entre otras.

GeoGebra surge en el afio 2001 en la Universidad de Salzburgo (Austria) como una
propuesta de tesis realizada por el austriaco Markus Hohenwarter, cuyo propadsito
era construir una calculadora que permitiera trabajar el algebra y la geometria y
ademas que fuese de uso libre. En la actualidad el software se continla
desarrollando en la Universidad Boca Raton, Florida Atlantic University (USA).

GeoGebra permite combinar varios tipos de vistas dandole al usuario un gran control
de los procesos de construccion geométricos, admite trabajar en vista de 2D y 3D
al tiempo y cuenta con un protocolo de construccion que registra los pasos seguidos

en la construccion.

2. DESCARGA E INSTALACION

Para realizar la descarga del software GeoGebra se ingresa a su pagina oficial

https://www.geogebra.org luego se da clic en Descargar y se elige la opcion mas

adecuada para el usuario y se siguen las instrucciones:
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https://www.geogebra.org/

s wewgesgebiacey

GeaGebra +

GEOGEBRA

{LA CALCULADORA GRAFICA PARA GEOMETRIA, ALGEBRA,
CALCULO, ESTADISTICA Y 3D!

z

A DADA

£ GeoGebra Installer

Welcome to the GeoGebra 5 Setup Wizard

Before beginning the installation of GeoGebra 5, please choose 2 language:

Presione Siguiente para continuar.

GeaGebra

GeoGebra 5.0.300.0 (December 07 2016)

Siguiente >

Cancelar

Se le da clic en siguiente y se continla el proceso.

£ GeoGebra Installer

Acuerdo de licencia

Por favor revise los términos de la licencia antes de instalar GeoGebra 5.

Presione Avanzar Pagina para ver el resto del scurda.

[E=BECl =

eoGebra - Dynamic Mathematics for Everyone
Intto: / fwww.qeogebra.oral
LICENSE
You are free to copy, distribute and transmit GeoGebra free of charge
for non-commercial purposes (see conditions and detals below).
PROJECT DIRECTOR
= Markus Hohenwarter (Austria & USA 20017
LEAD DEVELGPER
= Michael Borcherds (UK 2007
DEVELOPERS
* Gabor Ancsin (Hungary 2008+
* Balazs Bencze (Romania 2012-)
* Mathieu Blossier (France 2008-)
* Arnaud Delobelle (UK 2011-)
* Calixte Denizet (France 2010-)
* Judit Elias (Hungary 2008-)
* Arpad Fekete (Hungary 20109
* Laszlo Gal (Hungary 2013-)
e

5i acepta todos los términos del acuerdo, seleccione Acepto para continuar, Debe aceptar el
acuerdo para instalar GeoGebra 5.

GeaGebra

GeoGebra 5.0.300.0 (December 07 2016)

Acepto

Cancelar

£ GeoGebra Installer o & )
Setup Type
Choose the setup type that best suits your needs.

Please select a setup type.

+ standard
:%.ﬁ All the main features will be installed. Recommended for the majority of the users,

" Custom

L

Choase which programm features you want nstalled and where they wil be
installed. Recommended for advanced users.

GeaGebra

GeoGebra 5.0.300.0 (December 07 2016)

< Atrés Instalar

Cancelar

Se da clic en Instalar y el procedimiento es bastante rapido.

3. DESCRIPCION DEL ENTORNO

Al ejecutar el programa GeoGebra, este presenta la siguiente interfaz que por

defecto muestra las siguientes componentes:
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Barra de menns

-
F —
Archiwd Edfta Vista Opdiondd Memamientid Venlaha Amudd A Sedidn |
Y P ] i Fom e Xl Sel|l gaz - |
Q L] a0 Bl e e s —- ol

- . i
Barra de Herramientas
B

& APl aonnG 5. Engehra I

Ventana o Vista Vi (_n " . ::'5“‘"“““5““ |
. 1sta Grrplica o :

Algebraica ) " : #  Goomebia Y

Zona de Trabajo &  Grcasr 0 I

Hoja de Calcule
o ProDatigad

evasx [ ipea de Comandos o Ventana de Entrada

A

Una caracteristica importante con la cual cuenta Geogebra es que permite una
conexion de las vistas grafica y algebraica, lo cual permite comprobar la
coincidencia de la gréafica con la ecuacion o funcién a graficar.

3.1. Barrade Menus y de Herramientas

En la siguiente tabla se ilustran los diferentes menus que brinda el programa y una
breve explicacién de ellos:

: El manejo de las opciones del mend Archivo es muy
B Anr. - | | INtuitivo, su nombre indica la accion a ejecutar por parte
: 2 - _._" | del usuario.

- E,ﬁm _ | Las opciones de este menu indican desde abrir una
|& e ~ra | |Nueva ventana hasta cerrar el proyecto de trabajo
actual.
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[Ea] vista opetenee vemamientss vemana 4w | | @S opciones que brinda el menu Edita son de uso

Deshace Cirl+Z
Renace e ' | basico y no requieren mayor explicacion, basta elegir la
! Copiar CHr+C
Poga oy opcion deseada y realizar la accion que se indica.
Vista Grafica al Portapapeles Cirl+Mayds+C
Inserta imagen desde. 4
Propiedades ... Ctri+E
Seleccionar todo Cirl+A
] ovcones veramenaz venera e | EI menU Vista permite seleccionar las diversas
bocaesmacocs  aewesw | gpciones se enlistan en la figura y que al ser
@ Vista Grafica 2 Cirl+Mayis+2 i i
& umeaeo - oewsies | ggleccionadas, aparecen en la zona de trabajo del
% ;Z:z?; entrada programa.
= Actualiza las Vistas (limpia rastros) Ctri+F
(Opciones| Herramisrtas Ventana Aucs | El menG Opciones no requiere mayor explicacion,
Redondeo L3
o — ,\ | pues es, desde las opciones que brinda.
[Al Tamafio de letra 4
E Idioma 3
¢ Avanzado ...

@ Guardar la configuracidn
Restablece la configuracidn predeterminada

Herramientas | Ventana Ayuda El mend Herramientas brinda la opcion de modificar
Confeccion de barra personal .. o personalizar la barra de herramientas que el

® C h ienta .
o Crearuna nueva herramienta programa trae preestablecida.

[&] Gestién de herramientas ..

[ventana| syuada El mend Ventana permite abrir un nuevo proyecto de

| [ mMuewawventana Ctri+M | .

T trabajo.

[%T] — El mend Ayuda permite acceder a todo el material de
" oo secescesa | apoyo para el manejo del programa.

Informe de Fallos

i Referencias / Licencia

Al seleccionar una herramienta en GeoGebra, ésta se torna con un contorno azul,
lo que indica que se encuentra activa. A continuacioén, se describe el conjunto de

herramientas de GeoGebra, las cuales se clasifican por grupos:
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Grupo Elige y Mueve:

r-% - [ P -

>~ a Grafice

% Elige vy Mueve —'1_}“ Lol
‘[% Gira en tormo a un punto =TT (g’]‘
S ——
g Figura a mano alzada =——t— C:}/'

<

e - @

Elige y mueve objetos

Permite girar objetos

Dibujar figuras a mano alzada

®® e

Herramienta similar a la herramienta

®

Grupo Punto:

o - T -
[~ ===

- a G
# Punto —(l:“:.
— .
._7‘_’}}_‘,\ Punto en objeto '.__g/'
J. Limitaslibera punto —(@
-
>{ INnterseccian —'__\'_4-_’.'

-

™ Medio o Centro _@u
-z MOGMmers complejo m .@.
' P—
lrr"\v.-' Extremos —————— {7
f—\}i Raices —@

Permite dibujar puntos en vista grafica

Se usa para dibujar puntos en una figura

Permite fijar/liberar puntos

Permite hallar intersecciéon entre curvas

Se usa para hallar puntos medios

Permite ubicar nUmeros complejos

Ubica extremos relativos de una curva

CICICICICICICIC,

Permite obtener raices o ceros de un

polinomio.

Grupo Recta:

- f o —- -
==l <EL
I pp— D

- Segmento "/‘2)
-— Segmento de longitud dada —@'
o Semirrecta fg)
- )

o= Poligonal 'O
- | wWector @l
-//5’ Equipolente —@I

Permite trazar una recta dados dos puntos

Para dibujar segmento dados sus extremos

Para dibujar segmento dada su longitud

Se usa para dibujar semirrecta

Para dibujar una poligonal cerrada

Permite dibujar vectores

CSICICICICICIC,

Permite duplicar vectores idénticos.

Grupo Perpendicular:
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||| =] &=l == ==/|| =| ()| Se usa para trazar perpendicular
Z: R % (2)| Para trazar paralela por un punto a recta
f;_— o é;, (3)| Para trazar mediatriz a recta o a segmento
:—@ :”:f::an‘lg: ()| Se usa para trazar bisectriz a un angulo
277 st e 7> (5)| Sirve para trazar tangentes a circunferencia
=] [ammer Seomanss = (6)| Para trazar una polar a una cénica
(7)| Ajusta una recta a un conjunto de puntos
Se usa para trazar un lugar geométrico.
Grupo Poligono:
[ P—| | —owmone= 1> | ()] Permite dibujar poligonos
E:: o — +% ()| Se usa para dibujar poligonos regulares
Fo-| rotisonc vectoriar —=a> | (3)| Se usa para dibujar poligonos rigidos
O

Para dibujar poligonos con vectores.

Grupo Circunferencia (Centro, Punto):

- - - a=2
‘ 'Q/'__,‘ he /) é. -\\ :
o
(=) Circunferencia (centro, punto}-@
(e circunf i t di
L= ircunferencia {(centro, radio)
i
L= Compas (3
- = \-..3/P
= —
T o )
e Circunferencia por tres puntos —4\1/
¢ ™| semic = ) ey
& emicircunferencia 2>/
.‘\J Arco de circunferencia ||@l|
< 9 Arco Tres Puntos '/_‘h\'
-’ . L_Z/"
P
Q Sector circular (\8}!
] — o ——
) Sector Tres Puntos {O)
-’ L

Se usa para dibujar circunferencias

dado su centro

Se utiliza para dibujar circunferencias

dados centro y radio

Su uso es intuitivo

Sirve para trazar semicircunferencias

Para dibujar arcos, dados dos puntos

Se usa para trazar arcos, dados

centro y dos puntos del arco

Q @O & O

Su manejo es basico
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Su manejo es intuitivo

©)

Su manejo es basico.

Grupo Elipse: (Grupo de las Secciones Conicas)

- =
=7 | Angulo dada su amplitud —@ -

?" Distancia o Longitud _@|
=
crncﬂ Area q:'
~
/A/ Pendiente —@;‘
£1.2) Lista @
a;b Relacidan O;"

L= Inspeccién de funl:iones—@

| =B ESE
"D Elipse €Y (O | Permite trazar una elipse, dados sus
S5 Hipérbola @ focos y un punto de la curva
S | Parbols €y (@) | Sirve para trazar hipérbolas
5| conica por cinco puntos 4(1) (3 | Para dibujar parabolas dados foco y
directriz
(@) | No requiere explicacion.
Grupo Angulo:
[0 2[===l]] -z~ Permite trazar angulos en sentido
<" Anaue €D

horario: punto-veértice-punto

No requiere explicacion

Determina distancia entre dos puntos

Calcula el area de figuras planas

Determina pendiente de rectas

Permite seleccionar una lista

Se usa para comparar objetos

®©QOEE®E ©

Se usa para analizar funciones.

Grupo Simetria Axial:

a===

| - | -'-|

- . - -
x Simetria Axial @
_0- Sirmetria Central —'@

N e

- _ Inversian

- . ﬁ
45 e Rotacion ————————j 4. |
-/:;’ Traslacian

- Homotecia

—
®

-

Permite crear simetrias de puntos o

figuras respecto a un eje

Se usa para simetrias centrales

Invierte objeto respecto a una

circunferencia

®» ® 6

Se usa para rotar un objeto con

respecto a un punto
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(5) | Permite trasladar un objeto con

respecto a un vector dado

®

Para reducir o ampliar objetos.

Grupo Deslizador:

=)

®

Crea deslizador, que es una

a=2| Deshzagor I herramienta dimensionable para

- BT

ABC Texo @ variar longitudes, grados, etc.

<] imasen —— 37 Se usa para insertar texto

Seten (@ Permite insertar imagen

wib_d Casilla de control —1?' . - -
— Permite habilitar/deshabilitar

a=1 Casilla de Entrada—@ X

— acciones

Permite  exponer/ocultar objetos

segun su valor de verdad

© ® &

Se usa para cambiar la definicion de

objetos de forma interactiva.

Grupo Desplaza Vista Grafica:

=] (D | Las herramientas presentes en este
4%-— Desplaza Vista Grafica — @ .
= =5 @ |grupo  no  requieren  mayor
| saesar 3D () | explicacion, su manejo es basico e
- Mostrarmfocultar objeto _{? . .

= @ Intuitivo.

N Mostrarfocultar etigueta _-1\§_,}
ok Copiar estilo visual @' @
- Borra @ @

4. CONSTRUCCION DE LAS SECCIONES CONICAS CON GEOGEBRA

El software GeoGebra permite la construccion de las secciones conicas de tres

formas diferentes:

e A partir de sus ecuaciones cartesianas, parameétricas y polares utilizando la

barra de entrada de comandos.
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¢ Mediante las herramientas graficas.
e Mediante la construccién dindmica a partir de sus propiedades.
4.1. Construccion de la parébola:

4.1.1. Construccion a partir de sus ecuaciones cartesianas

Como ejemplo, se toma la pardbola y = x? + 3x + 2, los pasos son:
1. En la ventana de entrada de comandos digitar y = x"2 + 3x + 2 y la gréfica
se traza de inmediato.
2. Alsenfalar la graficay hacer clic derecho, se pueden cambiar sus propiedades

como color, estilo, grosor, etc. La siguiente es la grafica:

¢ GeoGebra =@ %

Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda Abrir sesion.

» Vista Algebraica ) | » vista Grafica [
Cénica
® ciy=xie3xe2 s
Texto

@ textol = "y =x43x

y=a’+3z+2

Entrada

4.1.2. Construccidn a partir de sus ecuaciones paramétricas

Al hacer x = t, la ecuacion de la parabola se transforma en y = t? + 3t + 2. El

proceso es:

1. En la casilla Entrada se digitan las expresiones f(x) = xy g(x) = x*> + 3x +
2 y luego se desmarcan o desactivan desde la ventana algebraica.

2. En la casilla de Entrada se digita Curva[f(t), g(t),t,—10,10]. Los dos
altimos valores de la expresion son aquellos entre los cuales se grafica la

curva. La gréfica se muestra a continuacion:
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"¢ GeoGebra [ESHE="")

Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn.

3| B%)) = ol [+) PN 1 69 =

1y
» Vista Algebraica B4 [ » vista Grafica
Curva paramétrica a

<)

x=t
y=ti 434
Cénica s
Cly=x"+3x+2
Funcidn
F(x) = x 4

g(x) = x2+3x+ y=a?4+3x+2

L@ a:

Entrada:| Curva[ <Expresion>, <Expresion>, <Parametro>, <valor inicial, <Valor final> | i O

4.1.3. Construccion dindmica de la paréabola

Los pasos son los siguientes:

A W Db P

o

8.
9.

Se digita y = —2 en la ventana Entrada; esta recta se nombra como directriz.
Se digita el punto F = (0, 2), este es el foco.

Se halla la interseccion del eje y con la directriz y se renombra como A.

Se genera un deslizador a, cuyos valores minimo y maximo sean 0 y 10,
respectivamente y su incremento sea 0. 2.

Se construye una circunferencia con centro en F y radio a.
Setrazalarectay = —2 +a.

Se obtienen los puntos de interseccion By C entre larectay =—-2+ayla
circunferencia; a estos puntos se les activa rastro, desde propiedades.

Se traza una recta perpendicular al eje x, la cual pasa por el punto C.

Se marca el punto de interseccién D, entre la recta perpendicular al eje x y
la directriz.

10. Se trazan los segmentos CD y FC .
11. Se activa la animacion al deslizador a. se desmarcan u ocultan los elementos

auxiliares, dejando activos solo los puntos F,B,C y la directriz. El rastro
dejado por los puntos B y C constituye la parabola, la cual se define como el
conjunto de puntos del plano que equidistan del foco y la directriz.
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(7 GeoGebra
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

» Vista A\gebra\ca > Vista Grafica
Conica a=32
® c:xt+(y-22=1024 L
Namero
® a=32
Punto

~® A=(0,-2)
® B=(-31,12)

~® C=(31,12)
® D=(31,2)
® F=(0,2)
Recta

@ Directrizzy=-2
® fiy=12
® g:x=31

LanRg
Abrir sesidn...

2

®

Segmento
.-® h=3.2
® =32

Directriz

al i v

Entrada:

La construccion es la siguiente:

{J GeoGebra
Archivo Edita Vista Opcmnes Herramientas Ventana Ayuda

4 Vlsta Algebralca 4 Vlsta Grafca
Cénica a= 41.
c:x2+(y-2)2=17.64 . -
Namero I’y
@ a=42 %
Punto *
e A=(0,-2) ®
® B=(4222) )
@ C=(4.222) s
® D=(42,-2) .
® F=(0,2)
Recta
@ Directriz:y=-2
fiy=22
g:x=42
Segmento
h=42
i=4.2

e ]
Abrir sesion...

=

&

Directriz

< i >

Entrada

4.2. Construccion de la Elipse

En este apartado se muestra de qué manera se grafica la elipse y no se va a graficar

la circunferencia, pues esta es un caso particular de la elipse, en cuyo caso los ejes

mayor y menor son iguales, es decir,a = b

4.2.1. Construccion a partir de sus ecuaciones cartesianas
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Se parte de la elipse cuyo eje focal es el eje x, centro €(0,0) y ecuacidén canonica

2 2
;‘—5 + % = 1. Los pasos son los siguientes:

1. Se nombra el origen 0 de coordenadas.
2. Se digita en ventana Entrada la expresion (x*2/25) + (y*2/9) =1.
3. Luego de construida la figura, puede sefalarse con el cursor y modificarle

propiedades como color, grosor de linea, etc., con clic derecho.

La siguiente es la gréfica, luego de modificarle algunas propiedades:

2 Geoliebra (2) (TS

Archivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda ABHir sesion.

B

|

o)<

» Vista Grafica

=

. ™ a=2
e
L |

(]

® 0=(0,0

Enfrada:

4.2.2. Construccion a partir de sus ecuaciones paramétricas

Dado que la elipse tiene centro €(0,0), las ecuaciones paramétricas para x ey

X = acost

y = bsent teR

estan dadas por las expresiones {

Para el presente ejemplo, se tiene x = 5cost, y = 3sent
1. En ventana de Entrada se digitan f(x) =5=*cos(x) y g(x) =3 xsen (x) y
luego se desmarcan u ocultan.
2. Se traza la curva paramétrica, la cual se obtiene al digitar en ventana de
Entrada la sintaxis Curva| f(t), g(t),t,—6,6]. Los valores —6 y 6 pueden
variar dependiendo del intervalo que se desee.

3. Se pueden realizar cambios en la curva como color, grosor, estilo, etc.

171



La curva obtenida siguiendo los pasos anteriores se muestra a continuacion:

{3 GeoGebra (2]

Curva paramétrica shy
X =5 cos(t)
H —€
@A 3en(y }
Funcién
£(x) = 5 cos(x)
£(x) = 3 sen(x)
Punto
L@ 0=(0,0)

Entrada:

4.2.3. Construccion dindmica de la elipse

Se procede de la siguiente manera:
1. Se nombra el origen O de coordenadas y se ubican los puntos A, B del mismo
lado de O sobre el eje x tal que 0 — A — B.
Se traza la circunferencia €, con centro en 0 y radio OA.
Se traza la circunferencia €4 con centro en O y radio OB.

Se ubica el punto € sobre la circunferencia Cy.

a M DN

Se halla el punto de interseccién D entre la semirrecta OC y la circunferencia
Cy

o

Se traza la recta h perpendicular al eje y por el punto C

7. Se trazala recta t perpendicular al eje x por el punto D

8. Se obtiene el punto E de interseccion entre las rectas hy t; a este punto se
le activa el rastro.

9. Se activa Animacion al punto €

10.El lugar geométrico descrito por el punto E se denomina elipse.

A continuacion, se ilustra la figura con los elementos de la construccion:
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) GeoGebra (3)

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayda A sesidn
P el | a=2
)l [C:H (AN
inters
b N
¢ N
Pé 0)
"
/ N\

64 ] N \

6 h / A3 ¢ e\
Semimeca / e z "
® 158x+1.66y-0 / / \

/ / \ ‘.
\ |
| L& Ju
[ = T i o
\ / [
\ d / /
b / /
\ N, /
3 w /
s ) g /
\ //
\ b
S =
>

Entrada

Al modificar los puntos A y B se modifican los ejes de la elipse

£¥ GeaGebra (3] (=D

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion

ese0z000000 -0 @
23rsgomoNoBr2 00

Entrada

4.3. Construccion de la hipérbola

4.3.1. Construccion a partir de sus ecuaciones cartesianas

2 2

Para obtener dicha construccion se toma la hipérbola cuya ecuacion es :—6 — y; =1

y se procede asi:
1. En la ventana de Entrada se digita la expresion (x"2/16) — (y"2/9) = 1
2. Al sefialar la gréafica en vista gréafica y con clic derecho se le pueden modificar
propiedades como: color, grosor de linea, estilo de linea, etc.

3. La siguiente es la grafica que se obtiene:
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£2 Geolebra o

Archivo Edita Vista OpCiONes Hemamientas ventana Ayuda ADIIF esidn

EESOEEND D

[ | » vista Grafica

Enlrada.

4.3.2. Construccidn a partir de sus ecuaciones paramétricas

2

2
Continuando con la hipérbola :—6—%= 1 para esta expresion, las ecuaciones

x = 4 * sec(t)

5 =3+ tan(t) t € 027 -5

paramétricas son: { Ly

1. En la ventana Entrada se digitan las expresiones f(x) = 4sec(x) y g(x) =
3 tan(x) y luego se desmarcan u ocultan.

2. Enventana Entrada se digita la expresion Curva[f(t), g(t),0,2n]

3. Se realizan los cambios deseados sobre la curva como color, grosor, estilo,

etc.

La curva resultante es la siguiente:

Cunva paramétrica
x=4sec(t) |

®a PO 628
y=3tg(t) |

uncin
F(x) = 4 see(x)
&(=) = 3tg(x)

Entrads
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4.3.3. Construccion dindmica de la hipérbola

Los siguientes pasos posibilitan la construccion de la hipérbola de una forma

dinamica con ayuda del software GeoGebra:

1.

© © N o 0 b~ D

Se ubican los puntos F; y F, sobre el eje x de tal forma que O sea el punto
medio de F,F,

Se renombra al origen como C

Se ubica el punto Aentre F; y C

Se construye la circunferencia €, con centro en F; y radio F;A

Se ubica un punto B sobre la circunferencia €4

Se traza la recta que pasa por los puntos B y F4 (recta TFl)

Se traza el segmento BF,

Se traza la mediatriz del segmento BF,

Se obtiene el punto D de interseccidn entre las rectas ﬁ y la mediatriz de
BF,

10. Se activa Rastro al punto D

La siguiente es la construccién hasta este punto:

£ GeoGebra o Lol S
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
N Il ire i IPD) o | a=z
DNENNERNEE =
» Vista Algebraica BJ | » vista Grafica = X
Cénica % fr ;
©® C(x+4p+y=243 / /’V
Punto 5
L@ A=(-2.44,0)
® B=(2821.02) o
@ c=(0,0) 4
® D=(1.18,4.47)
® F=(4,0) /
® F,=140
Recta R
L@ BF,:-1.02x+1.18y =4, 2
® h:-6.82x +1.02y = -3.51 /\\E/
Segmento Gy S !
®f=3 . — | . I
® g=6.89 1 A e L ) )
1 ] 5 s 7 6 \75 1 3/ 2 -1 n/ I
r

Entrada

11.Se desmarcan los elementos auxiliares como rectas, circunferencia, etc.

12.Se activa Animacion al punto B y se le modifican propiedades como estilo,

color, etc. la siguiente es la grafica resultante:
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¥ GeoGebra ool TS

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion

I elel<N=]e] =

» Vista Algebraica » Vista Grafica =]
Conica H iy
Ci(x+d)+y*=243 B D
Punto H 5
@ A=(-2.44,0)
® B=(-2931.14)
@ C=(0,0)
® D=(1.38,67)
® F =(-4,0) 3
o F,=(4,0)
Recta
BF1: =1.14x + 1.07y = 4.
h: -6.93% +1.14y = 3.0¢ -

Segmento |
® =8 -
® g=7.02 Fy A olc — Fa M

2

I
—,
X

o0 &
ks S

Entrada

Construccion paso a paso de una circunferencia con el software
GeoGebra.

Se parte de la definicion de circunferencia como lugar geométrico. Recuérdese
gue la circunferencia es el conjunto de puntos del plano que se encuentran a

igual distancia de un punto fijo llamado centro.

Para construir la circunferencia en el software GeoGebra, se procede asi:

Se crea un punto cualquiera el cual llamaremos O y se ubicara en cualquier parte
de la vista gréfica.

Con punto inicial en O, se genera un segmento de longitud dada, por ejemplo 5

unidades, dicho segmento serd el radio de la circunferencia:
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= e s
Archivo Edita Vista Opciones t i Ventana Ayuda

g@l@“@ﬂl\l uu@l

Segmento de longitud dada s
E Semirecta +
Poligonal 3

Vector 3 0
Equipolente

6

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 18 16 17 18

Archivo Edita Vista Opciones t i Ventana Ayuda

IIIIDIIII =

» Vista Algebraica Bd | » Vista Grafica

Punto
-® A=(8.88,1.76)
® 0=(3.88,1.76)

Segmento
® f=5

Se da clic derecho en el extremo A del segmento y se activa la opcion Rastro:
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7 GeoGebra (2) =8 H=H =)
Archivo Edita Vista Opcmnes L; Ventana Ayuda
<
| =
> Vista A\gebralca » Vista Grafica (3]
Punto 6
@ A=(8.88,1.76)
® 0=(3.88,1.76) s
Segmento
® f=5
4
3
2 O A
[ 2
f Punto A: Punto sobre Circunferencia[0, 5]
1 Coordenadas polares 4
“.| Objeto visible
4 3 2 1 ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7 ] pfIEtiqueta sl 17 18
& Rastro
4 Animacién
Renombra
-2 4. Borra
.+ Propiedades ...
-3
-4
Entrada:

BlLoje o]z @ua ¢ Afo]m]]

EERPN

— o2pm. | |

= 301072016 | |

Luego, de la misma manera, se da click derecho en A y se activa la opcién

Animacion para generar de forma dinamica la circunferencia:

La circunferencia asi generada es la siguiente:

7 GeoGebra (2) o |-
Archivo Edita Vista Opciones k Ventana Ayuda
ID =
Z =
» Vista Algebraica > Vista Grafica x
- Punto
-® A=(6.56,5.98)
@ 0=(3.88,1.76) s
Segmento
L.® f=5
! f
3
2
1 4
0
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18
-1
-2
-3
-4
O) 5
Entrada:
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T Geoebra (2) o e ==
Alchlvu Edita Vista Opcmnes Ventana Ayuda
=
® 3
» Vista Algeblalca » Vista Grafica [

Punto 6
~® A=(017,-1.18)

® 0=(388,1.76)

Segmento

® f=5

Entrada:

Enlaces de interés:

https://www.geogebra.org/manual/es/Manual

https://www.youtube.com/watch?v=scMbw8nt39k&t=29s

https://aga.frba.utn.edu.ar/ecuaciones-parametricas-de-las-conicas/
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ANEXO 2
UNIDAD DIDACTICA

PARAROIL A

b Precnss e

LAS SECCIONES CONICAS
En el grado 10°
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LAS SECCIONES CONICAS

Hasta antes del siglo XVII la geometria y el algebra se encontraban como dos ramas
separadas de las matematicas; ya en el mencionado siglo, con los trabajos de René
Descartes y Pierre de Fermat se logra fusionar estos dos campos del saber, dando

origen a lo que se conoce como geometria analitica.

En el grado décimo se desarrolla el estudio de la geometria analitica, es un escalén
mas alto en tanto se gana en abstraccién de los conceptos geométricos con la
herramienta suministrada por Descartes y Fermat, se unen la geometria y el dlgebra
posibilitando el manejo analitico mediante ecuaciones de la geometria, teniendo

como referente el plano cartesiano.

En los referentes de calidad del Ministerio de Educacion Nacional — MEN -
(Estandares, Matrices de referencia y Derechos basicos de aprendizaje o DBA), se
menciona el estudio de las secciones conicas como un aspecto importante en los
estandares del grado 10°, alli se plantean los logros que debe alcanzar el estudiante,
tanto desde el punto de vista de la geometria como del algebra: “Identifica en forma
visual, grafica y algebraica algunas propiedades de las curvas que se observan en
los bordes obtenidos por cortes longitudinales, diagonales y transversales en un

cilindro y en un cono” (MEN, Colombia aprende, 2017).

En el grado décimo, el estudio de las conicas se aborda mas desde el algebra con
sus ecuaciones; que, desde la geometria, el estudio analitico es muy importante, en
tanto es una herramienta que permite un grado mayor de abstraccion, pero la parte
correspondiente a la geometria, se deja un poco de lado. Para equilibrar lo
geomeétrico con lo algebraico se recurre a las herramientas de la llamada geometria
dindmica, que son software especializados en geometria con potencialidad en

algebra, calculo y matematicas avanzadas, de estos se utilizaran en la unidad
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didactica GeoGebra y CaRMetal, para lo cual se proveera de una introduccion al

manejo de dichos programas informaticos.

La unidad didactica se divide en seis fases, en donde se sigue el ciclo de aprendizaje
de Jorba y Sanmarti en “Las secciones Conicas como eje fundamental en la fusion
de la Geometria y el Algebra”, se inicia con una introduccion al estudio de la
geometria analitica y las secciones coénicas, en donde se estudia el desarrollo
historico de esta rama de la geometria y se retoman conceptos necesarios como el
del plano cartesiano y manejo de ecuaciones, las fases en que se divide la unidad
didactica son: breve tutorial de manejo de los software GeoGebra y CaRMetal, la

recta en el plano, la circunferencia, la elipse, la parabola y la hipérbola.

La unidad didactica se basa, como se expresé antes, en el ciclo de aprendizaje
propuestos por Jorba y Sanmarti buscando un aprendizaje significativo a través de
la enseflanza basada en problemas, con la autorregulacion que propician los tres
modelos de evaluacion: diagndstica, formativa y sumativa, estos procesos de
regulacion se daréan a través de tres metodologias:

e Trabajo basado en pequefios grupos colaborativos en interaccién con el

docente.
e Trabajo mediado por las TIC

e Evaluacion permanente del proceso.

La unidad didactica esta dirigida a estudiantes del grado 10° de las instituciones
educativas San Rafael del municipio de Heliconia y Marco Fidel Suarez del
municipio de Andes, pero su implementacion se puede realizar en el grado 10° de
cualquier institucion educativa, el propdsito de esta unidad didactica es el de servir
de soporte a los docentes del grado decimo en la ensefianza de las cénicas mediada

por los software de geometria dinamica.
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PLANIFICACION DE LA ACTIVIDAD DOCENTE EN LA UNIDAD DIDACTICA

UNIDAD. LAS SECCIONES CONICAS

ESTRUCTURA CONCEPTUAL

EJE GENERADOR

Geometria Analitica

PREGUNTA
PROBLEMATIZADORA

¢Sabes en que fendmenos
fisicos y de la ciencia son
importantes las propiedades de

las coOnicas?

AMBITO
CONCEPTUAL

PENSAMIENTO ESPACIAL Y

SISTEMAS GEOMETRICOS

e Estudio analitico de la linea
recta.

e La circunferencia

e La Elipse

e La parébola

e La hipérbola

DESEMPENOS

COMPETENCIAS

Cientificas: Explico y comparo
las propiedades de las figuras
conicas y su importancia en la

vida cotidiana.

Matematicas: Uso argumentos
geométricos para formular vy
resolver problemas en
contextos matematicos y de

otras ciencias.
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Ciudadanas: es responsable en
la presentacion

oportuna de trabajos.

y entrega

ESTRATEGIAS o

Andlisis y resolucion de
problemas.

Trabajo en equipo

Uso de

TIC, en especial de los

las herramientas

software de Geometria

Dinamica.

EVALUACION

Trabajo en equipo o
Exposiciones o
Andlisis y resolucion | e
de problemas

Evaluaciones orales

y escritas

Evaluacion diagnéstica
Evaluaciéon formativa

Evaluacion sumativa

OBJETIVOS

El estudiante estard en capacidad de manipular las
ecuaciones de las secciones conicas y graficarlas de

acuerdo con sus caracteristicas usando software de

geometria dinamica.

OBJETIVOS
ESPECIFICOS

Conozco el desarrollo historico de las secciones
conicas y el nacimiento de la geometria analitica.
Aprendo a usar y manipular software de geometria
dinamica como GeoGebra y CaRMetal en la solucién
de problemas asociados a las secciones conicas
Resuelvo la ecuacion de segundo grado y reconozco
cuando esta ecuacion representa una linea conica y
planteo la ecuacién de una linea cénica dada.

Aprendo a graficar las secciones conicas
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e Reconozco la importancia de las conicas en las

ciencias y en la vida cotidiana

e Soluciono problemas geométricos en el plano
cartesiano (DBA 7)

e Resuelvo problemas en los que se apliquen las
APRENDIZAJES

propiedades geométricas de figuras cénicas por medio
ESPERADOS

de transformaciones (rotaciones y traslaciones) de las
representaciones algebraicas de esas figuras.

e Reconozco y describo curvas y/o lugares geomeétricos

Estudiantes del grado 10° de las I.E. San Rafael del
GRADO AL QUE o o : .
municipio de Heliconia y Marco Fidel Suarez del Municipio

VA DIRIGIDO
de Andes
TIEMPO O
3 16 Horas
DURACION
e Pc
o Tv
e Video beam
MATERIALES e Software de geometria dinamica

e Videos
e Fotocopias

e Recursos web

DESARROLLO DE LA UNIDAD DIDACTICA

Esta unidad didactica esta dirigida a estudiantes del grado 10° de las Instituciones
educativas San Rafael del municipio de Heliconia y Marco Fidel Suarez del
municipio de Andes, teniendo como propésito que el estudiante reconozca en su
entorno y en algunos campos de la ciencia las secciones conicas con sus multiples

aplicaciones practicas, ademas de reconocer la interaccion entre geometria y

186



algebra en la geometria analitica mediada por las TIC y los programas informéticos
de geometria dinamica. Esta disefiada siguiendo el ciclo de aprendizaje propuesto
por Jorba y Sanmarti en el cual se consideran cuatro etapas en el proceso de
ensefianza aprendizaje, cada una de ellas con sus particularidades adaptadas al
estudio de las secciones Conicas como eje fundamental de la geometria analitica.

CICLO DEL APRENDIZAJE PARA LA ELABORACION DE GUIA S DIDACTICA S CON ENFOQUE INVESTIGATIVO

REGULACION Y AUTORREGULACION

[=]
E Construccion de marco tedrico y determinacion de
.E metodologias de investigacion, cronogramade
o actividades 4.
< i
Estructuracion y sintesis |
Definicion de conceptos que enmarcan bos
procesosde investigacion (pregunta,
problema, objetivos, hipotesis, variables) 4
Introduccién de Evaluacion mutua o
nuevos conocimientos coevaluacion
4 bl J Retroalimentacion de la
Uso ”e pregl.llntas;;ro ematlzda oras investigacisn, disefioy
3 que E\:jena a;tcrn armacion ae apllcaclonde ‘.u
o gruposde investigacion AR ‘ instrumentos, 9
g recoleccionde datos,
8 Exploraclon andlisis y conclusiones e
Simple Complejo

Ciclo de Aprendizaje Jorba & Sanmarti (1996)

Las etapas de organizacién son las siguientes:

EXPLORACION

Esta primera etapa se caracteriza por los objetivos que persigue, en primer lugar,
motivar al estudiante frente al objeto de aprendizaje despertando la curiosidad
necesaria para que el alumno se interese por las secciones conicas, las reconozcan

en su entorno y formulen hipoétesis a partir de sus intereses y vivencias, en segundo

lugar, sirve como evaluacion diagnostica al activar los saberes previos que los
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alumnos poseen sobre las conicas e indagar sobre los conocimientos prerrequisito
para una correcta asimilacion del tema, y por ultimo en esta etapa se precisan los
objetivos y aprendizajes esperados, y se realizaran actividades como: matriz SQA
con puesta en comun, video de motivacion sobre historia de la geometria dinamica,
video sobre las secciones coénicas, video de motivacion sobre los software de
geometria dindmica y un cuestionario sobre conocimientos basicos prerrequisitos

para la geometria analitica.

INTRODUCCION DE NUEVOS CONOCIMIENTOS

Esta etapa, también llamada de estructuraciéon, en donde el docente plantea
actividades y/o secuencias didacticas de ensefianza para presentar, retomar y/o
modelar conceptos o procesos para lograr el aprendizaje esperado en sus
estudiantes, de acuerdo con los contenidos disciplinares correspondientes a los
estandares basicos del MEN. En esta fase se proponen actividades orientadas a la
construccion del aprendizaje de los conceptos relacionados con la geometria

analitica y las secciones cénicas en particular.

Durante esta fase el alumno ser& guiado por el profesor permitiendo que observe,
compare o relacione, de manera que los estudiantes se vean abocados a interactuar
con el material de estudio, con sus pares y con el docente, buscando elaborar
conceptos mas significativos. Algunos ejemplos son: consultar bibliografia, diarios,
revistas, realizar entrevistas, practicar juegos, crucigramas, sopas de letras, escribir

conclusiones, ideas principales, videos, audios, entre otros.
ESTRUCTURACION Y SINTESIS
En esta fase el estudiante, a partir de los saberes previos activados en la fase de

exploracién y de las nuevas informaciones y saberes incorporados en la fase de

introduccién construye su propio conocimiento, como consecuencia de la
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interrelacion profesor estudiante; donde con distintas actividades convierta la
informacién en conocimiento, realizando un trabajo individual y de grupo a través de
actividades como completar cuadros y oraciones, realizar cuadros sinopticos,
esquemas, diagramas, cuadros comparativos, mapas conceptuales; plantear
recursos pertinentes que muestren las ideas principales y la relacion entre las
mismas.

En esta fase el profesor debera tener en cuenta los diferentes ritmos de aprendizaje,
para realizar los ajustes que permitan que el estudiante realice una metacognicion
o reflexion interior sobre la relacidén entre el conocimiento anterior y el nuevo que se
esta introduciendo. Se debe establecer el proceso para la aplicacion del aprendizaje
en contexto, con el acompafiamiento del docente. Es el paso del saber, al saber

hacer y al hacer.

FASE DE APLICACION Y EVALUACION

En esta fase el estudiante puede aplicar los conocimientos adquiridos en otras
situaciones similares a las vistas en la fase anterior de tal forma que se le posibilite
confrontar las experiencias adquiridas con nuevas situaciones. Ademas, resulta de
interés que comparen sus puntos de vista iniciales con los finales del tema en
estudio para que sean capaces de identificar (0 reconocer) su propio progreso de
aprendizaje, es decir realicen un proceso de metacognicién. Esta etapa debe
propiciar, ademas, que los estudiantes planteen otras situaciones que den cuenta
de la "continuidad" de la reflexion de los conocimientos adquiridos, que sean
capaces de utilizar sus propios lenguajes y representaciones puesto que este
"tltimo modelo explicativo" del conocimiento especifico, es s6lo un conocimiento
provisional que nuevamente debera "evolucionar" sobre la base de nuevas

palabras, nuevas analogias, nuevas experiencias, etc.

DESARROLLO
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FASE DE EXPLORACION

Objetivo de las actividades disefiadas para ésta etapa: identificar los nombres y
caracteristicas de las conicas. A partir de un video introductorio se motivara la
curiosidad por la geometria analitica y las secciones conicas, luego se indagara
acerca de los saberes previos de los estudiantes con herramientas como matriz

SQA y preguntas guiadas, ademas se indagara acerca de los prerrequisitos para la

comprension del tema

Actividad 1

Matriz SQA

Objetivo

Evaluacion Diagnostica y motivacion

Descripcion

Matriz SQA (que Se, que Quiero aprender, que Aprendi),
se pide a los estudiantes que en dos hojas o recortes de
papel escriban en la primera lo que saben sobre la
geometria analitica y las secciones coénicas y en la
segunda escriban lo que quieren aprender. Para esta
actividad se daran 10 minutos, a continuacion, los
estudiantes colocaran en dos carteleras sus notas y se
hara una puesta en comun, para buscar coincidencias en
lo que saben y en lo que quieren aprender, para esta
segunda accion se daran 20 min. Esto se constituye en una
evaluacion diagnostica. Al final de la unidad didactica se
les pedira a los alumnos que llenen la tercera nota (A) qué

aprendi y se comparara con las notas iniciales SQ.

Tiempo

30 minutos

Recursos

Carteleras
Notas adhesivas
Fotocopias
Recursos web

Productos

Evaluacion diagnéstica
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Aprendizajes

Reconocimiento de saberes previos

esperados
Actividad 2 Video de motivacion
Objetivo Motivar al estudiante al estudio de la geometria
analitica
Descripcion Se presenta un video sobre la historia de la geometria
analitica con una duracion de 10 min “Historia de la
geometria analitica”, realizado por el politécnico nacional,
en este se narran los origenes de la geometria analitica,
se hace una definicibn de lo que significa ésta, los
precursores de la antigua Grecia y cuales fueron los
aportes de Fermat y Descartes en el siglo XVII. Al final se
entrega el cuestionario nimero 1 para ser resuelto en
grupos de maximo 4 alumnos en los que se asignaran los
siguientes roles: lider, relojero, expositor y relator, el
expositor hace la puesta en comun. Tiempo 20 min.
Tiempo 30 minutos
Recursos e PC
e Videobeamo TV
e [Fotocopias
e Recursos web:
https://www.youtube.com/watch?v=_HLrH7we6Ss
Productos e Andlisis de los estudiantes

e Cuestionario diligenciado (evaluacion diagnostica
formativa)

Aprendizajes

esperados

Reconocimiento de lo que es la geometria analitica

Cuestionario 1

¢, Qué es la geometria analitica?

¢ A partir de qué surge la geometria analitica?
Enuncie el principio fundamental de la geometria
analitica expresado por Fermat

wnN e
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https://www.youtube.com/watch?v=_HLrH7we6Ss

4. ¢A quiénes se les atribuye la invencion de la
geometria analitica y cuéles fueron sus aportes?

5. ¢Qué aportes realizaron los sabios griegos
Apolonio y Ptolomeo a la geometria analitica?

Actividad 3 Historia de las cOnicas, breve recorrido histdrico
Objetivo Motivacion
Descripcion Se realiza una introduccion sobre la importancia de

conocer el desarrollo histérico de las conicas, desde los
griegos hasta nuestros dias y para eso se plantean varias
actividades: introducciéon del docente, video, cuestionario
a responder y socializacién en donde se aclaran dudas y
se amplian temas, ademas se plantea una actividad
practica para mostrar las secciones conicas en nuestra

cotidianidad.

Se presenta un video sobre la historia de las conicas,
“Conicas, del Baloncesto a los Cometas” continuando
con lo visto en el video 1, se presenta sitio web “mas por
menos” del que los alumnos pueden ver y descargar
recursos de matematicas y geometria, para ampliar los
temas estudiados, este video nos muestra la presencia de
las conicas en la cotidianidad y da ejemplos de
aplicaciones en diferentes ramas del conocimiento de
forma amena facilitando la comprension y motivacion hacia

el estudio de las coénicas.

El docente guia la presentacién del video, aclara dudas,
amplia la informacion sobre las aplicaciones, lleva

recursos como jarra con agua coloreada, linterna y un
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balon de futbol, todo ello para recrear la vista de las

conicas.

Al final se entrega el cuestionario nimero 2 para ser
resuelto en grupos de maximo 4 alumnos en los que se
asignaran los siguientes roles: lider, relojero, expositor y
relator, el lider tiene como funcion mantener el equipo
enfocado en la tarea, el relojero lleva el tiempo asignado
para cada actividad y avisa cuando se acaba el tiempo, el
expositor prepara la exposicion de lo trabajado por el grupo
y el relator consigna lo discutido en el equipo, conclusiones
y preguntas en documento a entregar, el expositor hace la

puesta en comun. Tiempo 20 min.

Tiempo 30 minutos

Recursos e PC
e Video beamo TV
e [Fotocopias
e Recursos web:

https://www.youtube.com/watch?v=KSJposN6NuQ

Productos e Analisis de los estudiantes
e Cuestionario diligenciado (evaluacion diagnostica
formativa)
Aprendizajes Reconocimiento de las figuras conicas
esperados
Cuestionario 2 1. ¢En qué siglo se descubrieron las conicas y quiénes
lo hicieron?

2. ¢En ddénde vemos el uso de las conicas en nuestra
cotidianidad?

3. ¢Qué aportes realiz6 Kepler que motivaron el
estudio de las conicas?

4. ¢Qué aportes realiza Galileo Galilei a las conicas?

5. Enuncie varias aplicaciones de las conicas en
nuestro entorno y en las ciencias.
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Actividad 4 Introduccion alos software de geometria dinamica

Objetivo Presentacion breve de los software de geometria
dindmica
Descripcion Para esta actividad se realizard un breve recorrido de

como han evolucionado los software de geometria
dinamica:

1. Aparicion de los sistemas CAD (Disefio asistido por
computador), nace con la cuarta generacion de
computadores y el desarrollo de lenguajes de alto
nivel en la década del 60 del siglo pasado,
inicialmente muy costosos, se masifican a partir de
la década del 90 para su uso en el disefio grafico,
ingenieria civil y en ingenieria mecanica

2. Primeros programas de dibujo, el paint y otros,
nacen en la década del 90 del siglo pasado, se usan
en la ensefanza de la geometria, pero en un nivel
muy basico

3. Primeros programas de geometria CAR (Regla y
compas por sus siglas en inglés), diferencias con los
programas de dibujo y los sistemas CAD. Nacen en
la década de 1970 inicialmente en las calculadoras
gréficas, con el desarrollo de los lenguajes de
programacién como C, c++ y java, en la década de
1970 aparecen programas informaticos con un buen
nivel en geometria (Cabri, Cinderella, CAR, etc)

4. Programas de geometria dindmica, caracteristicas,
ejemplos: GeoGebra, CaRMetal, Cabri, etc

Se tienen como recursos para el docente el numeral 5.3
del trabajo de grado “Estudio de las secciones cénicas a
través de la geometria dinamica”, asi como el anexo 1 del
mismo trabajo, ademas se cuenta con video sobre los
procesadores geométricos o software de geometria
dinAmica en donde se plantean sus caracteristicas y

posibilidades, se usa este recurso como motivacion al uso
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de estos software, luego se plantea un conversatorio

alrededor de las preguntas:

¢Son importantes los procesadores geomeétricos 0
software de geometria en el estudio de la geometria y en
la geometria dinamica?

¢Qué ventajas ofrece el uso de estos programas
informaticos para los alumnos?

¢, Qué programas conocen?

A partir de las respuestas de los alumnos se busca dar
respuesta a las inquietudes y fomentar el uso de estos
programas por parte de los alumnos

Tiempo 30 minutos

Recursos e PC
e Videobeamo TV
e [Fotocopias

e Recurso web
https://www.youtube.com/watch?v=sHJUAe30QYz4

http://platea.pntic.mec.es/~aperez4/catalogo/Catalogo-

software.htm

Productos NA
Aprendizajes Reconocimiento de la existencia de recursos gratis para
esperados estudiar la geometria, posibilidades que ofrece el software

de geometria dinamica

INTRODUCCION DE NUEVOS CONOCIMIENTOS
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En esta etapa se introducen los nuevos conocimientos para que el alumno los
relacione con los saberes previos y construya un nuevo conocimiento relacionado
con la geometria analitica y dentro de esta las secciones conicas; se inicia con
nociones simples a partir de la historia de la geometria y como surge la geometria
analitica, introduciendo conceptos mas complejos a partir de preguntas y
situaciones problemas que se presentaran en las actividades, que permiten pasar
de lo concreto - pictérico (objetos y presencia de las conicas en la vida cotidiana) a
lo mas abstracto representado por lo simbdlico: las ecuaciones que pueden ser

representadas en un plano.

Se desarrollaran 7 actividades que irdn desde una corta mirada a la historia,
presentacion y tutorial de uso de software de geometria dinAmica que nos
acompafard a lo largo de la unidad didactica, permitiendo mantener en todo
momento la conjuncién entre geometria y algebra, pasando luego por las diferentes
secciones cobnicas: circunferencia, elipse, parabola, hipérbola. Las actividades
buscaran favorecer la adquisicion de aprendizajes significativos utilizando diversas
estrategias, como los trabajos en grupo, las consultas, los videos y la realimentacion
constante del docente.

Actividad 1 BREVE REPASO HISTORICO

Objetivos Conocer la linea de tiempo de la geometria analitica y el
estudio de las secciones conicas a lo largo de la historia

Descripcién En esta actividad se propone un recorrido por el desarrollo del
conocimiento acumulado por la humanidad y que hoy se
plasma en la geometria analitica.

La actividad se desarrollara en 4 momentos:

Previo a la actividad se les solicita a los estudiantes consultar

sobre las biografias de algunos matematicos que han tenido
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gran influencia en el desarrollo de la moderna geometria
dinamica:

e Apolonio de Perga

e Arquimedes

e Hypatia
e Descartes
e Fermat

Al inicio de la actividad presencial se les da a conocer una serie
de preguntas base para la discusion:

¢, Como se dio la linea de tiempo entre el conocimiento de los
griegos y la moderna geometria? ¢ Como nacieron las cénicas?
¢ Fueron producto de la necesidad o un simple pasatiempo de
los matematicos griegos?

Luego se presenta un video corto con un breve repaso histérico
de los principales personajes que contribuyeron al desarrollo
de la geometria y las secciones conicas, con lo visto en el
video, la consulta y las preguntas base, se les pide a los
alumnos realizar una cartelera con lo aprendido en la sesion y
las inquietudes o hechos a destacar, cada grupo debe exponer
lo realizado en su cartelera y el docente aclaray realiza aportes
sobre los hitos historicos y los personajes, se da la libertad de
utilizar otros recursos para la exposicion como los mapas
mentales.

Resumen de actividades y tiempos asignados

1. Video 20 min
2. Realizacion cartelera 20 min
3. Marcha silenciosa 10 min
4. Exposiciones 30 min
5. Apuntes, aclaraciones y aportes del profesor 10 min
Tiempo 90 min
Recursos e PC
o TV
e Video beam
e Tablero
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e Papel periddico

e Marcadores

e Fotocopias
https://www.youtube.com/watch?v=28XncgppvXA

https://www.youtube.com/watch?v=aWWmW;j5YuL8 *

Productos

Linea de tiempo — carteleras

Aprendizajes

esperados

Comprender el esfuerzo que ha demandado de los hombres
de ciencia llegar al nivel actual de conocimientos, comprender
como la historia de las matematicas hace mas facil entender
los procesos matematicos.

Identificacion de las secciones coénicas a partir de sus graficas,

sus nombres y algunas propiedades.

Actividad 2

Software de geometria dindmica - Introduccion

Objetivos

Introduccion al uso de software de geometria dinamica en el

estudio de la geometria analitica y las secciones conicas

Descripcién

Se presenta un breve tutorial del software de geometria
dinamica GeoGebra. Se inicia con un corto video de motivacion
sobre los procesadores geométricos del micro sitio ScreenCast
gue se convierte en un recurso de consulta, luego en sala de
sistemas el docente realiza un corto tutorial del manejo de
GeoGebra con lo béasico que se necesita para la unidad
didactica.

1. Descarga e instalacion de GeoGebra (los estudiantes
deben aprender a realizar esta accion para que
posteriormente lo hagan en sus computadores
personales)

2. Descripcion del entorno de trabajo

3. Herramientas gréficas

4. Ejemplos (punto, recta, segmento, medicién, poligonos,
rectas paralelas y perpendiculares, angulos, medicion
de angulos, prueba del arrastre, circunferencia,
poligonos, conicas, ingreso de formulas por linea de
comandos)
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5. Ejercitacion Taller

Tiempo 2 horas

Recursos Sala de sistemas o portétiles para cada alumno
Internet

PC

Video beam

TV

Tutorial “Guia de GeoGebra” de los profesores Omar
Chavarriaga y Jhon Mario Torres en medio magnético
para consulta de los alumnos.

http://www.geogebra.org

Video sobre geometria dinamica procesadores geométricos
https://www.youtube.com/watch?v=sHJUAe3QYz4

Productos Manejo del software

Taller 1. En GeoGebra dibuje una recta, renombrela, construya
un segmento de 10 cm de largo renémbrelo y cAmbiele
el color y grosor.

2. En GeoGebra dibuje una circunferencia con un radio de
4 cm, dibuje un diametro, ¢Cuantos diametros se
pueden dibujar? Compruebe su respuesta.

3. Construya la circunferencia en GeoGebra a partir de su

ecuacion, utilizando la linea de comandos

Construya un poligono regular de 5 lados.

Dibuje un angulo y marque su valor, construya la

bisectriz.

6. Dibuje una linea recta, renémbrela como [l;, ahora
construya una recta paralela a [y, luego una
perpendicular a L, ¢ CoOmo es con relacién a la paralela
trazada?

7. Dibuje una conica valiéndose de la herramienta grafica

ok

Aprendizajes | Construcciones béasicas con GeoGebra. Punto, recta,
esperados paralelismo, perpendicularidad, figuras planas.

Diferenciacion entre dibujo y construccion

Actividad 3 Introduccion a la geometria analitica
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Objetivos Definicion de &mbito de estudio de la geometria analitica, plano
cartesiano, definicién de lugar geométrico.
Identificar la representacion analitica de la linea recta

Trazar la grafica de una linea recta a partir de su ecuacion

Descripcion Se inicia la actividad con unas preguntas que contestaran
conjuntamente: En un aula organizada en filas y columnas bien
definidas, ¢cémo puedo precisar la ubicacion de un alumno
teniendo presente la posicion que ocupa la silla?

¢Las direcciones urbanas tienen que ver algo con el plano
cartesiano?

Se socializan las respuestas y se explica en qué consiste el
plano cartesiano con la ayuda de GeoGebra. 15 min.

Plano Cartesiano ortogonal: sistema de referencia formado por
dos rectas numéricas que se cortan perpendicularmente, el
punto de corte se denomina origen y sus coordenadas son
(0,0), se tiene como convencidn: es positiva hacia la derecha y
hacia arriba partiendo del origen, negativo hacia abajo y hacia
la izquierda. En general se considera que las rectas que
forman el plano cartesiano son rectas numéricas en los reales,
para dos y tres dimensiones.

Punto: es adimensional, sirve para ubicar algo en un plano
cartesiano valiéndose de un par ordenado (x,y) llamado las
coordenadas del punto, en los mapas geograficos el punto
puede representar una poblacion o lugar geografico. El
docente explica cdmo marcar un punto en un plano cartesiano,
ejemplo (3,2).

Lugar geométrico: es el conjunto de puntos del plano que

comparten una caracteristica geomeétrica comun.
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Distancia entre dos puntos: la distancia entre los puntos
A(xy,y1) Y B(xy,y,), simbolizada como d(A4,B) =

VO — %)%+ (y2 — y1)?
Punto medio de un segmento (la recta y la semirrecta no

tienen punto medio), las coordenadas del punto medio del
segmento que une los puntos A(x,,v,) Y B(x,,y,) se calculan
mediante la expresion:

(xz tx1 Y2 F }’1)
2 2
Pendiente de una recta: La pendiente de una recta, no

vertical, y que pasa por los puntos R(x;, v,) Y S(x5, y,) se define

Y2—Y1
X2—X1

como: m =

Ecuacion de larecta:

Ecuacion canodnica: y = mx + b también llamada pendiente
intercepto en donde m es la pendiente de la recta 'y b es el
punto de interseccion con el eje y, a partir de la definicion de
pendiente se halla la ecuacion de la forma punto pendiente de
la linea recta: y — y, = m(x — x,)

Ecuacion General: Ax + By + C =0

Posiciones relativas de dos rectas en el plano cartesiano:

Dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente.

Dos rectas son perpendiculares si el producto de sus

pendientes es igual a -1

Estandares Pensamiento variacional, espacial y métrico
Tiempo 120 minutos
Recursos e Tablero

e PC

e GeoGebra

e Regla
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e Videobeamo TV

Productos NA

Aprendizajes | e Calcular la distancia y el punto medio entre dos puntos del
plano

Determinar la pendiente entre dos puntos.

Identificar la pendiente y corte con el eje y

Representar graficamente lineas rectas.

Determinar analiticamente si dos rectas son coincidentes,
paralelas o perpendiculares.

esperados

Taller 1. Ubicar los siguientes puntos en el plano cartesiano: (2,-

1), (3,0), (-6,-4), (0,-2).

Hallar la distancia entre los puntos (-3,4) y (4,-1)

Hallar el punto medio del segmento cuyos extremos son

los puntos A(4,2) y B(-3,7)

4. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos
R(-1,2) y S(6,-3)

5. Hallar la ecuacion de la recta que tiene pendiente m=2
y pasa por el punto P(4,-1)

2.
3.

Actividad 4 Ecuacion general de segundo grado, las secciones
conicas

La circunferencia

Objetivos Identificar una circunferencia a partir de la ecuacion cuadratica
general

Obtener los principales elementos de una circunferencia a
partir de su ecuacion general.

Obtener los elementos y la ecuacion de una circunferencia a

partir de su grafica trazada con el software GeoGebra.

Descripcion Presentacion en power point (recurso del profesor) de la
ecuacion general de segundo grado y cémo se identifican las

secciones conicas a partir de esta ecuacion.
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ECUACION GENERAL DE SEGUNDO
GRADO EN DOS VARIABLES

Wna ecuacién de la forma
Ax* +Bxy +Cy* + DX +Ey+F=10
Se llama ecuacién general de segundo grado, en donde los

coeficientes A, B y C no sean simultaneamente cero

Esta definicion se toma generalmente como la

definicion analitica de Conica

Pagina 1 de la presentacion
http://matematikasbys.blogspot.com.co/2017/02/blog-

ost 22.html
El docente explica los conceptos valiéendose de esta

presentacion preparada para tal fin.

Se presenta la principal diferencia entre circunferencia y
circulo; se da el concepto de circunferencia como lugar
geométrico, enfatizando en sus principales elementos; su
grafica con ayuda del software GeoGebra, la caracteristica de
la ecuacion de una circunferencia desde la ecuacion general
de segundo grado y las ecuaciones canonica y general de una
circunferencia a partir de informacién dada.
1. Se proyecta un video introductorio en el cual se ilustran
algunos aspectos que establecen diferencias entre los

conceptos de circunferencia y circulo. Luego de observar

el video los estudiantes escribiran qué comprendieron
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sobre el video y se les pedira que plasmen lo comprendido
en relacion con las diferencias entre circunferenciay circulo
y qué definiciones pueden dar ellos sobre cada una de
estas figuras geométricas. También dardn respuesta a las
preguntas: ¢Cuantos radios se pueden trazar en una
circunferencia? Y ¢cuantos diametros?

https://www.youtube.com/watch?v=yUhGT6MraDs

2. Proyeccion de video, exposicion y presentacion de la
circunferencia, sus elementos y sus ecuaciones canénicay
general; identificacion de una circunferencia a partir de la
ecuacion general de segundo grado como complemento a
la exposicion del profesor mediado por la presentacion en
power point.
https://www.youtube.com/watch?v=ul-k-MQZz7A

3. Gréfica de la circunferencia, obtencion de las coordenadas
de centro, radio; ecuaciones canonica y general con ayuda
de GeoGebra.

4. Actividad grupal de los estudiantes para aplicar lo

aprendido utilizando GeoGebra, se realiza corto taller.

Tiempo 120 minutos

Recursos PC

Video beam

Internet

Fotocopias

Presentacion ppt

Recursos web
http://aprende.colombiaaprende.edu.co/sites/default/files/nas

public/ContenidosAprender/G 10/M/M G10 U04 LO3/M G1
0 U04 LO3 01 01 01.html (opcional)

Productos e Diferenciacion conceptual entre circunferencia y circulo
e Trazado de la circunferencia
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Aprendizajes | Obtencion de los principales elementos de una circunferencia

esperados y su ecuacion en forma candnica y general

Taller 1. Trazar una circunferencia de radio fijo 5 cm con la
herramienta grafica de GeoGebra.
Trazar circunferencia de ecuacién x? + y2 =9

3. ¢Como se puede trazar un circulo con GeoGebra?
Establezca la diferencia entre circunferencia y circulo.

4. Trace circunferencia de radio r =3.5cm y centro
C(—1,4)

Actividad 5 La elipse

Objetivos Analizar la elipse como lugar geométrico, utilizar su ecuacién

en el estudio analitico de esta seccidn conica

Descripcion Se presentan los elementos fundamentales de una elipse: eje
focal, focos, didmetros, propiedad como lugar geométrico y
ecuacion, ademas, construccion practica (utilizando el método
del jardinero) y utilizando el software GeoGebra, cémo
reconocer la elipse a partir de la ecuacion general de segundo

grado.

PR, +PF,=2a

205



Focos: son los puntos F1y F2

Eje Focal: Es la recta que pasa por los focos

Eje secundario o eje menor: Es la mediatriz del segmento
gue une los focos

Radios vectores: son los segmentos que van de un punto de
la elipse a los focos, en el ejemplo: PF, y PF,

Distancia focal: es el segmento F;F, de longitud 2¢ que une
los focos, ¢ es la semidistancia focal.

Vértices: puntos de interseccién de la elipse con los ejes

Eje mayor: es el segmento 44" de longitud 2a, siendo a, la

longitud del semieje mayor.

Lado recto: segmento perpendicular al eje focal que pasa por

uno de los focos y une a dos puntos de la elipse.

Centro: punto medio del eje focal

1. El profesor presenta corto video en donde se muestra

la construccién de la elipse mediante el método del
jardinero, preguntas del profesor a partir de la
explicacion del video sobre cémo trazar una elipse con
dos puntos fijos y una cuerda: ¢ cual es el tamafio de la
cuerda?, ¢Cuél es su longitud minima y maxima?
¢, Cuéntos diametros tiene la elipse? ¢La elipse tiene
orientacion? ¢ Coémo la reconocemos?

https://www.youtube.com/watch?v=FW5zsN-OQztY

2. Definicion y construccion de la elipse en GeoGebra,
como graficar sus elementos y comprobar sus
propiedades. Construccion dinamica de la elipse con
GeoGebra. 45 min. Explicacion del profesor, apoyarse
en anexo 1
https://www.geogebra.org/m/B7Waw2E8

3. Definicion de la elipse a partir de la ecuacion de
segundo grado, graficar en GeoGebra, guias del
profesor a partir del anexo 1
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4. Trabajo en equipo, el profesor asesora
Construir la elipse utilizando GeoGebra, comandos en

GeoGebra para ubicar sus elementos, guardar y enviar
archivos con construcciones focos(conica),
vértices(conica), centro(conica), area (conica), etc.

60 min.

Tiempo 120 minutos

Recursos PC

TV

Video beam
Sala de sistemas
Internet
Carteleras

Mesa de trabajo

e [Fotocopias.

Otros recursos | Para profundizar y ejercitacion

e http://sitios.usac.edu.qgt/seccionesconicas/ecuaciones
seqgundo grado.html
e http://www.vitutor.com/geo/coni/gActividades.html

Productos Construccién de la elipse

Aprendizajes | Construir la elipse e identificar sus elementos
esperados Identificar la elipse a partir de sus propiedades en la ecuacion

general de segundo grado

Actividad 6 La parédbola

Objetivos Comprender el concepto de parabola como lugar geométrico

desde su grafica y sus ecuaciones canonica y general

Descripcién A partir de presentacion en power point se realizan las
explicaciones a los alumnos, la presentacion es un recurso del
profesor en donde se encuentran consensados los conceptos

fundamentales.
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https://drive.google.com/open?id=0B86gX6 TAFUGxdDI4VER
zdk42RzA

‘ :
B8 Abrir con Presentaciones de Goo.. ¥

LA PARABOLA

Muestra de la presentacion

Se dan las pautas para construir una parabola con ayuda de
regla, lapiz y papel; se da la definiciéon de la parabola como
lugar geométrico, se enuncian sus elementos como foco,
directriz, vértice, lado recto, eje focal, ecuacion candnica y
general, orientacion de la parabola (derecha-izquierda, arriba-
abajo); todo lo anterior se ilustra con la ayuda de GeoGebra.

208



1. Video explicativo para trazar la parabola sobre una hoja
con ayuda de regla y lapiz.
Los estudiantes trazan una pardbola sobre una hoja de

papel con ayuda de regla y lapiz, aplicando las
instrucciones del video
https://www.youtube.com/watch?v=MWIV9aJCOP4

2. Explicacion con ayuda de video y presentacion de la
definicibn de pardbola, sus elementos principales, sus
ecuaciones canonica, general y su orientacion en el plano
cartesiano.

https://www.youtube.com/watch?v=ZotsxMGf ds

3. Construccion de la parabola con ayuda de GeoGebra
4. Trabajo en equipo

Tiempo 120 min

Recursos PC

Video beam
Internet
Fotocopias
Presentacion ppt

Recursos web

Productos Comprension y construccion de la parabola

Trabajos en GeoGebra en formato digital

Aprendizajes Identificar una parabola a partir de la ecuacién general de
esperados segundo grado, e identificar su orientacion en el plano
cartesiano

Construir la parabola, trazar su gréfica e identificar sus

principales elementos

Taller para 1. Hallar la ecuacion de la parabola con vértice en (0,0) y
entregar directrizy = -3
2. Hallar la ecuacion de la parabola con vértice en (2,1) y

directrizx =1
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3. Graficar la pardbola con vértice en (3,-1) y distancia
focal P=3
4. Determinar la ecuacion de la parabola que tiene vértice

en (5,-2) y foco en (2,-2), graficar usando GeoGebra

Actividad 7

La hipérbola

Objetivos

Analizar la hipérbola como lugar geométrico, utilizar su ecuacion en

el estudio analitico de esta seccién conica

Descripcién

Se presentan los elementos fundamentales de una hipérbola: eje
mayor, eje menor, focos, vértices, centro, radio vector, asintotas,
propiedad como lugar geométrico y ecuacion, ademas construccion
de la hipérbola de forma manual y utilizando GeoGebra, como
identificar la hipérbola en la ecuacion general de segundo grado
usando presentacion en power point del sitio
http://docente.ucol.mx/rcebrera/power%20point/powerpoint%20nue

vos/hiperbola/hiperbola.pps.

http://jhonmecanicofisico.blogspot.com.co/p/grado-decimo.html|

Otros recursos

1. Video introductorio sobre los elementos de la hipérbola
https://www.youtube.com/watch?v=yBTdSYYUHow

2. Definicion y construccion de la hipérbola en GeoGebra,
diferentes formas de graficar, como identificar sus elementos.
Construccién dindmica con GeoGebra:

https://www.youtube.com/watch?v=rDhWh-yQ7Vw

3. Aplicaciones de la hipérbola en la vida cotidiana, consulta y
socializacion. Trabajo en equipo, cada grupo presenta
cartelera con resultados de consultas

Tiempo

120 min
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Recursos

PC

TV

Video beam
Sala de sistemas
Internet

e Carteleras

e Mesa de trabajo
e Fotocopias

Productos

Cartelera

Aprendizajes

Construir la hipérbola e identificar sus elementos

esperados Diferenciar la hipérbola a partir de sus propiedades en la ecuacién
general de segundo grado, reconocer sus aplicaciones en la
cotidianidad.

Otros Ejercitacion:

recursos http://www.vitutor.com/geo/coni/hActividades.html

Hipérbola con el método del jardinero

https://www.geogebra.org/material/show/id/707249

ETAPA DE ESTRUCTURACION Y SINTESIS

Se plantean 2 actividades en donde los estudiantes construyen el conocimiento a

partir de los saberes previos, identificados en el momento de exploracioén, con la

nueva informacion aportada en la fase de introduccién o estructuracion, se trata de

gue los estudiantes muestren lo aprendido de forma individual y en grupos, con la

asesoria permanente del docente.

Actividad 1

Elaboracién de mapa conceptual o mapa mental de las

conicas
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Objetivos Realizar resumen de lo aprendido con las secciones
conicas, mostrando las relaciones entre ellas a partir de

sus propiedades

Descripcion Se plantea la elaboracion de un mapa mental o mapa
conceptual a realizarse en grupo o equipo colaborativo de
maximo cuatro estudiantes con roles definidos, sobre las
secciones conicas. Para este efecto se hace una pequefia
introduccién acerca de qué es un mapa mental y las
herramientas web que pueden utilizarse.

http://tugimnasiacerebral.com/mapas-conceptuales-y-

mentales/que-es-un-mapa-mental-caracteristicas-y-como-

hacerlos
Software para realizar mapas mentales

https://www.mindmeister.com/es

Mapas conceptuales: pagina y software sugerido
https://cmaptools.softonic.com/

La actividad se desarrolla en tres fases:

1. Explicacion de los mapas mentales y conceptuales,
se entrega la tarea para realizar en equipo,
posibilidad de trabajo en sala de sistemas

2. Elaboracion de los mapas mentales o conceptuales
con su correspondiente soporte digital y cartelera
para compartir en el grupo.

3. Socializacién mediante exposicion y discusion, aqui
se pueden exponer las carteleras y hacer una
marcha silenciosa mirando el trabajo de sus
comparieros, previo a la exposicion.

Nota: los tiempos definidos son para la explicacién de las

herramientas TIC y para la socializacién del trabajo.

Tiempo 120 minutos
Recursos e PC
o TV
e Video beam
e Sala de sistemas
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Internet
Carteleras
Mesa de trabajo
e [Fotocopias.

Productos

Trabajo en formato digital (mapa mental o conceptual),
Cartelera

Aprendizajes

esperados

e Generalidades de las secciones conicas

e Aprender a realizar mapas mentales Yy/o
conceptuales

e Realizar resimenes y exposiciones

Actividad 2

Ejercitacion

Objetivos

Reconocer las secciones conicas y hallar sus elementos
a partir de las ecuaciones algebraicas de segundo grado.
Plantear la ecuacion de una seccién conica a partir de
algunos de sus elementos

Descripcién

Los estudiantes realizan taller con problemas de aplicacion
en grupo, el docente acompafia a cada equipo en la

resolucion y asesora en metodologia. Mirar anexo 1

Tiempo

120 minutos

Recursos

PC

TV

Video beam
Sala de sistemas
Internet
Carteleras

Mesa de trabajo
e Fotocopias

Productos

Cuestionario resuelto

Aprendizajes

esperados

Resolucién de situaciones problemas en donde se

involucren las ecuaciones de las secciones conicas

APLICACION
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Los estudiantes demuestran lo aprendido sin la asesoria del profesor resolviendo el

cuestionario final sobre la geometria analitica.

Actividad EVALUACION MEDIANTE CUESTIONARIO

Objetivos Medir los conocimientos adquiridos por los estudiantes
durante el transcurso de la unidad didactica

Descripcion Aplicar los conocimientos adquiridos en resolucion de
cuestionario con preguntas abiertas de conocimientos
tedricos, procedimentales y de aplicaciones de las
secciones conicas a resolver en parejas. Anexo 2
Socializacion de resultados, los estudiantes resuelven los
puntos de la encuesta y reconocen sus falencias y
equivocaciones

Se proponen temas de refuerzo

Tiempo 120 minutos

PC

TV

Video beam
Sala de sistemas
Internet
Carteleras

Mesa de trabajo
Fotocopias

Recursos

Productos Evaluacion formativa y sumativa. Taller 1

Para reforzar Ejercicios interactivos de circunferencia y circulo

http://www.vitutor.com/geo/eso/ac 2e.html

Posicion relativa de dos rectas

http://www.vitutor.com/geo/rec/e 11 e.html

Ejercicios sobre elipse

http://www.vitutor.com/geo/coni/gActividades.html

Ejercicios sobre parabola

http://www.vitutor.com/geo/coni/iActividades.html
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Ejercicios sobre hipérbola

http://www.vitutor.com/geo/coni/hActividades.html

ANEXO 1

TALLER

Institucion Educativa: Fecha:
Nombres y apellidos:

Grupo:  Grado:_

La circunferencia

1. Determine las ecuaciones canonica y general de la circunferencia cuyas
coordenadas del centro son €(—3,—2) y radio r = 2. Trace la grafica.

2. Un ciclista recorre una pista circular cuya ecuacién es x? + y2 — 6084 = 0. Si la
linea de partida se halla al este del centro, determine el nimero de vueltas que
debe recorrer para cubrir 5000 metros.

3. Determine las ecuaciones candnica y general de cada circunferencia:

Yy y

e T~
// \\ / AN

\\ // N P
. \\ // b
La parabola

1. Determine la ecuacion de la parabola a partir de la informacion dada:
a. Veértice (0,0); directriz y =1
b. Vértice (0,0); Foco (—1,0)
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2. Determine la ecuacion de la pardbola con vértice en (—1,2) y distancia focal p =
3. Trace su grafica.
3. Con los siguientes datos determine la ecuacion de la parabola, los elementos

restantes y trace su gréfica:

La elipse
1. Halle la ecuacion de cada elipse con centro €(0,0), a partir de las condiciones

dadas:
a. Los focos son F;(—3,0) y F,(3,0) y el eje menor es de 6 unidades.
b. El eje focal esta sobre el eje y, el eje mayor mide 12 unidades y el eje menor
mide 8 unidades.
2. Para cada elipse determine los vértices, los focos y los puntos de corte con el

eje normal. Luego trace su grafica.

XZ y2 2
a.?-l'ﬁ—l b.

2
y: _
+L =1

N|><
v

3. Encuentre la ecuacion canonica de cada elipse. Determine sus elementos:
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La hipérbola

1.

Determine los focos, veértices, la excentricidad, las ecuaciones de los ejes

longitudinal, transverso y las ecuaciones de las asintotas de cada hipérbola.

Luego trace su gréfica.

X
a.

9

¥
4

1

caso:

Determine la ecuacion de la hipérbola que satisface las condiciones en cada

a. Centro en (2,2), un foco en (10,2)

b. Centro en (3,1), un vértice en (5,1) y un foco en el punto (7,1)

Actividad

Actividades de refuerzo

Objetivos

Realizar actividades de refuerzo de temas en los que se
evidenciaron deficiencias o baja apropiacién por parte de

los estudiantes.

Descripcion

De acuerdo con las evaluaciones realizadas a lo largo de
la unidad didactica y de las propuestas de los estudiantes,
se programan actividades de refuerzo de temas que lo

requieran

Tiempo

120 minutos
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Recursos PC

TV

Video beam
Sala de sistemas
Internet

e Carteleras

e Mesa de trabajo

e Fotocopias

Productos Talleres resueltos
Aprendizajes Aprendizajes significativos mas estructurados en torno a la
esperados geometria analitica
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