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La investigación tuvo como fin optimizar carteras multiobjetivo a la luz de la 
teoría de la credibilidad. Para cumplir este objetivo, se propuso un novedoso 
modelo difuso de optimización denominado "Modelo Credibilístico Multiobje-
tivo de Media-Semivarianza-Liquidez para la Selección de Carteras". La 
incertidumbre de la liquidez y el rendimiento futuro de cada activo se modeló 
por medio de números difusos L-R con funciones de referencia tipo potencia, 
donde sus funciones de pertenencia se obtuvieron a partir de los percentiles 
muéstrales de sus rendimientos históricos y del índice de liquidez en bolsa, 
respectivamente. Con el objetivo de conseguir un modelo más realista se 
consideró la restricción de cardinalidad que limita el número de activos que 
participan en las carteras y las restricciones de cotas superiores e inferiores 
que permiten combinaciones de activos que respetan las preferencias del 
inversor. El problema de optimización multiobjetivo resultante fue lineal y 
convexo, y fue resuelto aplicando algoritmo NSGAII.

La ilustración de la efectividad y eficiencia del modelo en aplicaciones prácticas, 
se realizó para un inversionista que asume la toma de decisiones de inversión en el 
Mercado Integrado Latinoamericano (MILA), que integra los mercados bursátiles 
de Chile, Colombia, México y Perú.

El resultado del estudio empírico estableció que el modelo propuesto proporciona 
conjuntos de carteras no-dominadas ampliamente distribuidas en el frente óptimo 
de Pareto, lo cual provee al decisor una representación de los mejores trade-offs 
entre los tres criterios seleccionados. Así mismo, al maximizar el índice de Sortino 
por primera vez en un entorno credibilístico, se seleccionó los pesos de inversión 
óptimos de una estrategia de re-balanceo de 4 carteras. Seguidamente, esta 
estrategia de re-balanceo se contrasto con el comportamiento del ETF MILA TRC, y 
se demostró que la cartera re-balanceada ofrece una mejor alternativa en cuanto a 
la rentabilidad, la liquidez y riesgo del mercado
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Resumen

El presente trabajo de investigación doctoral tiene como finalidad opti-
mizar carteras multiobjetivo a la luz de la teoría de la credibilidad. Con el 
propósito de cumplir con este objetivo, se propone un novedoso modelo 
difuso de optimización denominado Modelo credibilístico multiobjetivo de 
media-semivarianza-liquidez para la selección de carteras. La incertidumbre 
de la liquidez y el rendimiento futuro de cada activo se modela por medio 
de números difusos L-R con funciones de referencia tipo potencia. Con el 
objetivo de conseguir un modelo más realista se considera la restricción de 
cardinalidad que limita el número de activos que participan en las carteras 
y las restricciones de cotas superiores e inferiores que permiten combina-
ciones de activos que respetan las preferencias del inversor. 

Con miras a la selección de una cartera óptima, esta investigación defi-
ne, por primera vez, el ratio de Sortino, en un entorno credibilístico. El 
problema de optimización multiobjetivo resultante es lineal y convexo, y 
la introducción de restricciones realistas convierte el modelo de un pro-
blema de optimización cuadrática clásica (classical quadratic optimization 
problem) a uno de programación cuadrática de enteros mixtos (quadratic 
mixed-integer problem) que es NP-hard. Para superar este inconveniente 
se aplica el Non-Dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGAII), MOEA  
–que ha sido utilizado con éxito en la generación de soluciones eficientes 
en varios modelos multiobjetivos de selección de carteras–. Finalmente, se 
demuestran la efectividad y eficiencia del modelo en aplicaciones prácticas, 
pues se asume, por primera vez, la toma de decisiones de inversión en el 
Mercado Integrado Latinoamericano (MILA), que aglomera los mercados 
bursátiles de Chile, Colombia, México y Perú.
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1.1 Antecedentes

La selección de carteras es uno de los temas más explorados y dinámicos 
de la teoría financiera moderna. Este hace referencia a la asignación de 
la riqueza del inversor entre diferentes tipos de activos financieros, con 
el objetivo no solo de minimizar el riesgo de la riqueza terminal, sino de 
que el valor esperado de esta también sea igual a un nivel prescrito. La 
primera formulación matemática del problema de selección de carteras fue 
el modelo clásico y seminal de media varianza propuesto por Markowitz 
(1952), quien asumió como una variable aleatoria la tasa de retorno de un 
activo, tomó la esperanza matemática y la varianza de esa variable aleatoria 
como el retorno y el riesgo respectivamente, y determinó la cartera óptima 
al resolver una programación cuadrática. Alternativamente, para mejorar 
el modelo de media varianza, Konno y Yamazaki (1991) propusieron el 
primer modelo de selección de carteras de programación lineal, al utilizar 
la desviación absoluta como medida alternativa para cuantificar el ries-
go. Sin embargo, el modelo de desviación media absoluta es equivalente 
al modelo de media varianza si los rendimientos siguen una distribución 
normal multivariante (Vercher, Bermúdez, y Segura, 2007). Como puede 
apreciarse, cuando los rendimientos de la cartera son típicamente asimétri-
cos, la varianza y la desviación absoluta no son apropiadas para medir el 
riesgo de la cartera, debido a que estas consideran en iguales condiciones 
tanto los retornos altos que el inversionista desea, como los retornos bajos 
no deseados (X. Li y Qin, 2014). En otras palabras, estas medidas de riesgo 
penalizan las desviaciones alcistas (i.e. ganancias) y bajistas (i.e. pérdidas) 
del retorno esperado (Gupta, Mittal, y Mehlawat, 2013). Para resolver 
este problema, varias medidas de riesgo de tipo downside (i.e. medidas que 
solo consideran como arriesgados los resultados por debajo de un nivel 
de referencia) han sido propuestas: semivarianza (Markowitz, 1959), mo-
mento parcial más bajo (lower partial moment) (Bawa, 1975; Fishburn, 
1977), semidesviación absoluta (Speranza, 1993), valor en riesgo (VaR) 
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(J.P. Morgan, 1996) y valor en riesgo condicional (CVaR) (Rockafellar y 
Uryasev, 2000, 2002), entre otras. Una de las medidas de riesgo downside 
más comúnmente aceptadas es la semivarianza, introducida inicialmente 
por Markowitz (1959) y posteriormente desarrollada y analizada en mod-
elos de selección de carteras de media semivarianza (Choobineh y Brant-
ing, 1986; Estrada, 2004; Grootveld y Hallerbach, 1999; Mao y Brewster, 
1970; Markowitz, Todd, Xu, y Yamane, 1993; Rom y Ferguson, 1994). 

La ventaja principal sobre la varianza es que la semivarianza no considera los 
valores por encima de un valor crítico (i.e. ganancias) como riesgo (Gupta, 
Mittal et al., 2013), y es una medida de riesgo más apropiada cuando un 
inversionista está más interesado en la factibilidad de reducir o cubrir sus 
posibles pérdidas y la variabilidad de estas, que en las de sus posibles ganancias 
(Markowitz et al., 1993). No obstante, cabe señalar que el modelo de media 
semivarianza es computacionalmente más complejo que el de media varianza 
(Grootveld y Hallerbach, 1999; Markowitz et al., 1993).

Tradicionalmente, en la mayoría de los modelos de selección de carteras 
existentes las decisiones de los inversionistas se rigen por dos criterios fun-
damentales: el retorno y el riesgo (Konno y Yamazaki, 1991; Markowitz 
et al., 1993; Speranza, 1993). Sin embargo, en el proceso de selección de 
carteras se encuentra con frecuencia que no toda la información relevante 
para la toma de decisiones de inversión puede capturarse solo por el retor-
no y el riesgo. En este sentido, es importante tener en cuenta otros criterios 
que podrían tener un nivel de importancia igual o mayor para el inversion-
ista. Cuando estos se consideran en un modelo de selección de carteras, 
es posible obtener portafolios en los que un rendimiento o riesgo menos 
favorables se compensan por los beneficios adicionales que le aportan al 
desempeño de la cartera la inclusión de otros criterios, lo que genera un 
mayor nivel satisfacción para el inversionista (Gupta, Inuiguchi, Mehla-
wat y Mittal, 2013). Por estas razones, la aplicación de modelos de toma 
de decisiones multiobjetivo para resolver el problema de optimización de 
carteras ha registrado un aumento considerable en los últimos años (Anag-
nostopoulos y Mamanis, 2010; Babaei, Sepehri, y Babaei, 2015; Branke, 
Scheckenbach, Stein, Deb y Schmeck, 2009; Chunhachinda, Dandapani, 
Hamid y Prakash, 1997; Hallerbach y Spronk, 2002; Joro y Na, 2006; 
Konno y Yamazaki, 1991; Lwin, Qu, y MacCarthy, 2017).
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En la mayoría de los estudios antes mencionados, el retorno de los activos 
se asume como una variable aleatoria, y la teoría de la probabilidad fue la 
principal herramienta matemática para tratar la incertidumbre en el pasa-
do. No obstante, el mundo es complejo y la aleatoriedad no es el único tipo 
de incertidumbre en la realidad, especialmente cuando se incluyen factores 
humanos (Huang, 2010). En los mercados financieros la información di-
sponible es a menudo incompleta, lo que conduce a que las decisiones se 
tomen bajo incertidumbre. Por otra parte, los mercados se ven afectados 
por la vaguedad y la ambigüedad asociadas a expresiones lingüísticas como 
“alto riesgo”, “bajo rendimiento” y “baja liquidez”, que emplean los inver-
sionistas y los expertos en este tema (Gupta, Inuiguchi et al., 2013; Gup-
ta, Mittal et al., 2013). Debido a la información vaga y ambigua, varios 
investigadores han utilizado la teoría de conjuntos difusos (Zadeh, 1965) 
en el problema de selección de carteras para integrar la información cual-
itativa y cuantitativa, las preferencias subjetivas de los inversionistas y el 
conocimiento experto. Una rica literatura disponible propone diferentes 
aproximaciones para cuantificar la incertidumbre del rendimiento futuro 
del activo mediante distribuciones de posibilidad (Carlsson, Fullér y Ma-
jlender, 2002; Dubois y Prade, 1985; Saborido, Ruiz, Bermúdez, Vercher 
y Luque, 2016; Vercher et al., 2007; S. Wang y Zhu, 2002; Yue y Wang, 
2017). Aunque la medida de posibilidad ha sido ampliamente utilizada, no 
es auto-dual. Como alternativa, B. Liu y Liu (2002) propusieron una me-
dida de credibilidad auto-dual para superar las limitaciones de la medida 
de posibilidad. Desde entonces, algunos investigadores sugieren modelar la 
incertidumbre del rendimiento futuro del activo mediante distribuciones 
de credibilidad (Barak, Abessi y Modarres, 2013; Huang, 2006; Jalota, 
Thakur y Mittal, 2017a; Mehlawat, 2016; Vercher y Bermúdez, 2015; B. 
Wang, Li, y Watada, 2017). 

Un aspecto importante por considerar en los modelos difusos de optimi-
zación de cartera está relacionado con la selección apropiada de la función 
de pertenencia que mejor se ajuste a los datos históricos de los rendimien-
tos de los activos. Existe una gran cantidad de fuentes bibliográficas que 
utilizan funciones de pertenencia convencionales, como la lineal, la trape-
zoidal, la triangular y la sigmoide (Gupta, Mittal et al., 2013; X. Li, Zhang, 
Wong y Qin, 2009; Mashayekhi y Omrani, 2016; Qin, 2017; Qin, Li, y Ji, 
2009; Yue y Wang, 2017) para este propósito. En un esfuerzo por buscar 
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un mejor ajuste de la representación difusa de los datos históricos, algunos 
investigadores han venido utilizando números difusos de tipo L-R, debi-
do a que la función de pertenencia generada por estos es más flexible, y, 
además, es una mejor opción para este tipo de proceso de modelado (Jalota 
et al., 2017a; Jalota, Thakur y Mittal, 2017b; Saborido et al., 2016; Verch-
er y Bermúdez, 2013, 2015).

1.2 Motivaciones de la investigación

Una vez expuestos los antecedentes de algunas investigaciones previas rel-
acionadas con el objeto de estudio de la presente publicación, esto es, el 
problema de selección de carteras, a continuación resulta conveniente de-
scribir las razones que ayudaron a perfilar el eje central de la presente tesis 
doctoral y que han servido de motivación para la realización de la misma:

• La mayoría de los modelos de optimización basados en el ajuste de 
números difusos LR para modelar los parámetros inciertos de una car-
tera revisados hasta la fecha (Jalota et al., 2017b; Saborido et al., 2016; 
Vercher y Bermúdez, 2013, 2015) se enfocan en modelar directamente 
la incertidumbre del rendimiento esperado de la cartera, en lugar de 
utilizar la combinación de incertidumbres proporcionadas por los ren-
dimientos de los activos individualmente considerados. De acuerdo 
con la revisión literaria realizada, existen solo tres estudios en los cuales 
la incertidumbre sobre el rendimiento de cada activo individual se 
modeliza como un número difuso L-R (Jalota et al., 2017a; Vercher, 
2008; Vercher et al., 2007). La principal ventaja de utilizar números 
difusos L-R para los activos individuales es que esta decisión permite 
obtener una mejor información sobre el comportamiento de cada acti-
vo y, por consiguiente, se contribuye mejor a la formación de la cartera 
(Jalota et al., 2017a). Por lo anterior, es lógico extender la literatura a 
un modelo de selección de carteras al asumir que la rentabilidad de 
cada activo individual se representa mediante un número difuso de 
tipo L-R, con funciones de referencia de la familia de potencias.

• Una cuestión importante que ha revelado la revisión de los estudios es que 
una gran parte de los modelos de selección de carteras basados en ajustes 
de números difusos L-R se han constituido bajo un entorno posibilístico. 
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Con base en los conocimientos del autor de este trabajo, solo existen tres 
estudios en los que los investigadores han modelizado la incertidumbre 
del rendimiento de una cartera mediante distribuciones de credibilidad 
(Jalota et al., 2017a, 2017b; Vercher y Bermúdez, 2015). Aunque la me-
dida de posibilidad ha sido extensamente utilizada en la literatura para 
representar la tasa de rendimiento de los activos en la teoría de selección 
de carteras, es inconsistente con la ley de medio excluido y con la ley de 
contradicción. A modo de ejemplo, un evento difuso puede fallar, aunque 
su valor de posibilidad sea 1, y se puede mantener, aunque su valor de 
necesidad sea 0. Esto obedece a que la medida de posibilidad no satisface 
la propiedad de dualidad, plenamente necesaria en la teoría y en la prác-
tica. Asimismo, es importante resaltar que un evento difuso seguramente 
ocurrirá si su valor de credibilidad es 1, es decir, el evento difuso se man-
tendrá si su valor de credibilidad es 1, y fallará si este es 0 (Gupta, Mehl-
awat, Inuiguchi y Chandra, 2014b). Para este propósito es fundamental 
comprender el uso de la medida de credibilidad como la medida básica 
de la ocurrencia de un evento difuso y es vital estudiar su aplicación en los 
modelos de toma de decisiones multiobjetivo para resolver el problema 
de optimización de carteras.

• En los estudios disponibles sobre el tema se evidencia que existe una 
fuerte dependencia de la varianza como una media de riesgo en los 
modelos de optimización de carteras (Mehlawat, 2016; Metaxiotis y 
Liagkouras, 2012). Según se ha citado, para que la varianza difusa sea 
una media de riesgo eficiente, la función de pertenencia de los retor-
nos de los activos financieros debe ser simétrica, lo que resulta en una 
aceptación limitada de la varianza como medida de riesgo. De esta 
manera, la semivarianza como medida de riesgo downside no depende 
de un determinado tipo de función de pertenencia simétrica y puede 
calcularse a partir de datos no simétricos. Según las pesquisas del autor, 
solo existen dos investigaciones en las que se adoptó la semivarianza 
como medida de riesgo en un modelo credibilístico de optimización 
basado en el ajuste de números difusos L-R para modelar los parámet-
ros inciertos de la cartera (Jalota et al., 2017a, 2017b). Como puede 
apreciarse, la consideración de la semivarianza como medida de riesgo 
en un entorno credibilístico no se ha estudiado mucho, a pesar de que 
esta es más dinámica y general que la varianza, y no depende de nin-
guna función de pertenencia específica. Dada esta condición, resulta 
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oportuno realizarle un aporte a la literatura y considerar la semivarian-
za como la medida de riesgo en un modelo de optimización de carteras 
multiobjetivo a la luz de la teoría de la credibilidad.

• La mayoría de los modelos difusos de optimización de carteras revisa-
dos hasta la fecha han sido evaluados en mercados financieros como la 
Bolsa de Madrid (España), la Bolsa de Valores de Bombay (India), de 
Shanghai (China) y la de Nueva York (USA), entre otros. Según el leal 
saber y entender, no existen estudios numéricos y experimentales que 
se hayan desarrollado en los mercados financieros latinoamericanos. A 
este respecto, el presente estudio hace una contribución al proponer un 
modelo difuso multiobjetivo de selección de carteras, donde se asume 
por primera vez la toma de decisiones de inversión en el Mercado In-
tegrado Latinoamericano (MILA), que integra los mercados bursátiles 
de Chile, Colombia, México y Perú.

• Además de la rentabilidad y el riesgo, la liquidez es también una de las 
principales preocupaciones de los inversionistas al tomar decisiones. 
Generalmente, los inversores prefieren una mayor liquidez de sus car-
teras, en especial cuando el mercado presenta una tendencia alcista, 
debido a que los rendimientos de los activos altamente líquidos tien-
den a aumentar con el paso del tiempo. Una revisión de las fuent-
es bibliográficas mostró que la liquidez se ha considerado como una 
variable difusa en modelos de selección de carteras (Arenas-Parra, Bil-
bao-Terol, y Rodríguez-Uría, 2001; Gupta, Inuiguchi, y Mehlawat, 
2011; Gupta, Mehlawat, y Saxena, 2008; Jalota et al., 2017a, 2017b). 
Debido a la importancia de la liquidez de los activos, y debido a la 
preferencia de los inversionistas de poseer una cartera que sea fácil-
mente liquidada, es útil incorporar el criterio de liquidez al formular 
el modelo de selección de carteras y obtener estrategias de inversión 
multiobjetivo bajo un entorno de decisión difusa. 

• El concepto de cartera óptima recae en la teoría moderna de porta-
folio (Markowitz, 1952), la cual asume –entre otras cosas– que los 
inversionistas actúan racionalmente y sus decisiones siempre estarán 
orientadas a maximizar la rentabilidad esperada para un determinado 
nivel de riesgo, o minimizar el riesgo soportado para un determinado 
nivel de rentabilidad esperada. En este propósito se requiere establecer 
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medidas o indicadores que relacionen la rentabilidad obtenida por una 
cartera con el riesgo asociado a esta, lo que permite, de esta forma, una 
correcta evaluación y comparación de los resultados obtenidos en una 
cartera dada. Para tal fin, se han desarrollado las llamadas medidas de 
performance de las carteras, basadas en los dos elementos definitorios 
de estas: la rentabilidad y el riesgo. Entre las medias de performance 
se encuentra el ratio de Sortino (Sortino y Forsey, 1996; Sortino y 
Price, 1994; Sortino y Van Der Meer, 1991), que permite medir la 
prima de rentabilidad por unidad de riesgo soportado de un activo 
o cartera. El ratio de Sortino es una modificación del ratio de Sharpe 
(Sharpe, 1994), y se fundamenta en el supuesto de que el objetivo de 
los inversionistas es el de minimizar la volatilidad proveniente de los 
retornos negativos (i.e. volatilidad no deseada). De acuerdo con la re-
visión literaria de esta investigación, no existen estudios en los cuales se 
haya aplicado el ratio de Sortino en un entorno credibilístico. En este 
sentido, para seleccionar la cartera óptima de la frontera eficiente, este 
estudio define por primera vez el ratio credibilístico de Sortino como la 
relación entre la prima de riesgo y la semivarianza credibilísticas.

1.3 Objetivos

Una vez expuestos los motivos que justifican la realización de la presente 
tesis doctoral, resulta necesario plantear los objetivos que se persiguen con 
la misma, con el fin de delimitar los ejes fundamentales de la investigación. 

En el marco de este proyecto se ha identificado un objetivo principal, que 
se desglosa, a su vez, en cuatro objetivos secundarios:

1.3.1 Objetivo general

Optimizar carteras multiobjetivo a la luz de la teoría de la credibilidad en 
el Mercado Integrado Latinoamericano (MILA).

1.3.2 Objetivos específicos

• Caracterizar la situación actual de los mercados de capitales de 
Latinoamérica.
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• Plantear un modelo credibilístico de tres objetivos para generar 
carteras eficientes que incorporen las preferencias del inversor y las 
condiciones del mercado. 

• Aplicar el modelo credibilístico multiobjetivo de selección de car-
teras en el Mercado Integrado Latinoamericano (MILA).

• Presentar las conclusiones y aportaciones del estudio a la comuni-
dad académica y científica.

1.4 Estructura de la tesis

La investigación se divide en seis partes, como se apreciará en la figura 
1.1. En la primera parte, en el capítulo 1, se exponen los antecedentes, 
las motivaciones y los objetivos de la investigación. En la segunda parte, 
los capítulos 2, 3 y 4 examinan el estado del arte de la optimización de 
carteras, los algoritmos evolutivos multiobjetivo en la optimización de car-
teras y la teoría de la credibilidad. La tercera parte corresponde al capítulo 
5 e introduce una caracterización de los mercados de capitales de Latino-
américa durante el periodo de enero de 2000 a diciembre de 2016. En la 
cuarta sección, los capítulos 6 y 7 proponen el modelo credibilístico mul-
tiobjetivo de media-semivarianza-liquidez para la selección de carteras, y 
explican la solución metodológica para resolver el modelo con la aplicación 
del algoritmo NSGAII (Non-Dominated Sorting Genetic Algorithm II). En 
la quinta parte, en el capítulo 8, se testea el modelo propuesto al usar los 
retornos históricos semanales de los mercados accionarios de Chile, Co-
lombia, México y Perú entre junio de 2011 y junio de 2017. Este capítulo 
también incluye una discusión de los resultados obtenidos. Finalmente, la 
sexta parte corresponde al capítulo 9, el cual consolida las conclusiones y 
establece posibles líneas futuras de investigación que se generen a raíz de 
los resultados expuestos en este texto. 
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Figura 1.1. Estructura de la tesis.
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2.1 Introducción al tema

La teoría de optimización de carteras ha sido fundamental para el desarrol-
lo y entendimiento de los mercados financieros y la toma de decisiones en 
ese contexto. El mayor avance en este campo lo produjo el profesor Harry 
Markowitz en 1952, con la publicación de su artículo seminal Portfolio 
Selection (Kolm, Tütüncü y Fabozzi, 2014). Esta innovadora teoría pro-
porcionó una respuesta a la pregunta fundamental: ¿cómo un inversionista 
debe asignar sus fondos entre las diferentes alternativas de inversión? En 
primer lugar, Markowitz cuantificó el retorno y riesgo de un activo, con el 
uso de las medidas estadísticas de su media y varianza, respectivamente. En 
segundo lugar, sugirió que los inversionistas deberían considerar en con-
junto la rentabilidad y el riesgo, y determinar la asignación de sus fondos 
entre las diferentes alternativas de inversión en función del trade-off entre 
el riesgo y la rentabilidad.

Sobre la base de las consideraciones anteriores, la idea propuesta por Mar-
kowitz de que un óptimo trade-off entre la rentabilidad y el riesgo debería 
ser la base de la toma de decisiones financieras, constituyó un aporte sin 
precedentes por dos razones fundamentales: en primer lugar, postuló que 
una evaluación cuantitativa conjunta del rendimiento y del riesgo de una 
cartera se podría llevar a cabo considerando los retornos de los activos y 
sus comovimientos. Un principio importante de esta innovadora propues-
ta fue el de la diversificación de la cartera, que se basa en la idea de que 
el riesgo de un portafolio depende de la covarianza de los activos que lo 
componen y no del riesgo promedio de los mismos (Fabozzi, Kolm, Pa-
chamanova y Focardi, 2007; Mascareñas, 2015). Este concepto fue ajeno 
al análisis financiero clásico (análisis ad hoc) descrito por Graham y Dodd 
(1934), que giraba en torno a la valoración de los activos individuales, 
principalmente a través del uso del balance general y el estado de resulta-
dos, y diseñados para identificar aquellos activos que se vendían por debajo 
o por encima de su valor intrínseco o su valor en libros (Bhalla, 2008). En 
segundo lugar, Markowitz formuló el proceso de decisión financiera como 
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un problema de optimización, y sugirió que entre un número infinito de 
carteras que logran un retorno objetivo y específico, el inversionista debe 
elegir aquella que ofrece la varianza más pequeña. Todas las demás carteras 
son “ineficientes” debido a que poseen una mayor varianza y, por lo tanto, 
un mayor riesgo (Fabozzi et al., 2007).

El trabajo de Markowitz ha tenido un alto impacto en la investigación 
académica y en la industria financiera en su conjunto (Kolm et al., 
2014). Al realizar algunas búsquedas en Internet con motivo de esta te-
sis doctoral se revela que 122 000 artículos en Google Académico citan 
el artículo original de Markowitz, Portfolio Selection. Cuando se busca 
‘‘Modern Portfolio Theory’’ se obtienen aproximadamente 1 230 000 
aciertos en Google, 3 410 videos en YouTube, 105 libros en Amazon y 
miles de entradas en Twitter.

No obstante, al realizar una comparación entre los supuestos simplistas 
del modelo inicial de Markowitz y las condiciones existentes en el mundo 
real a las que se enfrentan los decisores (p.ej. requisitos adicionales sobre 
el número o proporción de los activos seleccionados, la distribución de los 
rendimientos, etc.), se evidencia la necesidad de mejorarlo, y como con-
secuencia, se ha producido una creciente complejidad en los modelos que 
estudian el problema de selección de carteras (Ponsich, Jaimes y Coello, 
2013). En el orden de las ideas anteriores, el modelo de media varianza 
(Markowitz, 1952) ha sido extendido mediante la introducción de nuevas 
medidas del riesgo de la inversión: semivarianza (Markowitz, 1959), des-
viación absoluta (Konno y Yamazaki, 1991), valor en riesgo (J.P. Morgan, 
1996), entre otras, y de factores que permiten modelizar los requisitos del 
inversionista y de los mercados financieros: costes de transacción, hori-
zonte multiperiodo, cardinalidad restringida, entre otros (Vercher, 2015).

En el marco de las observaciones anteriores, la sección 2.1 de este capítulo 
pretende revisar de manera sistemática la literatura que analiza no solo el 
modelo clásico de optimización de media varianza, sino también varias ex-
tensiones de este modelo considerando medidas alternativas de riesgo. En 
la sección 2.2 se ahonda en los aspectos relacionados con la optimización 
de carteras en la práctica. Finalmente, la sección 2.3 presenta el resumen y 
las conclusiones correspondientes a este capítulo.
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2.2 Medidas de riesgo en el problema
de selección de carteras

A pesar del frecuente uso del término “riesgo”, no existe una definición 
formal del vocablo y, por lo tanto, el entendimiento común del mismo 
posee una inherente característica de subjetividad. La definición que da el 
Diccionario de la Real Academia Española (2014) sobre riesgo es “contin-
gencia o proximidad de un daño”, es decir, es la posibilidad de que ocurra 
(o no ocurra) un evento “negativo”. En este contexto, el riesgo solo se “ma-
terializará” cuando un evento suceda, aunque este puede estar siempre pre-
sente (Alonso y Berggrun, 2015). Desde el punto de vista matemático, el 
riesgo generalmente no distingue entre desviaciones positivas o negativas, y 
se modela como una variable aleatoria (Cottin y Döhler, 2009; Danthine y 
Donaldson, 2005), donde la función de densidad describe la probabilidad 
de que el riesgo tome un determinado valor. 

En finanzas, el concepto de riesgo se relaciona con una pérdida o una 
ganancia. Dowd (2002) define el riesgo financiero como “la perspectiva 
de pérdidas o ganancias financieras debido a cambios imprevistos en los 
factores de riesgo subyacentes” (p. 1). Usualmente, según su naturaleza, los 
riesgos financieros se dividen en riesgo de mercado, riesgo de crédito, ries-
go de operación y riesgo de liquidez (McNeil et al., 2005; Unger y Poddig, 
2014), tal y como se muestra en la figura 2.1.

En relación con la clasificación anterior, Dowd (2002) señala que dentro 
del riesgo de mercado se encuentran otros tipos más específicos de factores, 
como por ejemplo, el riesgo del subyacente, el riesgo de tasas de interés, el 
de tipo de cambio, el asociado al precio de los commodities, entre otros. En 
este propósito, esta tesis doctoral cubre el aspecto vinculado con el riesgo 
de mercado, que es el que se deriva de la variación en los precios de merca-
do de los activos en una cartera dada. 

Es importante tener presentes las actitudes que los inversionistas adoptan 
hacia al riesgo y cómo estas influyen en el proceso de toma de decisiones 
financieras. Según se ha citado, el riesgo es generalmente subjetivo y de-
pende de la situación. Las actitudes del inversionista frente al riesgo depen-
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den de las preferencias individuales, que pueden ser conceptualizadas 
a través de la teoría de la utilidad1 (Dowd, 2005). De acuerdo con los 
planteamientos presentados por Hanisch (2006), una medida de riesgo 
representa la cantidad del grado de incertidumbre, o el nivel de conse-
cuencias negativas que el inversionista está dispuesto a tomar en una 
decisión bajo riesgo. En este sentido, por un lado, las medidas de riesgo 
capturan la incertidumbre sobre cuáles serán los posibles resultados que 
ocurrirán y, por otra parte, cómo los resultados negativos influyen en las 
decisiones del inversor. En este propósito, diferentes medidas de riesgo 
se han establecido para cuantificar no solo la densidad de una variable 

1 La teoría de la utilidad se ocupa de las preferencias de los individuos en las situ-
aciones que conllevan la toma de decisiones (Fishburn, 1970, p. 1). En este 
contexto, las decisiones y la teoría de la utilidad están estrechamente relacio-
nadas. Fishburn (1970) señala: “Para una relación entre decisión y preferencia, 
se asumirá que las preferencias, en mayor o menor medida, rigen las decisiones, 
y, en términos generales, un tomador de decisiones preferiría implementar una 
alternativa más preferida que una menos preferida” (p. 1).

Figura 2.1. Tipos de riesgos financieros. Fuente: elaboración propia
a partir de McNeil, Frey y Embrechts (2005), y Unger y Poddig (2014).
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aleatoria, sino también para reflejar las preferencias subjetivas del inver-
sionista (Unger y Poddig, 2014). 

Figura 2.2. Medidas de riesgo en el problema de selección de carteras.
Fuente: elaboración propia a partir de Fabozzi et al. (2007).

Como muestra la figura 2.2, en el problema de selección de carteras se 
distinguen dos tipos de medidas de riesgo: las de dispersión y las Down-
side2 (Fabozzi et al., 2007; Ortobelli, Rachev, Stoyanov, Fabozzi y Biglova, 
2005). A continuación, se presentará una revisión de estas medidas y su 
uso en la optimización de carteras.

2.2.1 Medidas de riesgo de dispersión

Se les conoce también como medidas de incertidumbre. Sin embargo, la 
incertidumbre no cuantifica necesariamente el riesgo. Estas medidas de 

2 En términos anglosajones, al riesgo de las pérdidas se le llama “downside risk”, y 
al riesgo de las ganancias, “upside risk”.
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riesgo, denominadas también “simétricas”, penalizan los rendimientos tan-
to por encima como por debajo del rendimiento esperado. En otras pal-
abras, no hacen distinción entre las desviaciones positivas (i.e. ganancias) 
y las negativas (i.e. perdidas) respecto al valor esperado del rendimiento 
(Fabozzi, Focardi y Kolm, 2010). A continuación, se analizarán las medi-
das de riesgo simétricas de varianza y desviación absoluta.

2.2.1.1 Media desviación estándar o media varianza3

El paso más importante en la dirección de la gestión cuantitativa de car-
teras fue realizado por Markowitz (1952) con la introducción del modelo 
de optimización de cartera basado en un contexto bicriterio de riesgo-re-
torno (media-varianza). Inicialmente, este modelo generó relativamente 
poco interés, pero, con el tiempo, las comunidades científica y financiera 
adoptaron la tesis. En la actualidad, los principios introducidos a través 
de este modelo siguen siendo el núcleo de varios enfoques modernos para 
la asignación de activos, análisis de inversiones, gestión de riesgos, presu-
puestos de capital y toma de decisiones en condiciones de incertidumbre 
(Zopounidis, Doumpos y Fabozzi, 2014). En 1990, Harry Markowitz, 
Merton Miller y William Sharpe recibieron el Premio Nobel por su trabajo 
pionero en la teoría de la economía financiera4.

La teoría de Markowitz, popularmente referida como teoría moderna de 
portafolio, proporcionó una respuesta a la siguiente pregunta fundamen-
tal: ¿cómo debería un inversionista asignar el capital entre las posibles op-
ciones de inversión? El análisis de cartera se debe fundamentar en algunos 
criterios que sirvan de guía para lo importante y lo poco importante, lo 
relevante y lo irrelevante (Azmi, 2013). Algunos de estos criterios incluyen 
la liquidez, la clase de activos, la región de los activos, la microeconomía, 

3 La varianza y la desviación estándar se consideran como una misma medida de 
riesgo debido a que la desviación estándar es la raíz cuadrada de la varianza. 

4 Markowitz recibió el premio por haber desarrollado la teoría de selección de 
carteras; Sharpe, por sus contribuciones a la teoría de la formación de precios de 
activos financieros y el desarrollo del modelo de valoración del precio de los ac-
tivos financieros o capital asset pricing model (conocido como modelo CAPM); y 
Miller, por su trabajo en la teoría de las finanzas corporativas.
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la macroeconomía y la dinámica del mercado (Azmi y Tamiz, 2010). La 
elección adecuada de estos criterios depende de la situación y la naturaleza 
del inversionista. Para cada tipo de inversionista, los detalles del análisis 
de la cartera deben seleccionarse adecuadamente. No obstante, hay dos 
criterios que son comunes a todos los inversionistas: la media (retorno es-
perado) y la varianza del retorno (riesgo). Para Markowitz, las “creencias” 
o proyecciones respecto a los activos siguen las mismas reglas de probabili-
dad que obedecen a las variables aleatorias. Bajo esta suposición, se deduce 
que el rendimiento esperado de la cartera es el promedio ponderado de 
los rendimientos esperados de los activos individuales, y la varianza del 
rendimiento de la cartera es una función particular de las varianzas de, y 
las covarianzas entre los activos y sus pesos en la cartera (Gupta, Mehlawat, 
Inuiguchi y Chandra, 2014a). Por lo tanto, los inversionistas deben con-
siderar de forma conjunta el riesgo y el retorno, y determinar la asignación 
de capital entre las alternativas de inversión sobre la base del principio 
trade-off entre ellos (Kolm et al., 2014). Además, Markowitz sugirió que 
la selección de carteras debe basarse más en las creencias razonables sobre 
el desempeño futuro que el desempeño pasado per se. Las percepciones 
con fundamento en los desempeños pasados asumen, en efecto, que el 
promedio de los retornos en el pasado son buenas estimaciones del retorno 
“probable” en el futuro, y la varianza del retorno en el pasado es una buena 
medida de la incertidumbre del retorno en el futuro (Gupta et al., 2014a). 

La sabiduría convencional siempre ha dicho: “No ponga todos los huevos 
en una sola canasta”. En términos más técnicos, este viejo adagio alude a 
los beneficios de la diversificación (Fabozzi, Gupta y Markowitz, 2002). 
A tal efecto, es importe señalar que Markowitz, a través de su modelo de 
media varianza, fue el primero en mostrar los efectos de la diversificación, 
es decir, la reducción del riesgo a través de la asignación del capital en-
tre varios activos financieros. En esencia, la diversificación se fundamenta 
en las características de retorno-riesgo (i.e. covarianza o correlación) de 
los diferentes activos. Sin embargo, “más” activos podría no ser necesar-
iamente una “buena” alternativa, si todos los activos exhiben las mismas 
características de retorno-riesgo. En otras palabras, invertir todo el dinero 
en activos que están altamente correlacionados no es una estrategia de in-
versión muy prudente, por más pequeña que sea la probabilidad de que un 
activo cualquiera tenga un mal desempeño. Esto se debe, en parte, a que si 
un único activo tiene un mal desempeño, es probable que, debido a su alta 



34

Optimización multiobjetivo para la selección de carteras

correlación con los otros activos, estos también presenten un mal desem-
peño, lo que afecta el rendimiento de la cartera. Por lo tanto, una “buena” 
cartera estaría compuesta por activos cuyas características de retorno-riesgo 
presentan diversas diferencias (Fabozzi et al., 2007; Gupta et al., 2014a).

Es bien sabido que la distribución de los rendimientos de los activos no es 
normal y a menudo exhiben colas gordas o pesadas5 (Boudt, Lu y Peeters, 
2015; Fama, 1965b; Jansen, Koedijk, y De-Vries, 2000; Y.S. Kim, Gia-
cometti, Rachev, Fabozzi y Mignacca, 2012; Mandelbrot, 1963a, 1963b). 
Así mismo, hay cierta evidencia de que las varianzas de los retornos de al-
gunos activos no son limitadas (i.e. son infinitas, y por lo tanto, no existen) 
(Fabozzi et al., 2007). De igual forma, se ha probado que si los rendimien-
tos de los activos se comportan como una distribución de Paretoestable, 
la diversificación puede ya no ser una actividad económica significativa 
(Fama, 1965a). Bajo este contexto, el principio de la diversificación se po-
dría poner en duda. No obstante, la mayoría de los estudios están de acu-
erdo en que un cierto nivel de diversificación es alcanzable en los mercados 
(Campbell, Lettau, Malkiel y Xu, 2001; Evans y Archer, 1968; Malkiel, 
2002; Vardharaj, Fabozzi y Jones, 2004).

El concepto de diversificación es tan intuitivo y tan influyente que ha sido 
continuamente aplicado en diferentes áreas de las finanzas. En efecto, una 
gran parte de las innovaciones que rodean a las finanzas ha estado en la 
aplicación del concepto de diversificación o en la introducción de nuevos 
métodos para obtener mejores estimaciones de las varianzas y covarianzas, 
lo que posibilita una mayor precisión tanto en la diversificación como en 
la medida de riesgo. Sin embargo, el riesgo general de la cartera va más 
allá de la desviación estándar de esta. Una cartera con una baja desviación 
estándar esperada podría tener un mal desempeño, pues existen otras di-

5 La presencia de colas gordas o pesadas es debido al exceso de curtosis de una dis-
tribución empírica en relación con la supuesta por una normal teórica. Este ex-
ceso incrementa la probabilidad de presenciar valores grandes y pequeños a costa 
de disminuir la probabilidad de ocurrencia de los valores moderados. Como se 
sabe, la curtosis de una distribución normal es 3 (mesocúrtica). Si la distribución 
empírica tiene curtosis menor que 3 se dice que esta es platocúrtica y si tiene 
valores mayores que tres, entonces, se dice que es leptocúrtica o de colas gordas 
(Ramírez-Sánchez, 2004).
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mensiones de riesgo que se deben considerar al diseñar una política de 
inversión (Fabozzi, Focardi y Kolm, 2006). A continuación se presentará 
la formulación matemática del modelo de media varianza propuesto por 
Markowitz (1952):

• Definición 2.1: rendimiento de un activo (Gupta et al., 2014a)

Este se expresa como la tasa de rendimiento, que se define durante 
un período dado como: 
Donde: 

 2.1

= Variable aleatoria que representa la tasa de rendimiento (por 
período6) del i-ésimo activo (i = 1, 2,..., n).

= Precio de cierre del periodo actual.

= Precio de cierre del periodo anterior.

= Dividendo(s) en el periodo.

Otra definición del rendimiento de un activo es el retorno continuo 
o logarítmico en un periodo t, y es dada por:

 2.2

Donde: 

 = Corresponde a la función de logaritmo natural. 

Es importante anotar que el retorno continuo (fórmula 2.2) es 
aproximadamente igual al cálculo del retorno discreto (fórmula 
2.1), es decir, que las diferencias son pequeñas, más aun cuando se 
utilizan períodos cortos (Unger y Poddig, 2014). No obstante, em-
plear el retorno continuo implica algunas desventajas y beneficios. 

6 Nótese que el período de retorno puede ser un día, una semana, un mes o un año.
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La ventaja de utilizar los retornos continuos radica en la facilidad 
de conversión de los rendimientos en diferentes períodos, y en las 
propiedades estadísticas (p.ej.. si se conocen los rendimientos diari-
os, el rendimiento mensual puede calcularse simplemente como la 
suma de los rendimientos diarios presentados durante el mes). Una 
desventaja del retorno discreto es que no es simétrico, mientras que 
el rendimiento continuo muestra una densidad que sí lo es, y que 
está más en línea con la distribución normal o gaussiana, que es una 
suposición en varias teorías financieras (Unger y Poddig, 2014).

Para una buena comprensión de la aplicabilidad y las limitaciones 
de las tasas de rendimiento continua o discreta de un activo en la 
teoría de carteras, es necesario presentar la siguiente definición:

• Definición 2.2: cartera (Gupta et al., 2014a)

Una cartera es un conjunto de dos o más activos representados por 
una n-tupla7 ordenada Θ = (�1, ω2, ..., ωn ), donde ωi simboliza la 
proporción o el peso relativo de los fondos invertidos en el i-ésimo 
activo. Bajo esta definición, el rendimiento esperado (por periodo) 
de una inversión (cartera) se da por:

 2.3

Donde:

E[∙] = Representa el valor esperado de la variable aleatoria en el 
paréntesis y ri= E [ri].

El valor esperado de la variable aleatoria también puede ser aproxi-
mado por el promedio derivado de los datos pasados, es decir:

7 Una tupla es una lista ordenada de elementos. Una n-tupla es una secuencia (o lista 
ordenada) de n elementos, siendo n un número natural (entero no-negativo).
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 2.4

Una vez vista la anterior definición, y para dar por concluido el 
análisis de la incidencia de las tasas de retorno logarítmicas o dis-
cretas de un activo en los modelos de optimización de carteras de 
media varianza, es importante señalar que la principal desventaja de 
utilizar el rendimiento continuamente compuesto (ri

Log) es que el 
rendimiento de una cartera no corresponde al promedio ponderado 
de los rendimientos de cada uno de los activos (Alonso y Berggrun, 
2015). Véase la explicación de este detalle:

 2.5

Donde: 

rP
Log = Rendimiento continuo (por periodo) de la cartera.

VPt = Valor de la cartera en el periodo actual.

VPt-1 = Valor de la cartera en el periodo anterior. 

Nótese que esta expresión no es equivalente a la suma ponderada de 
los rendimientos continuos de cada activo, es decir, la expresión 2.5 
no es equivalente a (Alonso y Berggrun, 2015):

 2.6

Sin embargo, en la tasa de rendimiento discreta de un activo , 
el rendimiento esperado de una cartera sí corresponde al promedio 
ponderado de los rendimientos de cada uno de los activos (Alonso y 
Berggrun, 2015), en otras palabras:
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 2.7

Donde:

rP
Dis = Rendimiento discreto (por periodo) de la cartera.

Obsérvese que en las anteriores consideraciones los retornos de los 
activos son tratados como variables aleatorias que se derivan del 
análisis estocástico basado en datos históricos. Esto es razonable, 
ya que el conocimiento de los datos refleja ciertos aspectos de los 
rendimientos de los activos. No obstante, debido a la complejidad 
del mercado accionario, los retornos de los activos generalmente 
están influenciados por múltiples factores, como, por ejemplo, el 
desempeño de la empresa, las fuerzas del mercado de la oferta y la 
demanda, las noticias positivas y negativas, las cuestiones políticas 
etc., los cuales, conjuntamente, forman los input de las previsiones 
del retorno (B. Wang, Wang y Watada, 2011, citado por B. Wang et 
al., 2017, p. 1). Por una parte, los datos históricos contienen poca 
información respecto a los input previos. Por la otra, estos factores 
de influencia a menudo se evalúan con cierto nivel de ambigüedad, 
ya que generalmente no son estadísticos debido a las dificultades 
prácticas para la adquisición de los datos, la naturaleza de la impre-
cisión de la medición y la vaguedad de la percepción humana, un 
factor conjunto en varias aplicaciones del mundo real (B. Wang et 
al., 2017). En este orden de ideas, algunos investigadores han argu-
mentado que la aleatoriedad no es el único tipo de incertidumbre 
en la realidad (Gupta, Mittal et al., 2013; Huang, 2010; Mehlawat, 
2016) y el conocimiento experto podría aplicarse para mejorar la 
precisión de estas previsiones (Huang y Qiao, 2012; B. Wang et al., 
2017). En los últimos años, la teoría de conjuntos difusos (Zadeh, 
1965) se ha aplicado como una herramienta ampliamente acepta-
da para tratar el conocimiento experto, así como la incertidumbre 
no estadística involucrada en las previsiones de los retornos de los 
activos. Teniendo en cuenta esta utilidad, recientemente se han pro-
puesto varios modelos de selección de carteras en los cuales los re-
tornos de los activos se tratan como variables difusas (Calvo, Ivorra 
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y Liern, 2015, 2016; Gupta, Mittal et al., 2013; Jalota et al., 2017a, 
2017b; Saborido et al., 2016; Vercher y Bermúdez, 2013, 2015).

Es importante señalar que, bajo el contexto del modelo de media 
varianza, un inversionista preferirá tener una cartera que ofrezca el 
mayor retorno esperado posible r(ω1, ω2, ..., ωn)y además, que 
la rentabilidad de esta tenga la mínima dispersión o variabilidad 
posibles. Para esto, Markowitz sugirió que la varianza que mide la 
dispersión del rendimiento esperado podría utilizarse para cuantifi-
car el riesgo de la cartera. La varianza del i-ésimo activo denotada 
por σi

2 es expresada como (Gupta et al., 2014a):

 2.8

Markowitz sugirió la desviación estándar como otra medida de dis-
persión. La desviación estándar del i-ésimo activo se expresa como:

 2.9

Nótese que la varianza del rendimiento de una cartera no se deter-
mina únicamente por las varianzas de los rendimientos individuales 
de los activos. También depende de la covarianza entre la rentabili-
dad de los activos mismos. La covarianza σij entre los rendimientos 
de los activos ri y rj se expresa como (Gupta et al., 2014a, p. 4):

 2.10

Utilizando datos pasados, la covarianza σij puede aproximarse de la 
siguiente manera:

 2.11
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Además, σij puede expresarse en términos del coeficiente de correl-
ación (ρij) como:

 2.12

En este orden de ideas, la varianza del rendimiento esperado de una 
cartera estará dada por (Gupta et al., 2014a, p. 4):

 2.13

• Definición 2.3: ventas en corto (Jain, Jain, y McInish, 2012) 

Vender en corto se define generalmente como la práctica de vend-
er títulos adquiridos en préstamo; en otras palabras, el inversion-
ista vende un activo financiero que no tiene y lo compra poste-
riormente. Desde el punto de vista matemático, las ventas en corto 
se representan como proporciones negativas de la riqueza invertida 
(Michaud, 1989). 

En correspondencia con la definición anterior, en el análisis de se-
lección de carteras se excluyen los valores negativos de ωi (i.e. no se 
permite las ventas en corto). Por lo tanto, ωi ≥ 0 para todo i (i = 1, 2, 
..., n). Además, dado que ωi es la proporción del total de los fondos 
invertidos, la siguiente expresión se debe cumplir:

 2.14

A continuación se presentan dos planteamientos diferentes del modelo de 
media varianza basados en los siguientes supuestos, los cuales se derivan de 
lo que acaba de exponerse (Gupta et al., 2014a):

i. Los precios de todos los activos en cualquier momento son estricta-
mente positivos.



41

Capítulo 2. Optimización de carteras

ii. La tasa de rendimiento ri (i = 1, 2, ..., n) es una variable aleatoria que 
toma valores finitos.

iii. Cualquier activo es infinitamente divisible, es decir, un inversor puede 
comprar o poseer una fracción de un activo. 

iv. Todos los activos son líquidos, en otras palabras, un activo puede ser 
comprado o vendido bajo demanda en cualquier cantidad al precio de 
mercado.

v. No existen costos de transacción.
vi. No se permite la venta en corto de un activo.

Caso 1: cartera de mínima varianza dado un nivel de rentabilidad deseado

Sujeto a

 2.3

 2.14

 2.15

Donde r0 es el retorno de la cartera deseado por el inversionista. La función 
objetivo del problema P (2.1) minimiza el riesgo de la cartera (varianza). 
La restricción (2.3) asegura que el rendimiento esperado de la cartera al 
final del período de tenencia sea igual al valor objetivo de r0 deseado por el 
inversionista. La expresión (2.14) representa la restricción del presupuesto 
de capital en los activos y la restricción (2.15) asegura la no venta en corto 
de los activos. El problema P (2.1) es de programación cuadrática. Al vari-
ar el nivel deseado de retorno r0 y resolver repetidamente el problema de 
programación cuadrática, se puede obtener la cartera de mínima varianza 
para cada valor de r0. No obstante, el aspirar a un rendimiento más alto 
de r0 es poco realista alcanzarlo con los activos en consideración. En otras 
palabras, el problema P (2.1) puede llegar a ser inviable si el inversionista 
desea un rendimiento más alto. El valor del retorno alcanzable de la car-
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tera, es decir, r0, siempre se ubicará entre rmin y rmax. El rmin es el valor de 
r0 correspondiente a la cartera de mínima varianza; esto es, es el retorno 
correspondiente a la cartera obtenida al resolver el problema P (2.1) si se 
excluye la restricción (2.3). El rmax es el rendimiento máximo posible r0, es 
decir, es la rentabilidad máxima media entre los rendimientos medios de 
los activos (Gupta et al., 2014a).

Caso 2: cartera de máxima rentabilidad dado un nivel de riesgo deseado

Sujeto a

 2.13

 2.14

 2.15

Donde v0 es el riesgo de cartera (varianza) que el inversionista está dispues-
to a tomar. Nótese que, a diferencia de r0 en el problema P (2.1), en este 
caso no es una tarea fácil encontrar el rango de v0 en que este se encuentra. 
No obstante, es posible encontrar el límite superior del intervalo para v0, 
es decir, vmax, que sería el valor v0 de la cartera de máximo rendimien-
to esperado. En otras palabras, es la varianza correspondiente a la cartera 
obtenida al resolver el problema P (2.2) con la exclusión de la restricción 
(2.13). Como puede observarse, se pueden generar diferentes carteras con-
siderando los valores v0≤ vmax. Además, el valor v0 no debe ser demasiado 
pequeño; de lo contrario, el problema P (2.2) sería inviable (Gupta et al., 
2014a).

• Definición 2.4: frontera eficiente (Gordon, Sharpe y Bailey, 2003)
 
El conjunto factible (también conocido como conjunto de opor-
tunidad) representa todas las carteras que se podrían formar de un 
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grupo de N valores. Los puntos A, B, C, D, E, F, G y H de la figura 
2.3 son ejemplos de dichas carteras. 

A las carteras ubicadas sobre la línea gruesa que tienen forma de 
curva cóncava entre los puntos C y E se les denomina carteras efici-
entes (o frontera eficiente), debido a que contienen las carteras que 
ofrecen el máximo rendimiento esperado para niveles variables de 
riesgo, y un mínimo riesgo para niveles variables de rendimiento 
esperado (Gordon et al., 2003). El punto C representa la cartera 
de mínima varianza, esto es, la combinación de títulos en dicha 
cartera representa el menor riesgo posible. Por el contrario, el punto 
C refleja la cartera con un 100 % de inversión en un solo activo 
que ofrece el rendimiento máximo esperado. Así mismo, el punto 
B representa una cartera ineficiente, una persona no invertiría en 
una cartera B sencillamente porque la cartera D es mejor (i.e. ofrece 
un mayor retorno esperado al mismo nivel de riesgo). Dentro de la 
frontera eficiente, el nivel de aversión al riesgo de un inversionista 
(o sea, la preferencia en cuanto a riesgo y rentabilidad) influirá en la 
elección de la cartera de mínima varianza C, la cartera de máxima 
rentabilidad esperada E, o cualquiera que se ubique a lo largo de la 
frontera eficiente (Markowitz, 1952).

Figura 2.3. Conjuntos eficientes y factibles.
Fuente: elaboración propia.
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Después de haber presentado las principales consideraciones del modelo de 
media varianza se evidencia que la estrategia de “maximizar el rendimiento 
esperado y minimizar el riesgo” generalmente no se cuestiona. No obstan-
te, lo atinente al cálculo del riesgo como la varianza de los rendimientos de 
los activos financieros ha generado varias críticas entre los investigadores y 
académicos (Artzner, Delbaen, Eber y Heath, 1999; Fabozzi et al., 2007; 
Metaxiotis y Liagkouras, 2012; Vercher y Bermúdez, 2012), las cuales se 
relacionan a continuación (Gupta et al., 2014a; Ponsich et al., 2013): 

i. El supuesto de una distribución normal multivariante de la tasa de 
rendimiento de los activos no se mantiene en la práctica (las distribu-
ciones son típicamente asimétricas).

ii. Las técnicas tradicionales de optimización de carteras no tienen en 
cuenta las preferencias del inversionista individual, quien, algunas ve-
ces, prefiere las carteras que se encuentran detrás de la frontera no 
dominada.8

iii. Los problemas de programación cuadrática de gran escala son difíciles 
de resolver (complejidad computacional).

iv. Para los mercados reales, el tamaño de la matriz de varianza-covarianza 
puede ser muy grande y, por lo tanto, difícil de estimar.

Varios autores trataron de aliviar estas dificultades utilizando diversos es-
quemas de aproximación. El modelo de índice único de Sharpe (1963) 
es un avance en esta dirección. Este autor señaló que, si el problema de 
la selección de la cartera pudiera formularse como un problema de pro-
gramación lineal, las perspectivas de las aplicaciones prácticas se mejo-
rarían. Como resultado de esto, en las últimas décadas se han hecho varios 
intentos para linealizar el modelo de optimización de cartera con el uso 
de medidas alternativas de riesgo que serán analizadas en las siguientes 
secciones. 

8 En una optimización multiobjetivo las soluciones no-dominadas son las que 
representan los mejores compromisos entre todos los objetivos (i.e. no se puede 
mejorar un objetivo sin empeorar al menos uno de los otros). Las técnicas 
tradicionales de optimización de carteras tienden a seleccionar soluciones que no 
cumplen esta condición (i.e. no son necesariamente mejores en todos los objetivos).
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2.2.1.2 Desviación media absoluta

El modelo de optimización de carteras de desviación media absoluta fue in-
troducido por Konno (1988, 1990) y, posteriormente, refinado por Konno 
y Yamazaki (1991), como una alternativa al modelo de optimización de 
carteras de media varianza de Markowitz. Para cuantificar el riesgo de una 
cartera, los autores recurrieron a la función de riesgo L1 (desviación abso-
luta) en lugar de a la función de riesgo L2 (desviación estándar).

La desviación absoluta de una variable aleatoria es el valor absoluto espe-
rado de la diferencia entre la variable aleatoria y su media. El riesgo de la 
cartera medido como desviación absoluta se expresa como (Gupta et al., 
2014a, p. 21): 

 2.16

El siguiente teorema propuesto por Konno y Yamazaki (1991) presenta 
la relación entre el riesgo de la cartera usando la varianza y la desviación 
absoluta como medidas de riesgo:

• Teorema 2.1 (Gupta et al., 2014a): sea (r1, r2,..., rn) una distribu-
ción normal multivariante. Entonces, la desviación absoluta para 
una cartera dada se expresaría como:

 2.17

Donde

 2.18

A partir del teorema anterior, los autores probaron la equivalencia de los 
modelos de media varianza y de desviación media absoluta en un entorno 
en el cual la distribución conjunta de los rendimientos de los activos se 
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asume como normal multivariante. Los resultados obtenidos en el modelo 
de desviación media absoluta, en el que solo se necesita estimar los retornos 
esperados de los activos, provee resultados similares a los proporcionados 
en el modelo de media varianza, aunque en la práctica se obtienen carteras 
óptimas diferentes (Vercher, 2015). Esto obedece al hecho de que cada uno 
de los modelos utiliza diferentes estadísticos para estimar los parámetros 
de entrada del problema de optimización (Simaan, 1997). No obstante, 
ni el modelo de media varianza ni el de desviación media absoluta son 
superiores al otro desde el punto de vista de la estabilidad y rendimiento 
esperados de la inversión (Vercher, 2015, p. 26).

Una de las principales ventajas del modelo de desviación media absoluta 
obedece a que puede ser tratado como un problema de programación lin-
eal en lugar de un problema de programación cuadrática, lo cual permite 
aplicarlo a un gran número de activos (Chang, Yang y Chang, 2009). Las 
ventajas computacionales del modelo de desviación media absoluta sobre 
el modelo de media varianza se demuestran una vez más en los trabajos 
desarrollados por Konno (2003), y Konno y Koshizuka (2005).

Prosiguiendo el análisis, es conveniente señalar que diversos estudios 
muestran que “los inversores o gestores de carteras asocian el riesgo a la 
variabilidad de los resultados negativos o pérdidas (downside risk) y no 
tanto a la de sus ganancias (upside potential)” (Manzana, 2009, p. 161). En 
otras palabras, los inversionistas o gestores de carteras se preocupan más 
por evitar las pérdidas que por buscar ganancias. Esta asimetría entre los 
resultados positivos y negativos respecto del valor esperado del rendimien-
to pone de manifiesto que tanto la varianza como la desviación absoluta 
no son medidas adecuada para cuantificar el riesgo, al menos tal y como lo 
perciben los inversionistas. Como se verá a continuación, varias medias de 
tipo downside risk han sido propuestas en las últimas décadas para resolver 
este conflicto.

2.2.2 Medidas de riesgo de downside

El objetivo de las medidas de riesgo downside en los modelos de optimización 
de carteras es maximizar la probabilidad de que el rendimiento esperado de la 
cartera esté por encima de cierto nivel mínimo aceptable (a menudo denom-
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inado nivel de referencia o nivel de desastre) (Fabozzi et al., 2006). La ubi-
cación del riesgo downside en una distribución hipotética del retorno de un 
activo se muestra en la figura 2.4. Como se puede apreciar, estas medidas de 
riesgo hacen una clara distinción entre las volatilidades de pérdidas (downside) 
y las volatilidades de ganancias (upside), y solo la volatilidad que se encuentra 
por debajo del nivel mínimo aceptado incurre en riesgo. En otras palabras, 
todas las rentabilidades por encima de este nivel de referencia generan “incer-
tidumbre”, que no es más que una oportunidad sin riesgos para rendimientos 
inesperadamente altos (Rom y Ferguson, 1994).

Figura 2.4. Downside risk.
Fuente: Rom y Ferguson (1994).

Nótese que frecuentemente las medidas de riesgo downside son computa-
cionalmente más complicadas de usar bajo el contexto de la teoría de se-
lección de carteras, debido a que con frecuencia se tiene que recurrir a 
estimaciones no paramétricas, a simulaciones y a técnicas de optimización 
computacionalmente intensivas (Fabozzi et al., 2010). Por otro lado, para 
la estimación de las medidas de riesgo downside solo se utiliza una porción 
de los datos originales, incluso solo la cola de la distribución empírica, lo 
que ocasiona un aumento en el error de estimación. No obstante, estas 
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medidas de riesgo son muy útiles para evaluar el riesgo de los activos fi-
nancieros con distribuciones de retorno asimétricas como, por ejemplo las 
opciones de compra y venta y otros contratos de derivados (Fabozzi et al., 
2007). A continuación, se analizarán las medidas de riesgo downside más 
comunes como “primero la seguridad” (safety-first), semivarianza, semides-
viación absoluta, “momento parcial más bajo” (lower partial moment), val-
or en riesgo (VaR) y valor en riesgo condicional (CVaR).

2.2.2.1 Primero la seguridad (Safety-First)

Dos importantes artículos referentes a la selección de carteras fueron pub-
licados en 1952: primero, el artículo de Markowitz referente a la teoría 
clásica de cartera. Segundo, el artículo de Roy9 referente a la teoría “prim-
ero la seguridad” (safety-first), que sentó las bases para el desarrollo de las 
medidas de riesgo downside.

Roy (1952), a través de su principio comportamental de “primero la se-
guridad”, proporcionó el primer paso hacia el modelo más completo de 
lo que la literatura financiera contemporánea denominada como teoría 
conductual de la cartera (Shefrin y Statman, 2000, citado en J.M. Chen, 
2016). Este principio afirma que “la riqueza de las personas se encuentra 
constantemente expuesta a situaciones externas adversas, por lo cual es 
lógico que ellas, influidas por el miedo y la necesidad de seguridad, traten 
de reducir la probabilidad de ocurrencia de una catástrofe financiera” 
(Useche-Arévalo, 2015). En la teoría clásica en esta materia, un inversioni-
sta construye una cartera bajo el principio de trade-off riesgo-retorno. Este, 
y la asignación de los activos de la cartera, dependen de la función de 
utilidad del inversionista. En este contexto puede ser difícil, o incluso im-
posible, determinar la función de utilidad real de un inversionista (Fabozzi 
et al., 2006). 

9 En 1952, Markowitz público el artículo “Portfolio Selection” en Journal of Fi-
nance. Aproximadamente tres meses después, Roy público “Safety-First and the 
Holding of Assets” en la revista Econometrica. Debido a ello, Markowitz recibió 
mayor reconocimiento, y el articulo de Roy no fue recuperado del olvido hasta 
que Arzac y Bawa (1977) publicaron el artículo “Portfolio Choice and Equilibri-
um in Capital Markets with Safety-First Investors” en el Journal of Finance Eco-
nomics.
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Ahora bien, bajo el enfoque de “primero la seguridad” un inversor, en lugar 
de pensar en términos de la función de utilidad, primero debe asegurarse 
de conservar una cierta cantidad de capital (Fabozzi et al., 2010). A partir 
de entonces decide el retorno mínimo aceptable que logre la preservación 
de este capital. En esencia, el inversor elige su cartera resolviendo el sigui-
ente problema de optimización (Chapados, 2011):

 2.19

Donde:

P = Es la función probabilidad.
rp = Es el retorno de la cartera.

Así mismo, es probable que el inversionista desconozca la función de 
probabilidad. 

No obstante, utilizando la desigualdad de Tchebycheff10 se obtiene (Cha-
pados, 2011):

 2.20

Sujeto a

 2.14

10 Para una variable aleatoria x con valor esperado µ y varianza , la desigualdad de 
Tchebycheff indica que para cualquier número real positivo c se mantiene que 
(Fabozzi et al., 2010):

Aplicando la desigualdad de Tchebycheff se obtiene:
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Donde:

μp = Es el retorno esperado de la cartera.

σp
2 = Es la varianza de la cartera.

Por lo tanto, al no conocer la función de probabilidad, el inversor termi-
nará resolviendo la siguiente aproximación (Chapados, 2011):

 2.21

Sujeto a

 2.14

Nótese que si ro es igual a la tasa libre de riesgo, entonces este problema 
de optimización es equivalente a maximizar el ratio Sharpe (Sharpe, 1966) 
de una cartera. 

Como puede observarse, tanto el modelo de Markowitz como el de Roy 
pretenden optimizar la relación rentabilidad-riesgo. Así mismo, García, 
Sánchez y Trinidad (1998) comprobaron que, desde el punto de vista 
matemático, ambos modelos se reducen al mismo, con la salvedad de que: 
i) Markowitz le concede más importancia al riesgo como factor determi-
nante de las preferencias del inversor a la hora de conformar la cartera, 
mientras que Roy se inclina por la determinación de una rentabilidad mín-
ima; ii) Roy no incluye la restricción de no negatividad en los activos que 
componen la cartera del inversor (i.e. ω1 ≥ 0, para i=1, 2, …, n) (Mar-
kowitz, 1959, p. 305). Esta condición plantea, desde el punto de vista 
financiero, la posibilidad de obtener mayores rentabilidades, puesto que 
la obtención de un valor negativo le permite al inversor recurrir al endeu-
damiento respecto a este activo (Roy, 1952, p. 438), lo que supone, al mis-
mo tiempo, una mayor flexibilidad a la hora de llevar a cabo el proceso de 
inversión. Sin embargo, siempre queda el recurso, como también lo señala 
Roy, de eliminar el mencionado activo y repetir el proceso de selección. 
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2.2.2.2 Media semivarianza

Markowitz, en su libro Portfolio Selection: Efficent Diversification of Invest-
ments, propuso el uso de la semivarianza para corregir el hecho de que la 
varianza penaliza por igual las rentabilidades positivas y negativas (Mar-
kowitz, 1959, pp. 188-201). Años más tarde, Markowitz reconoció que la 
“semivarianza es una medida de riesgo más plausible que la varianza, debi-
do a que solo tiene en cuenta las desviaciones adversas (Markowitz, 1991). 
Matemáticamente la semivarianza es el valor esperado de las desviaciones 
negativas de los posibles resultados del rendimiento esperado al cuadrado. 
El riesgo de la cartera medido a través de la semivarianza se define como 
(Gupta et al., 2014a):

 2.22

Donde,

Obsérvese que al utilizar el modelo de media semivarianza no es impera-
tivo calcular la matriz de varianza-covarianza, pero la función de distribu-
ción conjunta de los activos es necesaria [i.e.  i = 1, 2,…, n; t 
= 1, 2,…, T]. Así mismo, es importante resaltar que esta medida de riesgo 
trata de minimizar la dispersión del rendimiento de la cartera con respecto 
al rendimiento esperado, pero solo cuando la primera es inferior a la última 
(Gupta et al., 2014a). Además, si la distribución de los rendimientos de los 
activos es simétrica o tiene equivalente grado de simetría, la semivarianza y 
la varianza producen el mismo conjunto de carteras eficientes (Markowitz 
et al., 1993).
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Es conveniente señalar que la semivarianza es una de las medidas de riesgo 
downside más conocidas. En efecto, ha recibido gran atención debido a que 
refleja la percepción de los inversores sobre el riesgo de una forma direc-
ta, clara y comparativamente simple (Huang, 2008a). Varios académicos 
como Choobineh y Branting (1986), Grootveld y Hallerbach (1999), Jin, 
Markowitz y Yu Zhou (2006), Kaplan y Alldredge (1997), Mao (1970), 
Mao y Brewster (1970), y Markowitz et al. (1993) investigaron sus propie-
dades y demostraron los méritos que tiene la semivarianza para medir el 
riesgo de la cartera.

Para finalizar este apartado, es importante anotar que la semivarianza fue 
introducida como medida de riesgo downside en un entorno estocástico. 
No obstante, recientemente ha sido extendida a un entorno de decisión 
difusa (Gupta, Mittal, et al., 2013; Huang, 2008a; Jalota et al., 2017a, 
2017b; X. Li, Qin, y Kar, 2010; Y.J. Liu, Zhang, y Zhao, 2016; Qin et al., 
2009; Yang, Lin, Chang, y Chang, 2011)

2.2.2.3 Semidesviación media absoluta

La semidesviación absoluta fue propuesta por Speranza (1993) como una 
medida alternativa para cuantificar el riesgo. Esta autora comprobó que al 
tomar la función de riesgo como una combinación lineal de las semides-
viaciones medias absolutas (i.e. las desviaciones medias por debajo y por 
encima del retorno de la cartera), se puede obtener un modelo equivalente 
al de desviación media absoluta (Konno y Yamazaki, 1991), si la suma de 
los coeficientes de la combinación lineal es positiva. En efecto, este modelo 
se compara con el de media varianza (Markowitz, 1952), si los rendimien-
tos de los activos se distribuyen normalmente. Además, Speranza (1993) 
propuso que, a través de una adecuada selección de los coeficientes de 
combinación (1 y 0 para las desviaciones por debajo y por encima de la 
media, respectivamente) es posible reducir sustancialmente el número de 
restricciones a la mitad en comparación con el modelo de desviación me-
dia absoluta (Gupta et al., 2014a).

La semidesviación absoluta del rendimiento de la cartera por debajo del 
rendimiento esperado en el periodo pasado t (t = 1, 2,. . . , T), puede ex-
presarse como (Gupta et al., 2014a):
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 2.23

Por lo tanto, la semidesviación absoluta esperada del rendimiento de la 
cartera por debajo del rendimiento esperado viene dada por (Gupta et 
al., 2014a):

 2.24

2.2.2.4 Momento parcial más bajo (Lower Partial Moment)

El momento parcial más bajo (Lower Partial Moment) fue introducido 
por Bawa (1975, 1976) y Fishburn (1977), y además fue desarrollado 
y analizado por Bawa y Lindenberg (1977), Harlow y Rao (1989) y 
Grootveld y Hallerbach (1999). Esta media de riesgo downside provee una 
generalización natural de la semivarianza descrita previamente y propone 
medir lo que se conoce como momento parcial más bajo (Lower Partial 
Moment), ya que solo la parte a la izquierda de un valor objetivo de la 
distribución de una variable se utiliza para su cálculo. En otras palabras, 
consiste en ajustar la función de distribución por debajo de un umbral u 
objetivo determinados (Manzana, 2009). El momento parcial más bajo se 
da por (Fabozzi et al., 2010):

 2.25

Donde:

q = Índice de potencia 
ro = Tasa de retorno objetivo (i.e. lo que Roy (1952) denominó nivel 
de desastre).
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Nótese que al establecer q = 2 y ro igual al rendimiento esperado, se ob-
tiene la semivarianza. Además, Fishburn comprobó que q = 1 representa 
un inversor de riesgo neutro, mientras que 0 < q ≤ 1, y, q > 1 corresponden 
a un inversor amante del riesgo (risk-seeking) y a un inversor adverso al 
riesgo (risk-averse), respectivamente (Fabozzi et al., 2006).

2.2.2.5 Valor en riesgo (VaR)

El valor en riesgo (VaR) fue desarrollado por primera vez por J.P. Mor-
gan a principios de la década de 1990 y se puso a disposición a través del 
software Risk-Metrics™ en octubre de 1994 (J.P. Morgan,1996). El VaR 
se centra en determinar la máxima pérdida esperada, asociada al riesgo de 
mercado, que puede sufrir una cartera en un horizonte temporal determi-
nado11, bajo unas circunstancias normales de los mercados y para un nivel 
de confianza dado12 (Gordon, 2009; Moscoso, 2014). Desde el punto de 
vista matemático, el nivel de confianza α de una cartera en cierto horizon-
te de tiempo t es el retorno de la cartera  tales que la fracción α de los 
retornos será mejor que el  en el horizonte de tiempo. Formalmente, el 
nivel de confianza α de una cartera se define como el (1- �)-percentil de la 
distribución de los retornos de la cartera (Chapados, 2011):

13 2.26

Donde:

P = Función de probabilidad.

 
 

11 El horizonte temporal puede expresarse en días, semanas, meses y hasta un año.
12 Normalmente se emplean intervalos de confianza hasta un 95 %. Para un in-

tervalo de confianza del 95 %, el 5 % de los rendimientos se situarán a 1,65 
desviaciones típicas de la media. Ante una cartera valorada en EUR, un intervalo 
de confianza del 5 % y el dato del VaR de la misma, se podría concluir que existe 
una probabilidad del 5 % de perder más de (VaR x valor de la cartera) EUR, o 
que con el 95 % de probabilidad se puede asegurar que se pierde como mucho 
ese valor (DeLlano-Paz, 2015).

13 El signo menos en la expresión es para que la medida de riesgo sea positiva.
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El VaR resulta útil para los tomadores de decisiones debido a que proporciona 
una cifra expresada en unidades monetarias que resume la exposición de un 
activo financiero al riesgo de mercado, lo cual facilita su comprensión. No 
obstante, el uso del VaR presenta algunos problemas prácticos y computa-
cionales, que fueron analizados por Gordon y Baptista (2002), Gaivoronski 
y Pflug (2005), y por Mittnik, Rachev y Schwartz (2002). En efecto, el VaR 
tiene varias propiedades que no son deseables en una medida de riesgo:

i. El VaR no posee la propiedad de subaditividad, por lo que la cuantía del 
VaR de una cartera formada por dos subcarteras puede ser mayor que la 
suma de los riesgos individuales de ambas. La propiedad de subaditividad 
es la descripción matemática del efecto de la diversificación y, por lo tanto, 
no es razonable pensar que una cartera más diversificada tendría un mayor 
riesgo (Fabozzi et al., 2007; Scutellà y Recchia, 2013).

ii. Cuando el VaR se calcula a partir de la generación o simulación de 
escenarios, resulta ser una función no lisa y no convexa de las carteras. 
En consecuencia, la función VaR tiene múltiples puntos estacionarios, 
lo que hace más difícil encontrar el valor óptimo en el proceso de op-
timización de la cartera (Fabozzi et al., 2010); 

iii. El VaR le da poca importancia a las pérdidas más extremas o extraor-
dinarias, debido a que no refleja adecuadamente la asimetría y la cur-
tosis14 de la distribución (Moscoso, 2014).

iv. El supuesto de normalidad sobrestima el VaR para valores percentiles 
muy altos, mientras que subestima los valores de percentiles bajos, los 
cuales corresponden a los eventos extremos o extraordinarios (Mosco-
so, 2014).

14 Desde la perspectiva de un agente de mercado, la asimetría y curtosis también 
son importantes. Cuando el rendimiento de la cartera está sesgado negativamente 
(asimétrica negativa) es más probable tener un evento extremo en la cola izquierda que 
uno en la cola derecha y, por consiguiente, el inversor típico prefiere una distribución 
de rendimientos asimétricos más positivos. De forma similar, una cartera con curtosis 
más pequeña tiende a tener menos eventos extremos y, por lo tanto, la mayoría de los 
inversores la prefieren (W.C. Kim, Fabozzi, Cheridito y Fox, 2014).
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2.2.2.6 Valor en riesgo condicional (CVaR)

Las deficiencias en el VaR conducen a Artzner et al. (1999) a derivar cua-
tro propiedades deseables que debería cumplir una medida de riesgo para 
ser denominada “coherente”15. En la misma línea, Rockafellar y Uryasev 
(2000, 2002) proponen el valor en riesgo condicional (CVaR) como una 
medida “coherente” que describe el tamaño promedio que pueden tener 
las pérdidas que están por encima del nivel de VaR estimado, de modo que 
provee información adicional sobre la cola de la distribución de pérdidas y 
ganancias de una cartera (Moscoso, 2014). 

Desde el punto de vista matemático, la expresión del CVaR se define como 
(Chapados, 2011):

 2.27

En la literatura al CVaR también se le refiere como déficit esperado (Ex-
pected Shortfall), pérdida esperada de la cola (Expected Tail Loss) y valor 
medio en riesgo (Average Value at Risk) (Jorion, 2003).

Una de las ventajas del CVaR se relaciona con su análisis de los rendimien-
tos inferiores al VaR, al cuantificar la pérdida esperada en ese escenario. A 
modo de ejemplo, dos carteras pueden tener igual VaR y aparentar poseer 
el mismo nivel de riesgo, no obstante, al analizar el CVaR se podrá de-
terminar que la cartera de mayor riesgo será la que cuente con el mayor 

15 Una medida de riesgo � es coherente si satisface las siguientes propiedades (Artz-
ner et al., 1999):
1. Homogeneidad positiva: si se incrementa el valor de la cartera en �, el riesgo 
también debe aumentar en λ
ρ(λx) = λρ(x), para cualquier número real λ.
2. Monotonicidad: a mayor rentabilidad debe haber un mayor riesgo. 
Si x≤y, luego ρ(x)≤ρ(y).
3. Invariante en traslación: invertir una cantidad adicional de efectivo  debe 
aumentar el riesgo en la misma cantidad. 
ρ(x+α) = ρ(x)+α, para cualquier número real α.
4. Subaditividad o diversificación: la composición de la cartera no debe aumentar 
el riesgo.
ρ(x+y)≤ρ(x)+ρ(y). 
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CVaR. Como se observa, el examen de esta situación se escapa al análisis 
del VaR, por lo que se prefiere, en algunas ocasiones, trabajar con el CVaR. 
Como se aprecia, el VaR nunca será mayor que el CVaR, por ello, las car-
teras con bajo CVaR tendrán un VaR aún menor.

Otra de las ventajas del CVaR es su utilidad especialmente cuando la 
distribución de los retornos de los activos no es continua y se sitúa lejos 
de la hipótesis de normalidad (Moscoso, 2014). Acerbi y Tasche (2002), 
Gordon (2009) y Rockafellar y Uryasev (2002) analizan en detalle las 
propiedades del CVaR. La ubicación del VaR en una distribución hipo-
tética del retorno de un activo y su relación con el CVaR se presentan 
en la figura 2.5.

Figura 2.5. CVaR y VaR para una distribución t de Student.
Fuente: Chapados (2011).

2.3 La optimización de cartera
 en la práctica

El modelo clásico de media varianza se basa en varios supuestos sim-
plistas, los cuales se asumen en un mercado perfecto donde los activos 



58

Optimización multiobjetivo para la selección de carteras

financieros se negocian en fracciones (no negativas), no hay límite en 
el número de activos en la cartera, los inversores no tienen preferencia 
sobre los activos y no les interesan los diferentes tipos de estos en su 
carteras (Lwin, 2015). No obstante, para que el conjunto de carteras efi-
cientes sea realista, desde el punto de vista de la planificación y gestión 
de las mismas, se deben incorporar a la formulación del problema dif-
erentes clases de restricciones, que permitan considerar las preferencias 
del inversor, las condiciones del mercado, los requerimientos financieros 
o la responsabilidad social, entre otros (Vercher, 2015). A continuación, 
se describirán las restricciones que a menudo se utilizan en las aplica-
ciones prácticas.

2.3.1 Costos de transacción

Cuando un inversionista compra o vende activos financieros incurre 
en gastos ocasionados por los costos de transacción y los impuestos. 
En algunos casos, estos costos pueden incluirse como una tasa vari-
able y proporcional a la cantidad negociada (Akian, Menaldi y Sulem, 
1996; Davis y Norman, 1990; Dumas y Luciano, 1991; Shreve y Son-
er, 1994), o como un costo fijo, es decir, una tarifa fija por transacción 
(Lobo, Fazel y Boyd, 2007; Oksendal y Sulem, 2002). Al incorporar 
directamente los costos de transacción en el proceso asignación de ac-
tivos, las carteras resultantes son más rentables y muestran mejoras en 
términos de los rendimientos realizados ajustados al riesgo (Kolm et al., 
2014). No obstante, los costos de transacción dificultan el problema de 
optimización de la cartera cuando el número de activos es mayor que 
dos, especialmente en un entorno dinámico (Brown y Smith, 2011). 

2.3.2 Restricciones de cardinalidad

En el modelo clásico, las proporciones de los activos no son limitadas y no 
importa cuán pequeña es la asignación de la inversión. Sin embargo, en la 
práctica, los inversionistas prefieren tener una cartera con un número lim-
itado de activos debido a que la gestión de una cartera con varios valores 
a menudo es tediosa y difícil de supervisar (Lwin, 2015). En este propósi-
to, la restricción de cardinalidad busca reducir los costos de transacción y 
asegurar un cierto grado de diversificación al limitar el número de activos 
(k) en una cartera (Skolpadungket, Dahal y Harnpornchai, 2007). La re-
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stricción de cardinalidad se caracteriza de la siguiente forma (Bermúdez y 
Vercher, 2012; Lwin, 2015): 

 2.28

Donde

k = Número de activos deseados en la cartera
yi = Variable binaria que indica si el i-ésimo activo está contenido en la 
cartera. Toma el valor de 1 si el i-ésimo activo está incluido en la cartera, y 
el valor de 0 en otros casos. 

 2.29

Donde

k1 = Número mínimo de activos invertidos en la cartera
ku= Número máximo de activos invertidos en la cartera
C(x) = Rank [diagonal(x)] = n.° de proporciones estrictamente positivas 
en la cartera X

En la literatura, hay dos alternativas para la restricción de cardinalidad. 
En una de ellas (ecuación 2.28) el inversionista puede decidir que la car-
tera esté compuesta por un determinado número de acciones (k) (Ar-
manianzas y Lozano, 2015; Chang et al., 2009; Cura, 2009; Deng, Lin 
y Lo, 2012; Fernández y Gómez, 2007; Golmakani y Fazel, 2011). La 
otra alternativa (ecuación 2.29) es la restricción de desigualdad, donde la 
limitación de cardinalidad se extiende a los límites mínimo y máximo de 
activos que conformarán la cartera [k1ku] (Anagnostopoulos y Mamanis, 
2011b; Cesarone, Scozzari y Tardella, 2013; Chiam, Tan y Al Mamum, 
2008; Crama y Schyns, 2003; Gaspero, Tollo, Roli y Schaerf, 2011; Li-
agkouras y Metaxiotis, 2014). Para Bermúdez y Vercher (2012), la restric-
ción de cardinalidad equivalente a la expresión 2.28 implica la introduc-
ción de variables binarias, y la restricción de cardinalidad correspondiente 
con la expresión 2.29 requiere la introducción de variables enteras. Si se 
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introduce la restricción de cardinalidad utilizando la desigualdad k1≤C 
(x)≤ku siendo c(X)=Rank [diag(X)] el número de proporciones estricta-
mente positivas en la cartera X, el problema se convierte en uno de tipo 
NP-duro (NP-hard), porque la función c(X) es cuasiconvexa, de modo 
que la utilización de procedimientos metaheurísticos16 para la resolución 
del problema estará plenamente justificada. 

2.3.3 Restricción de cotas mínima y máxima
 de participación de un activo en la cartera

La cota mínima (floor constraint o lower bound) representa la mínima frac-
ción del prepuesto que puede ser invertida en un activo, lo que evita un gran 
número de muy pequeñas inversiones. En contraste, la cota máxima (ceiling 
constraint o upper bound) especifica la máxima fracción del presupuesto que 
puede invertirse en un activo, lo cual asegura la diversificación de la inversión 
o no sobrepasar un umbral dado si ya se tiene previamente un paquete de 
acciones (Bermúdez, Segura y Vercher, 2012). En concreto, las cotas mínima 
y máxima de participación en la cartera se definen mediante:

 2.30

 2.31

Donde:

li = Mínima fracción del capital que puede invertirse en el i-ésimo activo.
ui = Máxima fracción del capital que puede invertirse en el i-ésimo activo.

16 Un problema de optimización se puede resolver utilizando métodos exactos o 
heurísticos. Los métodos exactos proporcionan una solución óptima al problema 
(i.e. la que maximiza o minimiza la función objetivo). Mientras que los mét-
odos heurísticos proporcionan soluciones factibles, aunque no necesariamente 
óptimas. No obstante, la combinación de métodos exactos y heurísticos arroja 
resultados exactos al óptimo global (Crossley y Williams, 2000).
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2.3.4 Restricción de cotas mínima y máxima
 de participación en un sector en la cartera

Con el propósito de construir una cartera diversificada, los inversioni-
stas podrían restringir la concentración de esta en un sector en partic-
ular. Al igual que la restricción vista en la sección anterior, se requiere 
determinar que la proporción total invertida en cada sector se encuentre 
entre los límites inferior y superior especificados por los inversionistas. 
Este tipo de restricción fue incorporada en la optimización de cartera, 
por primera vez, por Chang, Meade, Beasley y Sharaiha (2000), y pos-
teriormente considerada por Anagnostopoulos y Mamanis (2011a), y 
Vijayalakshmi Pai y Michel (2009). Bajo este contexto, la restricción 
de cotas mínima y máxima de participación en un sector en la cartera 
estaría dada por la expresión:

 2.32

Para un subconjunto dado de activos I⊂{1,2,…,n}

Donde:

= Proporción mínima a invertir en un sector “s” en la cartera
 = Proporción máxima a invertir en un sector “s” en la cartera

2.4 Resumen y conclusiones del capítulo

En la optimización de carteras el riesgo de mercado, esto es, el riesgo de 
la variación de los activos financieros que conforman una cartera dada, 
se puede medir utilizando medidas de riesgo de dispersión. Los enfoques 
comunes que emplean este tipo de herramientas son el modelo seminal de 
media varianza y el modelo de desviación media absoluta. 

El modelo de media varianza fue publicado hace 65 años, y es poco prob-
able que su popularidad e impacto tanto en el entorno académico e in-
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vestigador como en la industria financiera desaparezcan en el futuro. La 
hipótesis básica de este modelo es que las preferencias de un inversor se 
pueden representar por la función cuadrática (i.e. función de utilidad) del 
rendimiento esperado y la varianza de la cartera. Así mismo, el principio 
básico subyacente de este modelo clásico es que los inversionistas actúan 
racionalmente y sus decisiones siempre estarán orientadas a maximizar la 
rentabilidad esperada para un determinado nivel de riesgo o minimizar el 
riesgo soportado para un determinado nivel de rentabilidad esperada. 

Con el modelo de media varianza, Markowitz introdujo por primera vez el 
concepto de diversificación a través de la noción estadística de la covarianza 
entre los activos individuales, y la desviación estándar global de la cartera. 
Antes de la publicación de esta teoría, la literatura financiera había tratado 
la interacción entre el retorno y el riesgo de una manera ad hoc.

El modelo de desviación media absoluta es equivalente al de media vari-
anza si los rendimientos siguen una distribución normal multivariante. 
No obstante, cuando los rendimientos de los activos de una cartera son 
típicamente asimétricos, la varianza y la desviación absoluta no son apro-
piadas para medir el riesgo de la cartera debido a que este tipo de medidas 
de riesgo no hace distinción entre ganancias y pérdidas respecto del valor 
esperado del rendimiento. Con el propósito de resolver este conflicto, en 
los últimos años se han propuesto diversas medidas de riesgo denominadas 
downside, es decir, que solo consideran como arriesgados los resultados 
por debajo de cierto nivel de referencia. Las medidas de riesgo downside 
más comunes son safety-risk, semivarianza, semidesviación absoluta, lower 
partial moment, VaR y CVaR.

El modelo de media semivarianza y el de media varianza producen el mis-
mo conjunto de carteras eficientes si la distribución de los rendimientos de 
los activos es simétrica o si tienen el mismo grado de simetría. Así mismo, 
el modelo de semidesviación media absoluta es equivalente al de media 
varianza si los rendimientos de los activos se distribuyen normalmente. 

El planteamiento del enfoque de media varianza y safety-risk es dual. 
Markowitz le concede más importancia al riesgo como factor determi-
nante de las preferencias del inversor a la hora de formar la cartera, 
mientras que Roy se inclina por la determinación de una rentabili-
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dad mínima. Así mismo, quedó patente que, desde el punto de vista 
matemático, ambos modelos se reducen a lo mismo, salvo algunas ex-
cepciones presentadas en el capítulo. 

La medida de riesgo lower partial moment es una generalización natural de 
la semivarianza. Por otra parte, respecto a la medida del riesgo del VaR, 
se puede concluir que es una alternativa útil para medir la exposición de 
un activo financiero al riesgo de mercado. Sin embargo, el uso del VaR 
presenta algunos problemas prácticos y computacionales. En este escenar-
io, la media de riesgo del CVaR se propuso para corregir las deficiencias 
ocurridas con el VaR.

Los modelos de optimización de cartera, en los últimos años, han optado 
por incorporar diferentes tipos de restricciones que permitan considerar las 
preferencias del inversor, las condiciones del mercado, los requerimientos 
financieros o la responsabilidad social, entre otros. Este tipo de limita-
ciones permite estructurar carteras más realistas desde el punto de vista 
de la planificación y gestión de carteras. Entre las restricciones más usadas 
en la práctica en los modelos de optimización de cartera se encuentran los 
costos de transacción, la restricción de cardinalidad, la restricción de cotas 
mínima y máxima de participación de un activo en la cartera, y la restric-
ción de cotas mínima y máxima de participación en un sector en la cartera.
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3.1 Introducción al tema

La optimización puede considerarse como un proceso de toma de decisiones 
para aprovechar al máximo los recursos disponibles y, de esta forma, obtener 
los mejores resultados posibles. Gran parte de los problemas del mundo real 
implican la optimización simultánea de varios objetivos que generalmente 
presentan conflictos entre sí, es decir, la mejora de un objetivo puede conlle-
var el deterioro de otro/s. Un ejemplo característico de este tipo de problemas 
es la optimización de carteras. En efecto, el modelo de media varianza ha 
sido criticado debido a que se basa en supuestos poco realistas. A raíz de esto, 
en los últimos años los modelos de optimización de cartera han incorpora-
do algunas restricciones del mundo real (p.ej. cardinalidad, cotas mínima y 
máxima de participación de un activo en la cartera), y han propuesto otras 
medidas de riesgo (tales como VaR y lower partial moment). No obstante, la 
inclusión de estas restricciones y nuevas medidas de riesgo han ocasionado 
que el problema de selección de carteras sea difícil de resolver con métodos 
exactos (Metaxiotis y Liagkouras, 2012).

Los algoritmos evolutivos [evolutionary algorithms (EAs)] han sido fun-
damentales para resolver problemas de optimización que son demasiado 
complejos para ser solucionados mediante técnicas determinísticas (Andri-
osopoulos y Nomikos, 2014; Y. Chen y Wang, 2015; Corazza, Fasano y 
Gusso, 2013; Fu, Chung y Chung, 2013; Smimou, 2014; F. Wang, Yu y 
Cheung, 2014). Los EAs se adaptan bien a los problemas de optimización 
multiobjetivo (MOP) debido a que están inspirados en los principios dar-
winianos de selección natural y reproducción genética (Darwin, 1859), 
que son inherentemente multiobjetivo (Metaxiotis y Liagkouras, 2012). 
Gracias a las técnicas que ofrecen los algoritmos evolutivos multiobjetivo 
[Multiobjective Evolutionary Algorithms (MOEAs)], el modelo clásico de 
media varianza ha sido extendido para combinar dos o más objetivos en 
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conflicto sujetos a diversas restricciones realistas (J. Li y Xu, 2013; Liagk-
ouras y Metaxiotis, 2013, 2017; Mousavi, Esfahanipour y Zarandi, 2014; 
Suksonghong, Boonlong y Goh, 2014; P. Zhang y Zhang, 2014). 

El tercer capítulo de esta tesis doctoral está estructurado de la siguiente for-
ma: En la sección 3.2 se introducen los principales aspectos relacionados 
con los problemas de optimización multiobjetivo (MOPs). Las secciones 
3.3 y 3.4 revisan los conceptos teóricos básicos sobre los algoritmos evolu-
tivos EAs y los algoritmos evolutivos multiobjetivo MOEAs. En la sección 
3.5 se ofrece una breve revisión de los artículos más relevantes que tratan 
de la implementación de MOEAs para la solución del problema de selec-
ción de carteras. La sección 3.6 examina las características principales del 
Non-Dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGAII), algoritmo propuesto 
para resolver el modelo que se sugerirá en esta investigación. Para finalizar, 
la sección 3.7 presenta el resumen y las conclusiones del capítulo. 

3.2 Problemas de optimización
multiobjetivo (MOPs)

La optimización se refiere al hallazgo de la mejor solución posible a un prob-
lema, dado un conjunto de limitaciones o restricciones (Coello, 2006). Para 
García-Rodríguez (2012) una optimización multiobjetivo se define como “el 
procedimiento para encontrar un vector de variables de decisión que satisfa-
ga las restricciones dadas y optimice un vector de funciones cuyos elemen-
tos representan las funciones objetivo, que generalmente se encuentran en 
conflicto entre sí” (p. 18). Por lo tanto, el término ‘optimizar’ significa “en-
contrar las soluciones que darían valores aceptables para todas las funciones 
objetivo” (Osyczka, 1985, p. 194).Un problema de optimización multiobje-
tivo [multi-objective optimization problems (MOPs)] puede ser formalmente 
definido como (Lwin, 2015; Villazón-Terrazas, 2015):

Maximizar/minimizar F(x) = {f1(x), f2(x), ...,fm(x)}

gi(x)≤0, i=1,2, ..., p Restricción de desigualdad
Sujeto a hj(x)=0, j=1, 2, ..., q Restricción de igualdad

x∈D, m≥2
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Donde 
x = Es el vector n-dimensional de la variable de decisión x = [x1, x2, ..., xd], 
definidas en el espacio D de soluciones factibles. El concepto espacio de solu-
ción también se conoce como espacio de búsqueda o espacio de decisión.

Una solución a este problema maximiza (o minimiza) los componentes 
de F(x), a la vez que cumple con las restricciones gi(x) y hj(x). El vector de 
las variables de decisión puede ser discreto o continuo, y las m funciones 
objetivo pueden ser lineales o no, y discretas o continuas. La función de 
evaluación F:D→ℜm,, es una transformación del vector de las variables de 
decisión x = [x1, x1, ..., xD] en un vector de respuestas (o vector objetivo) 
F(x) = f1(x), f2(x), ..., fm(x)], en el que fi(x) representa la idoneidad de (x) 
para el i-ésimo objetivo (ver figura 3.1) (Coello, Lamont y Van, 2007; 
Deb, 2001; Lwin, 2015; Villazón-Terrazas, 2015).

Figura 3.1. Transformación del vector de decisión al vector de respuestas.
Fuente: Goh y Tan (2009, p. 2).

Nótese que en la ecuación 3.1., hay m funciones objetivo consideradas, y 
cada una de estas puede ser maximizada o minimizada. En el contexto de 
la optimización, el principio de dualidad (Deb, 2001, 2012) sugiere que 
un problema de maximización puede ser transformado en uno de minimi-
zación, simplemente multiplicando la función objetivo por -1. Este prin-
cipio ha permitido que los problemas de optimización con diversos tipos 



68

Optimización multiobjetivo para la selección de carteras

de objetivos sean fáciles de manejar, puesto que permiten transformar los 
objetivos en un mismo tipo de problema de optimización (Lwin, 2015).

3.2.1 MOPs totalmente conflictivos,
 no conflictos y parcialmente conflictivos

Una de las principales diferencias entre la optimización de un único ob-
jetivo y una multiobjetivo es que los problemas de la segunda constituy-
en un espacio objetivo multidimensional ℜm. Esto conduce a tres casos 
posibles de problemas multiobjetivo, dependiendo de si los objetivos son 
totalmente conflictivos, no conflictivos o parcialmente conflictivos. En los 
problemas multiobjetivo de la primera categoría, la naturaleza conflictiva 
de los objetivos es tal que no se puede mejorar sin violar ninguna restric-
ción. Esto resulta en una situación interesante, donde todas las soluciones 
factibles son también óptimas. Por lo tanto, los problemas multiobjetivo 
totalmente conflictivos son, quizás, los más simples de los tres, pues allí 
no se requiere ninguna optimización. En contraste, un problema multi-
objetivo es no conflictivo si los diversos objetivos están correlacionados, y 
la optimización de algún objetivo arbitrario conduce a la mejora posterior 
de los otros. Esta clase de problemas multiobjetivo puede tratarse como 
un problema de un único objetivo, optimizando arbitrariamente un ob-
jetivo, o agregando los diferentes objetivos dentro de una función escalar. 
Intuitivamente, solo existe una única solución óptima para este tipo de 
problemas multiobjetivo (Goh y Tan, 2009).

Generalmente, los problemas del mundo real son instancias del tercer tipo 
de problemas multiobjetivo, esto es, problemas de optimización multi-
objetivo parcialmente conflictivos. Para Goh y Tan (2009), este tipo de 
problemas implica buscar el conjunto de soluciones que representan los 
trade-offs17 o los mejores compromisos entre los diferentes objetivos, y no 

17 En los problemas de optimización multiobjetivo, existe una dificultad inherente 
al trabajar con varios objetivos que generalmente presentan conflictos entre sí: la 
imposibilidad de encontrar una solución que sea simultáneamente “buena” para 
todos los objetivos. Bajo esta perspectiva, el concepto de Trade-off se asocia al 
hecho de que al seleccionar una solución en lugar de otra se obtiene una mejora 
de unos aspectos y el empeoramiento de otros.
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una única solución óptima. Con el propósito de generar soluciones de 
mejor compromiso, es necesario definir el concepto de optimalidad en los 
problemas de optimización multiobjetivo.

3.2.2 Dominancia de Pareto y optimalidad

La noción de “óptimo” más comúnmente adoptada es la propuesta origi-
nalmente por Edgeworth (1881) y posteriormente generalizada por Pareto 
(1896). Aunque algunos autores la llaman el óptimo de Edgeworth-Pareto 
(ver, por ejemplo, Stadler, 1988), el término más comúnmente aceptado 
es Pareto óptimo. A continuación se presentarán las siguientes definiciones 
(Deb, 2001; Lwin, 2015; Zitzler, Thiele, y Bader, 2010) que son conceptos 
fundamentales para resolver MOPs: 

• Definición 3.1: solución factible
Una solución x es identificada como factible si cumple con las re-
stricciones gi(x) y hj(x), y, además x ∈ D.

• Definición 3.2: dominada y no-dominada
Una solución factible x domina a otra de las mismas características 
y (denotada como x ⪯ y), si y solo si:
∀i∈{1,2,…,m}, xi es mejor o igual que yi ∧ ∃i ∈ {1, 2, …, m}⃒ xi es 
mejor que yi

Es decir, x domina a y, si x es mejor o igual a y en todos los objetivos, 
y estrictamente mejor en, al menos, un objetivo. Alternativamente, 
se puede afirmar que x es no-dominada por y, o y está dominada 
por x. Por otra parte, es importante resaltar que si una solución x 
no domina a otra solución y, y a la vez, y no domina a x, entonces 
ambas son no-dominadas y, por consiguiente, forman parte de las 
soluciones que se desean encontrar (García-Rodríguez, 2012).

• Definición 3.3: incomparables (o indeterminadas)
Dos soluciones, x, y, se denotan incomparables (denotadas por x ‖ y ) 
si ni x domina y, ni y domina x,

 3.2
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En la figura 3.2 se ilustra la relación de las soluciones dominadas, no-dom-
inadas e incomparables, en un escenario con dos funciones de idoneidad 
que están siendo minimizadas. Para este ejemplo, se toma la solución B 
como punto de referencia, y las regiones destacadas en colores verde, gris y 
blanco ilustran las tres diferentes relaciones de dominancia. Las soluciones 
ubicadas en la región verde están dominadas por la solución B, debido a 
que B es mejor en ambos objetivos. Por la misma razón, las soluciones 
ubicadas en la región blanca están sobre la solución B. Aunque B tiene un 
valor objetivo menor en comparación con las soluciones ubicadas entre 
los límites de las regiones gris y verde, solo domina débilmente estas solu-
ciones, en virtud del hecho de que comparten un valor objetivo similar a lo 
largo de una u otra dimensión. Las soluciones ubicadas en las regiones gris-
es son incomparables a la solución B, debido a que no es posible establecer 
ninguna superioridad de una solución sobre la otra: las soluciones en la 
región gris izquierda son mejores solo en el segundo objetivo, mientras que 
aquellas en la región derecha son mejores solo en el primer objetivo (Goh 
y Tan, 2009).

Figura 3.2. Relación de la dominancia de Pareto
entre las soluciones candidatas relativas a la solución B.

Fuente: Goh y Tan (2009, p. 4).
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Una vez ilustrado el concepto de dominancia de Pareto, a continuación, 
se definirá el conjunto de soluciones deseables para la optimización 
multiobjetivo.

• Definición 3.4: Pareto óptimo (eficiente)
Una solución x´∈ D es identificada (globalmente) como Pareto óp-
timo, si no existe una solución x ∈ D , tal que F(x) domine F(x´). 
En otras palabras, esta definición indica que x´ es Pareto óptimo 
si no existe un vector dado x que pueda hacer decrecer uno de los 
criterios sin causar un incremento simultáneo en al menos uno de 
los otros criterios (asumiendo una minimización) (Clempner, 2014; 
Coello et al., 2007).

• Definición 3.5: conjunto óptimo de Pareto (o conjunto
de soluciones eficientes)
Es el conjunto de todas las soluciones óptimas de Pareto, y se 
denota por:

 3.3

En esta perspectiva, el conjunto de soluciones de trade-off se conoce 
como el conjunto óptimo de Pareto, y estas soluciones también se 
denominan soluciones “no-inferiores”, “admisibles” o “eficientes”. 
Los correspondientes vectores objetivos de estas alternativas se de-
nominan “no-dominados”, y cada componente objetivo de cual-
quier solución no-dominada en el conjunto óptimo de Pareto solo 
puede mejorarse degradando al menos uno de sus otros componen-
tes objetivos (Goh y Tan, 2009; Shin, Lee, Kim y Zhang, 2005).

• Definición 3.6: frente óptimo de Pareto (o frontera eficiente)
Es la imagen de  trazada en el espacio de objetivo factible, y se 
denota por:

 3.4
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En la figura 3.3 se ilustran los conjuntos óptimos de Pareto para 
diferentes escenarios con dos funciones de idoneidad y para el mis-
mo espacio de soluciones. El óptimo de Pareto está compuesto por 
soluciones ubicadas en la frontera de la región factible del espacio de 
soluciones18 (Kanthababu, 2013; Villazón-Terrazas, 2015):

Figura 3.3. Frentes óptimos de Pareto para un mismo espacio de soluciones.
Fuente: elaboración propia a partir de Kanthababu (2013, p. 355),

y Villazón-Terrazas (2015, p. 40).

3.2.3 Métodos para resolver MOPs

Existen dos enfoques para resolver los problemas de optimización multiob-
jetivo (Lwin, 2015; Swain, Panda y Mahapatra, 2016; Yegireddy y Panda, 

18 En realidad, la figura no representa el espacio de soluciones sino una imagen en 
R2 mapeada por la función de idoneidad (F1, F2), que es donde está definida la 
dominancia. 
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2014). Un enfoque es la optimización simultánea de todos los objetivos 
con base en la relación de dominancia para determinar el conjunto óptimo 
de Pareto ( ), o el subconjunto representativo del conjunto óptimo de 
Pareto ( ), (ver sección 3.2.2). El otro enfoque es el método clásico 
de suma ponderada, en el cual la función objetivo se formula como una 
suma ponderada de los objetivos. A continuación, se presentan los princi-
pales aspectos de este enfoque.

i. Método de suma ponderada

Este enfoque combina los múltiples objetivos en una función de costo 
escalar, lo que hace que el problema sea de un único objetivo antes de la 
optimización. Su denotación es:

 3.5

Sujeto a

Donde

λm = Puede reflejar la importancia relativa de los objetivos. 

Este enfoque produce una solución única con un vector de peso dado 
{λ1, λ2, ..., λm} . Por lo tanto, el problema debe resolverse repetidas 
veces con diferentes combinaciones de pesos (i.e. predeterminados) 
para lograr soluciones múltiples que permitan determinar el conjunto 
óptimo de Pareto ( ) o un subconjunto representativo de este ( ). 
Una desventaja de este modelo es que, en la práctica, puede ser muy difícil 
seleccionar con precisión y exactitud los pesos de los objetivos, ya que 
pequeñas perturbaciones en estos pueden conducir a soluciones muy 
diferentes.
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3.2.4 Optimización de objetivos de MOPs

Para la mayoría de los MOPs, el conocimiento del conjunto óptimo de 
Pareto ( ) y, por ende, del frente óptimo de Pareto ( ) ayuda al 
tomador de decisiones a seleccionar aquella solución que representa el 
mejor compromiso. No obstante, la identificación de todo el conjunto 
óptimo de Pareto ( ), para muchos problemas multiobjetivo, es prác-
ticamente imposible, debido a su tamaño. Además, para varios problemas, 
especialmente en los de optimización combinatorial19, comprobar la opti-
malidad de la solución es computacionalmente inviable. Por lo tanto, un 
enfoque práctico en la optimización multiobjetivo es investigar el conjun-
to de soluciones [the best-known Pareto set ( )] que mejor se aproxime 
al conjunto óptimo de Pareto ( ). Teniendo en cuenta estos intereses, 
un enfoque de optimización multiobjetivo debería alcanzar los siguien-
tes tres objetivos en conflicto (Kanthababu, 2013; Konak, Coit y Smith, 
2006; Zitzler, Deb y Thiele, 2000):

i.  The best-known Pareto front ( ) debe estar lo más cerca posible 
del verdadero frente óptimo de Pareto ( ) Idealmente, the best-
known Pareto set ( ) debería ser un subconjunto del conjunto 
óptimo de Pareto ( ).

ii. Las soluciones en the best-known Pareto set ( ) deben ser diversas 
y estar uniformemente distribuidas sobre el frente óptimo de Pareto 
para proporcionar al tomador de decisiones una imagen real de los 
trade-offs.

iii.  The best-known Pareto front ( ) debe captar todo el espectro del 
frente óptimo de Pareto. Esto requiere investigar soluciones en los ex-
tremos del espacio de la función objetivo.

Para un límite de tiempo computacional dado, el primer objetivo es el más 
útil, debido a que enfoca la búsqueda en una región particular del frente 
óptimo de Pareto. Por otra parte, el segundo objetivo demanda un esfuerzo 
de búsqueda para ser distribuido uniformemente sobre el frente óptimo de 

19 Un problema de optimización multiobjetivo es combinatorial cuando el vector 
n-dimensional de la variable de decisión x = [x1, x2, ..., xD] es discreto y finito.
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Pareto. El tercer objetivo tiene como propósito extender al anteriormente 
enuciado en ambos extremos, con lo cual se exploran, esta forma, nuevas 
soluciones extremas.

3.3 Algoritmos evolutivos (EAs)

Los algoritmos evolutivos (EAs) son técnicas estocásticas (involucran a las 
variables aleatorias) que emulan el proceso de evolución natural de las es-
pecies20 para resolver problemas de optimización, búsqueda y aprendizaje 
(Bäck, Fogel, y Michalewics, 1997; Goldberg, 1989), y donde las posibles 
soluciones a un problema dado son consideradas como individuos de una 
población que irá evolucionando para hallar las mejores soluciones a di-
cho problema (García-García et al., 2015). Existen cuatro tipos de EAs 
que han servido de base a las diversas investigaciones que se han realizado 
en el área de la computación evolutiva: los algoritmos genéticos [genet-
ic algorithms (AGs)] (Holland, 1975), las estrategias de evolución [evo-
lutionary strategies (ES)] (Rechenberg, 1973), la programación evolutiva 
[evolutionary programming (EP)] (L. J. Fogel, Owens y Walsh, 1966), y la 
programación genética [genetic programming (GP)] (Koza, 1992)21. A con-
tinuación, se definirán los elementos que intervienen en los EAs (Duran, 
Cotta y Fernández, 2009; García-Rodríguez, 2012):

20 La computación evolutiva fue originada en 1930 por W. D. Cannon y sus 
principios se sustentan en la “teoría neo-darwiniana de la evolución” (García-
Rodríguez, 2012). Esta teoría establece que la historia de la vasta mayoría de la vida 
en el planeta puede ser explicada a través de una serie de procesos estadísticos que 
actúan sobre y dentro de las poblaciones y especies: la reproducción, la mutación, 
la competencia y la selección. Bajo este contexto, la evolución es, por lo tanto, el 
resultado de estos procesos estocásticos (es decir, probabilísticos) fundamentales 
que interactúan entre sí en las poblaciones, generación tras generación (Quintero 
y Coello, 2006 p. 5).

21 Los AGs se basan en operadores que tratan de modelar los operadores genéticos 
existentes en la naturaleza, como el cruce y la mutación, los cuales se les aplican 
a los individuos que codifican las posibles soluciones. Las ES y la EP aplican 
transformaciones basadas en mutaciones efectuadas sobre los padres para obtener 
los hijos, lo que permite mantener una línea general de comportamiento del 
individuo en su descendencia. Finalmente, la GP codifica las soluciones al 
problema en forma de programas, habitualmente codificados en una estructura 
de árbol, y adapta dichas estructuras empleando operadores muy específicos 
(Romero-Zaliz, 2005, p. 40).
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• Definición 3.7: Representación
Esta es la estructura de datos (denominada cromosomas) que cod-
ifica la información o parámetros (también conocida como genes) 
de una posible solución a un problema. Los cromosomas pueden 
representarse por cadenas binarias, reales, etc. (ver figura 3.4). Un 
gen es un elemento de un cromosoma que codifica el valor de un 
solo parámetro; así, el genotipo corresponde a la codificación del 
cromosoma; y el fenotipo, a la decodificación de este. 

Figura 3.4. Estructura general de un algoritmo evolutivo.
Fuente: (García-Rodríguez, 2012).

• Definición 3.8: parámetros
Valores utilizados en la simulación de un proceso evolutivo (p.ej. 
tamaño de la población, probabilidad de aplicar un operador genéti-
co, número de generaciones).

• Definición 3.9: población
Conjunto de individuos (soluciones) que codifican las variables de 
decisión de la función objetivo del problema. Cada uno de estos 
elementos debe estar configurado en forma de cromosoma.

• Definición 3.10: función de evaluación
Se le conoce también como función fitness, de aptitud o función 
objetivo, y representa los requisitos a los cuales la población debe 
adaptarse.

• Definición 3.11: operadores genéticos
Operadores probabilísticos que generan nuevas poblaciones a partir 
de la población actual. Se pueden clasificar en tres tipos:
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 – Selección: elige los individuos más aptos para generar la sigui-
ente población.

 – Cruce: combina los cromosomas de dos individuos para obtener 
los descendientes. Su aplicación selectiva hacia los individuos pa-
dre favorece la transmisión de las características de un progenitor 
a su descendencia, aun cuando estas sean mezcladas con las de 
otros individuos.

 – Mutación: ayuda a mantener la diversidad genética a través de la 
introducción aleatoria de pequeñas alteraciones a la codificación 
de algunos individuos. 

Así mismo, los algoritmos evolutivos incorporan un mecanismo que per-
mite conservar, durante el proceso evolutivo, a los individuos que han 
presentado el mejor fitness, sin aplicarles ninguna operación genética so-
bre ellos. En este tratamiento denominado “elitismo” se copia el mejor 
individuo de una generación a la siguiente, lo cual evita, de esta forma, 
que el mismo se pierda a causa del proceso evolutivo. Así, el mejor indi-
viduo de una generación siempre será igual o mejor al de su generación 
anterior, lo que asegura el comportamiento monotónico del máximo valor 
de la función de fitness por iteración, lo cual es condición necesaria y su-
ficiente para la convergencia del algoritmo (García-Rodríguez, 2012). El 
pseudocódigo de un EA básico se describe en el algoritmo 3.1. (Bäck y 
Schwefel, 1993; Lwin, 2015): 

En el algoritmo 3.1., un individuo representa una solución potencial al 
problema que se está resolviendo. Inicialmente, la población se genera apli-
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cando un procedimiento aleatorio o utilizando una heurística específica 
para el problema por resolver. Cada individuo en la población es evaluado 
por una función fitness. En cada iteración (generación), una población de 
soluciones tentativas se reproduce, sujetas a las variaciones genéticas que se 
dan en la selección natural (supervivencia del más apto). Nuevas soluciones 
de descendentes son producidas por el cruce de padres y la mutación de los 
individuos resultantes para promover diversidad genética. Una selección 
estratégica adecuada se aplica luego para identificar las soluciones que so-
breviven a la siguiente generación. Este proceso se repite para un número 
predefinido de generaciones (o función de evaluación) o para algún otro 
criterio de parada específico (Bäck y Schwefel, 1993; Lwin, 2015).

3.4 Algoritmos evolutivos
 multiobjetivo (MOEAs)

El potencial de los algoritmos evolutivos para resolver problemas de op-
timización multiobjetivo fue sugerido por Rosenberg (1960) e Ito, Akagi 
y Nishikawa (1983). No obstante, la primera implementación real de lo 
que en la actualidad se denomina un algoritmo evolutivo multiobjetivo 
[Multi-Objective Evolutionary Algorithm (MOEA)] se le acredita a Schaffer 
(1984), quien propuso el Vector Evaluation Genetic Algorithm (VEGA). 
VEGA tenía principalmente el objetivo de resolver problemas en el apren-
dizaje de máquinas (machine learning) (Schaffer, 1984, 1985; Schaffer y 
Grefenstette, 1985).

Los algoritmos evolutivos son particularmente adecuados para resolver 
problemas de optimización multiobjetivo debido a que tratan simultán-
eamente con un conjunto de posibles soluciones (la llamada ‘población’). 
Esto permite encontrar varios miembros del conjunto óptimo de Pareto en 
una sola “ejecución” del algoritmo, en lugar de tener que realizar una serie 
de ejecuciones separadas, como en el caso de las técnicas de programación 
matemáticas tradicionales (Coello, 1999). Además, los algoritmos evolu-
tivos son menos susceptibles a la forma o continuidad del frente óptimo 
de Pareto (por ejemplo, pueden tratar fácilmente con frentes óptimos de 
Pareto discontinuos o cóncavos), mientras que estas dos cuestiones son una 
preocupación real para las técnicas de programación matemática. En este 
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orden de ideas, los MOEAs son unas técnicas muy atractivas de solución 
de MOPs, puesto que asumen la búsqueda y la toma de decisiones mul-
tiobjetivo. Además, tienen la capacidad de buscar espacios parcialmente 
ordenados para varias alternativas de trade-offs (Coello et al., 2007). La 
figura 3.5 muestra, respectivamente, una descomposición general de las 
tareas de un EA y un MOEA. Por definición, la tarea 2 del caso MOEA 
calcula k (donde k ≥ 2) funciones fitness. Además, debido a que los MOE-
As esperan un valor fitness único con el cual realizar la selección, a veces 
se requiere un proceso adicional para transformar los vectores fitness de las 
soluciones MOEAs en un escalar (tarea 2a). Aunque las diversas técnicas 
de transformación varían en su impacto algorítmico, el resto del MOE-
As es estructuralmente idéntico a su homólogo de un único objetivo. Sin 
embargo, esto no implica que las diferencias sean insignificantes (Coello 
et al., 2007).

Figura 3.5. Descomposición de tareas de un EA y un MOEA.
Fuente: Coello et al. (2007).

Desde el esfuerzo pionero de Schaffer (1984), se han propuesto varias 
técnicas evolutivas diferentes para la optimización multiobjetivo con el 
propósito de cumplir los tres objetivos de optimización descritos anterior-
mente (ver sección 3.2.4). La mayoría de estos MOEAs se basan, en gran 
medida, en los modelos computacionales de algoritmos genéticos (GAs), 
la programación evolutiva (EP) y las estrategias de evolución (ES). En 
este orden de ideas, los diferentes MOEAs propuestos para los MOPs se 
pueden clasificar en tres categorías (Maulik, Bandyopadhyay y Mukhopad-
hyay, 2011): i) Population-Based Non-Pareto Algorithms, ii) Pareto-Based 
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Non-Elitist Algorithms, y, iii) Pareto-Based Elitist Algorithms. La tabla 3.1 
presenta algunos de estos algoritmos, junto a un breve resumen de sus 
ventajas y desventajas (Kanthababu, 2013; Konak et al., 2006):

3.5 El problema de optimización
 de cartera con el apoyo de MOEAs

La utilidad de los algoritmos evolutivos multiobjetivo (MOEAs) para la 
solución del problema de optimización de cartera con restricciones realis-
tas es indiscutible y puede ser testificada por un número considerable de 
estudios en el campo (Castillo y Coello, 2007; Liagkouras y Metaxiotis, 
2015; Metaxiotis y Liagkouras, 2012; Schlottmann y Seese, 2004). A con-
tinuación, se ofrece una breve revisión de los artículos más relevantes que 
tratan de la implementación de MOEAs para la solución del problema de 
selección de carteras.

Arnone, Loraschi y Tettamanzi (1993) fueron los primeros en utilizar un 
MOEA para la optimización de carteras. Los autores adoptaron el modelo 
de Markowitz (1952), y utilizaron el lower partial moment como medida 
de riesgo. No obstante, el uso de este riesgo downside hace el problema más 
difícil, debido a que la forma de la superficie objetivo es generalmente no 
convexa y, por consiguiente, la programación cuadrática no puede em-
plearse para encontrar soluciones exactas. Los autores adoptaron un al-
goritmo genético con una función de agregación lineal ponderada para 
resolver este problema. 

Shoaf y Foster (1996) usan un algoritmo genético con una combinación 
lineal de pesos para la selección de carteras de media varianza. Los autores 
destacan un tema importante: la codificación. El problema de selección de 
carteras es uno de asignación, por lo tanto, una representación directa (i.e. 
utilizando variables de decisión como se hace normalmente con los algo-
ritmos genéticos para representar los pesos de cada acción) no funciona 
bien. La razón es que este tipo de representación producirá frecuentemente 
soluciones inviables, en las que los valores asignados no suman 1.0, lo cual 
es una limitación impuesta al problema. Proponen una representación al-



81

Capítulo 3. Algoritmos evolutivos multiobjetivo en optimización de carteras

Ta
bl

a 
3.

1.
 C

om
pa

ra
ci

ón
 d

e 
lo

s M
O

EA
s m

ás
 c

on
oc

id
os

 y
 u

til
iza

do
s

Po
pu

la
ti

on
-B

as
ed

 N
on

-P
ar

et
o 

Al
go

ri
th

m
s

A
lg

or
it

m
o

A
si

gn
ac

ió
n 

fit
ne

ss
M

ec
an

is
m

o
de

 d
iv

er
si

da
d

El
it

is
m

o
Po

bl
ac

ió
n

ex
te

rn
a

Ve
nt

aj
as

D
es

ve
nt

aj
as

Ve
cto

r E
va

lu
at

ed
 en

et
ic 

Al
go

rit
hm

 (V
EG

A)
C

ad
a 

su
bp

ob
la

ci
ón

 se
 

ev
al

úa
 c

on
 re

sp
ec

to
 a

 
un

 o
bj

et
iv

o 
di

fe
re

nt
e

N
o

N
o

N
o

Im
pl

em
en

ta
ci

ón
 

se
nc

ill
a

Te
nd

en
ci

a 
a 

co
nv

er
ge

r a
l e

xt
re

m
o 

de
 c

ad
a 

ob
je

tiv
o

(S
ch

aff
er

,1
98

5)

Pa
re

to
-B

as
ed

 N
on

-E
lit

is
t A

lg
or

it
hm

s

A
lg

or
it

m
o

A
si

gn
ac

ió
n 

fit
ne

ss
M

ec
an

is
m

o
de

 d
iv

er
si

da
d

El
it

is
m

o
Po

bl
ac

ió
n

 e
xt

er
na

Ve
nt

aj
as

D
es

ve
nt

aj
as

M
ul

tip
le 

O
bj

ec
tiv

e G
A

(M
O

G
A)

Je
ra

rq
ui

za
ci

ón
 d

e 
Pa

re
to

 
i) 

Fi
tn

ess
-S

ha
rin

g 
ii)

 N
ich

in
g 

N
o

N
o

Ex
te

ns
ió

n 
se

nc
ill

a 
de

 u
n 

al
go

rit
m

o 
de

 
ob

je
tiv

o 
ún

ic
o

i)C
on

ve
rg

en
ci

al
en

ta
i)P

ro
bl

em
as

 
re

la
ci

on
ad

os
 c

on
 

el
 p

ar
ám

et
ro

 d
e 

ta
m

añ
o 

de
 n

ic
ho

 (F
on

se
ca

 y
 F

le
m

in
g,

 
19

93
)

N
ich

ed
 P

ar
et

o 
G

A 
(N

PG
A)

i)N
o 

as
ig

na
ci

ón
 d

e 
fit

ne
ss

ii)
Se

le
cc

ió
n 

de
 to

rn
eo

El
 n

ic
ho

 c
ue

nt
a 

co
m

o 
de

se
m

pa
te

 
en

 la
 se

le
cc

ió
n 

de
 to

rn
eo

s

N
o

N
o

Pr
oc

es
o 

de
 

el
ec

ci
ón

 m
uy

 
sim

pl
e 

co
n 

se
le

cc
ió

n 
de

 
to

rn
eo

s

i)P
ro

bl
em

as
 

re
la

ci
on

ad
os

 c
on

 
el

 p
ar

ám
et

ro
 d

e 
ta

m
añ

o 
de

 n
ic

ho
ii)

Pa
rá

m
et

ro
 e

xt
ra

 
pa

ra
 la

 se
le

cc
ió

n 
de

 
to

rn
eo

s
 (H

or
n,

 N
af

pl
io

tis
, y

 
G

ol
db

er
g,

19
93

)

C
on

tin
úa



82

Optimización multiobjetivo para la selección de carteras

Pa
re

to
-B

as
ed

 N
on

-E
lit

is
t A

lg
or

it
hm

s

A
lg

or
it

m
o

A
si

gn
ac

ió
n 

fit
ne

ss
M

ec
an

is
m

o
de

 d
iv

er
si

da
d

El
it

is
m

o
Po

bl
ac

ió
n

 e
xt

er
na

Ve
nt

aj
as

D
es

ve
nt

aj
as

N
on

-d
om

in
at

ed
 S

or
tin

g 
G

A 
(N

SG
A)

Je
ra

rq
ui

za
ci

ón
 b

as
ad

a 
en

 u
n 

or
de

na
m

ie
nt

o 
no

 d
om

in
ad

o

i) 
Fi

tn
ess

-S
ha

rin
g

ii)
 N

ich
in

g 
N

o
N

o
R

áp
id

a 
co

nv
er

ge
nc

ia

Pr
ob

le
m

as
 

re
la

ci
on

ad
os

 c
on

 
el

 p
ar

ám
et

ro
 d

e 
ta

m
añ

o 
de

 n
ic

ho
 (S

rin
iv

as
 y

 D
eb

, 1
99

4)
Pa

re
to

-B
as

ed
 E

lit
is

t A
lg

or
it

hm
s

A
lg

or
it

m
o

A
si

gn
ac

ió
n 

fit
ne

ss
M

ec
an

is
m

o 
de

  
di

ve
rs

id
ad

El
it

is
m

o
Po

bl
ac

ió
n 

 e
xt

er
na

Ve
nt

aj
as

D
es

ve
nt

aj
as

St
re

ng
th

 P
ar

et
o 

Ev
ol

ut
io

na
ry

 A
lg

or
ith

m
 

(S
PE

A)

Je
ra

rq
ui

za
ci

ón
 b

as
ad

a 
en

 e
l a

rc
hi

vo
 e

xt
er

no
 d

e 
so

lu
ci

on
es

 n
o 

do
m

in
ad

as

Ag
ru

pa
m

ie
nt

o 
pa

ra
 tr

un
ca

r l
a 

po
bl

ac
ió

n 
ex

te
rn

a
Sí

Sí

i) 
M

ue
str

as
 

ad
ec

ua
da

s
ii)

 N
o 

pa
rá

m
et

ro
s  

pa
ra

 la
 a

gr
up

ac
ió

n

Al
go

rit
m

o 
de

 
ag

ru
pa

m
ie

nt
o 

co
m

pl
ej

o

(Z
itz

le
r y

 Th
ie

le
, 1

99
8)

St
re

ng
th

 P
ar

et
o 

Ev
ol

ut
io

na
ry

 A
lg

or
ith

m
 

II
 (S

PE
A2

)
Fu

er
za

 d
e 

lo
s 

do
m

in
ad

or
es

D
en

sid
ad

 b
as

ad
a 

en
 e

l k
-é

sim
o 

ve
ci

no
 m

ás
 

ce
rc

an
o

Sí
Sí

i) 
SP

EA
 m

ej
or

ad
o

ii)
 A

se
gu

ra
 la

 
pr

es
er

va
ci

ón
 d

e 
lo

s 
pu

nt
os

 e
xt

re
m

os

C
ál

cu
lo

 d
e 

la
 

de
ns

id
ad

 y
 e

l fi
tn

ess
 

co
m

pu
ta

ci
o-

na
lm

en
te

 
co

sto
so

s
 (Z

itz
le

r, 
La

um
an

ns
 y

 
Th

ie
le

, 2
00

1)
C

on
tin

úa



83

Capítulo 3. Algoritmos evolutivos multiobjetivo en optimización de carteras

Pa
re

to
-B

as
ed

 E
lit

is
t A

lg
or

it
hm

s

A
lg

or
it

m
o

A
si

gn
ac

ió
n 

fit
ne

ss
M

ec
an

is
m

o 
de

  
di

ve
rs

id
ad

El
it

is
m

o
Po

bl
ac

ió
n 

 e
xt

er
na

Ve
nt

aj
as

D
es

ve
nt

aj
as

Pa
re

to
 A

rc
hi

ve
d 

Ev
ol

ut
io

na
ry

 S
tra

te
gy

 
(P

AE
S)

La
 d

om
in

ac
ió

n 
de

Pa
re

to
 se

 u
sa

 p
ar

a 
re

em
pl

az
ar

 a
 u

n 
pa

dr
e 

si 
do

m
in

a 
la

 d
es

ce
nd

en
ci

a

D
en

sid
ad

 c
el

ul
ar

 
co

m
o 

se
pa

ra
do

r 
de

 v
ín

cu
lo

s e
nt

re
 

de
sc

en
di

en
te

s y
 

pa
dr

es

Sí
Sí

i)E
str

at
eg

ia
 

de
 e

sc
al

ad
a 

de
 

m
ut

ac
ió

n 
al

 a
za

r
ii)

 F
ác

il 
de

 
im

pl
em

en
ta

r
iii

) C
om

pu
ta

-
ci

on
al

m
en

te
 

efi
ci

en
te

i)N
o 

es
 u

n 
en

fo
qu

e 
ba

sa
do

 e
n 

la
 

po
bl

ac
ió

n
ii)

 E
l r

en
di

m
ie

nt
o 

de
pe

nd
e 

de
l t

am
añ

o 
de

 la
s c

el
da

s 
(K

no
w

le
s y

 C
or

ne
, 

19
99

) 
Pa

re
to

-B
as

ed
 E

lit
is

t A
lg

or
it

hm
s

A
lg

or
it

m
o

A
si

gn
ac

ió
n 

fit
ne

ss
M

ec
an

is
m

o 
de

 
di

ve
rs

id
ad

El
it

is
m

o
Po

bl
ac

ió
n 

ex
te

rn
a

Ve
nt

aj
as

D
es

ve
nt

aj
as

Pa
re

to
 E

nv
elo

pe
-B

as
ed

 
Se

lec
tio

n 
Al

go
rit

hm
 

(P
ES

A)
N

o 
as

ig
na

ci
ón

 d
e 

fit
ne

ss
D

en
sid

ad
 b

as
ad

a 
en

 c
él

ul
as

El
iti

sm
o 

pu
ro

Sí

i) 
Fá

ci
l d

e 
im

pl
em

en
ta

r
ii)

C
om

pu
ta

-
ci

on
al

m
en

te
 

efi
ci

en
te

i)E
l r

en
di

m
ie

nt
o 

de
pe

nd
e 

de
l t

am
añ

o 
de

 la
s c

el
da

s
ii)

 In
fo

rm
ac

ió
n 

pr
ev

ia
 

ne
ce

sa
ria

 so
br

e 
el

 
es

pa
ci

o 
ob

je
tiv

o
(C

or
ne

, K
no

w
le

s, 
y 

O
at

es
, 2

00
0)

El
iti

st 
no

n-
do

m
in

at
ed

 
So

rt
in

g 
G

A 
(N

SG
AI

I)
Je

ra
rq

ui
za

ci
ón

 b
as

ad
a 

en
 u

n 
or

de
na

m
ie

nt
o 

no
 

do
m

in
ad

o
C

ro
w

di
ng

 d
ist

an
ce

Sí
N

o

i) 
Pa

rá
m

et
ro

 ú
ni

co
 

(N
)

ii)
 M

ue
str

as
 

ad
ec

ua
da

s
iii

) E
fic

ie
nt

e

La
 cr

ow
di

ng
  

di
sta

nc
e  

tr
ab

aj
a 

so
lo

 
en

 u
n 

es
pa

ci
o 

 
ob

je
tiv

o
(D

eb
, A

gr
aw

al
, P

ra
ta

p 
y 

M
ey

ar
iv

an
, 2

00
0)

Fu
en

te
: e

la
bo

ra
ci

ón
 p

ro
pi

a 
a 

pa
rt

ir 
de

 K
an

th
ab

ab
u 

(2
01

3)
 y

 K
on

ak
 et

 a
l. 

(2
00

6)
.



84

Optimización multiobjetivo para la selección de carteras

ternativa que resuelve este asunto, pero con el efecto secundario de una 
mayor sensibilidad a las tasas de mutación y crossover.

Vedarajan, Chan y Goldberg (1997) adoptan los dos objetivos del modelo 
de Markowitz, esto es, maximizar el rendimiento esperado de la cartera y 
minimizar el riesgo. Estos autores utilizan un algoritmo genético con una 
función de agregación lineal que combina los dos objetivos en un único 
valor escalar y en el que los pesos son variados para generar diferentes solu-
ciones no-dominadas.

Chang et al. (2000) utilizan tres algoritmos heurísticos basados en algo-
ritmos genéticos, búsqueda tabú (Glover y Laguna, 1997) y cristalización 
simulada (Kirkpatrick, Gelatt, y Vecchi, 1983), para resolver el modelo de 
media varianza con restricciones de cardinalidad y cotas inferior y superior 
sobre la proporción del presupuesto de capital que se desea invertir en 
un activo. Los investigadores prueban que, debido a estas limitaciones, la 
frontera eficiente limitada por este tipo de restricciones es más difícil de 
aproximar y puede presentar algunas discontinuidades. 

Lin, Wang y Yan (2001) consideran una variación del modelo de me-
dia varianza con costos de transacción fijos y lotes mínimos de transac-
ción. El problema de selección de carteras se modela como uno de 
programación lineal en números enteros con funciones de objetivos 
múltiples. Desarrollan un algoritmo genético basado en NSGAII y 
GENOCOOP (Michalewicz y Nazhiyath, 1995) para la solución del 
modelo propuesto y proporcionan un ejemplo numérico para probar la 
eficiencia del algoritmo.

Schaerf (2002) examina el modelo de media varianza y considera restric-
ciones adicionales, como la cardinalidad de la cartera y la cantidad de 
acciones individuales. La autora utiliza técnicas de búsqueda local, prin-
cipalmente la que recibe el nombre de ‘tabú’, y compara esto con los estu-
dios previos de selección de carteras que utilizan este tipo de enfoque. Así 
mismo, propone nuevos algoritmos que combinan diferentes relaciones de 
vecindario y comprueba cómo el uso de la aleatorización y de una forma 
simple de adaptación simplifica el establecimiento de un gran número de 
parámetros críticos.
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Maringer y Kellerer (2003) sugieren un algoritmo híbrido de búsqueda 
local que combina principios de cristalización simulada y estrategias evo-
lutivas. Aplicaron el algoritmo al problema de selección de carteras cuando 
hay restricciones, como el número de activos en la cartera y la no neg-
atividad de los pesos de los activos, y encontraron que el algoritmo era 
altamente eficiente y confiable.

Ehrgott, Klamroth y Schwehm (2004) plantean un modelo para la opti-
mización de cartera que amplía el modelo media-varianza. Con el apoyo 
de Standard and Poor’s utilizan cinco objetivos específicos relacionados con 
el retorno y el riesgo, cinco funciones de utilidad para cada objetivo, y una 
función de utilidad global aditiva. Los resultados numéricos presentados y 
soportados en la búsqueda local personalizada, la cristalización simulada, 
la búsqueda tabú y la heurística, demuestran que los problemas de tamaño 
pueden resolverse rápidamente.

Subbu, Bonissone, Eklund, Bollapragada y Chalermkraivuth (2005) pre-
sentan un enfoque de optimización multiobjetivo híbrido que combina 
algoritmos evolutivos con una programación lineal para maximizar si-
multáneamente el retorno esperado, minimizar el riesgo e identificar la 
frontera eficiente que cumpla con todas las restricciones consideradas. Los 
autores demostraron que su Pareto Sorting Evolutionary Algorithm (PSEA) 
es capaz de identificar, de manera robusta, el frente de Pareto de las carteras 
óptimas definidas en el espacio retorno-riesgo.

Chiam, Al Mamun y Low (2007) proponen una representación basada 
en órdenes (order-based representation) para la optimización de la cartera 
multiobjetiva evolutiva, que puede extenderse fácilmente para tratar varias 
restricciones realistas, como la cardinalidad y las cotas mínima y máxima 
de participación de un activo en la cartera. Los autores proporcionan un 
amplio estudio experimental, que incluye la evaluación del rendimiento al-
gorítmico basado en un conjunto de problemas de referencia con métricas 
de rendimiento y pruebas estadísticas.

Chang et al. (2009) utilizan un algoritmo evolutivo para resolver el enfo-
que heurístico de los problemas de optimización de cartera con diferentes 
medidas de riesgo. Los autores comparan los desempeños obtenidos con 
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el modelo de media varianza en la frontera eficiente limitada por cardina-
lidad, y demuestran que los problemas complejos de optimización de la 
cartera pueden resolverse con un algoritmo genético si se utilizan medidas 
de riesgo, como la varianza, la semivarianza, la desviación absoluta y vari-
anza con asimetría. Finalmente, proporcionan resultados empíricos para 
demostrar la robustez de su método heurístico.

Anagnostopoulos y Mamanis (2011a) investigan la capacidad de algunos 
MOEAs, como NSGAII, PESA y SPEA2 para solucionar los complejos 
problemas de optimización de la cartera. Los autores evaluaron las técni-
cas de los mencionados MOEAs con resultados proporcionados por los 
métodos exactos, y concluyen que el desempeño de PESA es mejor en 
términos de la cercanía al frente óptimo de Pareto, mientras que NSGAII y 
SPEA2 tienen el mejor desempeño promedio en términos del indicador de 
hipervolumen. Los resultados muestran que los MOEAs, en general, son 
estrategias eficientes y confiables para este tipo de problemas y, además, 
son flexibles para adaptarse a una adición de una nueva restricción, o a un 
remplazo de una nueva función de riesgo.

En un contexto de optimización difusa, Gupta, Inuiguchi et al. (2013) pro-
ponen un modelo credibilístico multiobjetivo para la selección de carteras con 
restricciones de probabilidad difusa. Los criterios financieros utilizados son el 
rendimiento a corto plazo y largo plazo, el riesgo y la liquidez. El problema 
se resuelve con un algoritmo inteligente híbrido, que integra la simulación 
difusa con un algoritmo genético de código real. Los autores comprobaron 
que el modelo genera carteras que son óptimas hasta el punto de alcanzar los 
valores de credibilidad más altos para las funciones objetivo, y mostraron que 
la principal ventaja de este modelo multicriterio es que trata la incertidumbre 
de los mercados financieros de manera más realista, debido a que los cuatro 
criterios considerados pueden tener formas funcionales generales. 

Vercher y Bermúdez (2015) examinaron el problema de optimización 
multiobjetivo con restricciones de cardinalidad para generar carteras 
eficientes dentro de un marco difuso de semidesviación media abso-
luta. Los autores asumieron que el rendimiento de una cartera dada se 
modela mediante variables difusas de tipo L-R, cuyas distribuciones de 
credibilidad recogen las relaciones contemporáneas entre los rendimien-
tos de los activos individuales. Por último, aplicaron una estrategia de 
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clasificación basada en el VaR Fuzzy, para seleccionar la mejor cartera 
entre las soluciones óptimas de Pareto, lo cual permitió encontrar una 
composición explícita de la cartera para los diferentes perfiles de riesgo 
de los inversores.

Jalota et al. (2017b) señalan que, en los modelos desarrollados hasta el 
momento, los números fuzzy L-R necesarios para modelar los parámetros 
inciertos en un problema de selección de carteras multiobjetivo se som-
eten a la opinión del decisor o al experto en el mercado. Esta toma de 
decisiones se vuelve muy subjetiva, por lo que proponen un sistema para 
extraer, a partir de datos históricos, la información requerida para ajustar 
los números fuzzy L-R y no necesitar la intervención humana. Desarrollar-
on cuatro modelos y diseñaron un algoritmo multiobjetivo denominado 
Entropy-Cross Entropy (ECE) y, a través de varios ejemplos numéricos, de-
muestran la validez de los modelos planteados.

3.6 Non-dominated Sorting Genetic
 Algorithm (NSGAII)

Liagkouras y Metaxiotis (2015) examinaron 220 artículos de revistas y 
congresos internacionales de reconocido prestigio, y encontraron que el 
NGSAII y SPEA2, con un 29.17 % y un 25 % respectivamente, son los 
dos MOEAs más populares para resolver el problema de optimización de 
cartera (ver tabla 3.2).

Tipo MOEA NSGAII SPEA2 PESA SPEA PAES MOGA NPGA2 IBEA 

 % 29.17 % 25.00 % 16.67 % 8.33 % 8.33 % 4.17 % 4.17 % 4.70 %

Tabla 3.2. Los MOEAs más utilizados para resolver el problema
de optimización de cartera

Fuente: elaboración propia a partir de Liagkouras y Metaxiotis (2015).

Sobre la base de la consideración anterior, el modelo que se propondrá en 
esta tesis doctoral se resolverá aplicando el MOEA-NSGAII. A continu-
ación, se presentarán las principales características de este EA.
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NSGAII fue presentado por Deb et al., (2000) y es una versión mejorada 
de NSGA (Srinivas y Deb, 1994). Este MOEA, comparado con su prede-
cesor, consta de tres características significativas (Lwin, 2015):

i. Reduce la complejidad computacional de O(JI3) a O(JI2), donde J es 
el número de objetivos y I es el tamaño de la población22. 

ii. Agrega un procedimiento de elitismo que previene la pérdida de solu-
ciones prometedoras ya encontradas. 

iii. Integra un operador de selección denominado crowding distance, que 
ayuda a preservar la diversidad de las soluciones en el frente óptimo 
de Pareto.

3.6.1 Ordenamiento rápido de soluciones
 no-dominadas

NSGAII se basa en el marco básico que utiliza una técnica de clasificación 
por capas. La idea básica es clasificar las soluciones de la población en 
frentes no dominados Fi. En primer lugar, se identifican todas las solu-
ciones no-dominadas en la población P. El conjunto de estas soluciones se 
clasifica en una categoría con el primer frente o nivel F1. Este conjunto de 
soluciones se suprimen de la población acto seguido, y al conjunto sigui-
ente de soluciones no-dominadas se le atribuye el segundo frente o nivel F2 
(Lwin, 2015). El proceso se repite con los individuos restantes hasta que 
toda la población se clasifica (ver figura 3.6).

El procedimiento de ordenamiento rápido de soluciones no nominadas 
(Fast Non-dominated Sorting) se describe en el algoritmo 3.2. (página 
90). Cada solución tiene dos entidades: i) un contador de dominancia 
np, que es el número de soluciones que dominan a p, y, ii) un conjunto 
sp, el cual contiene soluciones que p domina. Todas las soluciones del 
primer frente no-dominado tendrán np en cero. A continuación, para 
cada solución p con np = 0, se visita cada miembro q de su conjunto sp 
y se reduce el contador de dominancia en una unidad. De este modo, si 
para algún miembro de la población q su contador de dominancia toma 
el valor 0, q se sitúa en una lista separada Q. Estos miembros pertenecen 

22 El NSGA original tiene una complejidad de O(JI3), lo cual hace que este MOEA 
sea muy costoso con tamaños grandes de población.
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Figura 3.6. Ordenamiento rápido de soluciones
no-dominadas en NSGAII para dos objetivos.

Fuente: Lwin (2015).

al segundo frente no dominado. Después, el procedimiento anterior se 
repite con cada miembro de Q y se identifica el tercer frente. Este proce-
so continua hasta que todos los frentes son identificados (Deb, Agrawal, 
Pratap, y Meyarivan, 2002).

3.6.2 Preservación de la diversidad

En primer lugar, se necesita definir el estimador de densidad. Para obtener 
una estimación de la densidad de soluciones que rodean una solución en 
particular de la población en el espacio de decisión, se calcula la distancia 
media entre los puntos a cada lado de este punto en cada uno de los ob-
jetivos. Esta cantidad de distancias, idistance, sirve como una aproximación 
al perímetro del cubo formado usando los vecinos más cercanos como 
vértices, y se denomina crowding-distance (Deb et al., 2002). En la figura 
3.7 (página 91) la crowding-distance de la i-ésima solución en su frente 
(marcado con círculos azules), es la longitud media de los lados del cubo 
(mostrado con líneas discontinuas).
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El algoritmo 3.3., describe el procedimiento del cálculo de la crowd-
ing-distance de todas las soluciones en un conjunto I de puntos no 
dominados. Este cálculo requiere la ordenación de los puntos de dicho 
conjunto de acuerdo con cada valor de la función objetivo de forma as-
cendente en orden de magnitud. Después, para cada función objetivo, a 
las soluciones límite (aquellas con menor y mayor valor objetivo) se les 
asigna un valor distancia infinito. A todas las demás de caracterinterme-
dio se les asigna un valor distancia igual a la diferencia absoluta normal-
izada de los valores de la función en las dos soluciones adyacentes, y este 
cálculo se realiza con todas las funciones objetivo. El valor general de la 
crowding-distance se calcula como la suma de los valores de las distancias 
individuales correspondientes a cada uno de los objetivos donde cada 
función objetivo se normaliza antes de calcular esta distancia (Deb et 
al., 2002).
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Figura 3.7. Crowding-distance usados en NGSAII para dos objetivos.
Los puntos azules son las soluciones del mismo frente no-dominado

Fuente: Deb et al. (2002).

I[i].m se refiere al valor de la m-ésima función objetivo en el individuo 
i-ésimo del conjunto I y los parámetros  y  son los valores máximo 
y mínimo de la m-ésima función objetivo.

Después de asignarles a todos los miembros de la población en el conjun-
to I una distancia, se pueden comparar dos soluciones por su grado de 
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proximidad con otras. Una solución con un valor menor de esta medida 
de distancia estará, en cierto sentido, más apiñada por otras tantas. Esto es 
exactamente lo que se compara en el operador propuesto en NSGAII, el 
operador crowded-comparison (Deb et al., 2002). Aunque la Fig. 3.8 ilustra 
el cálculo del crowding-distance para dos objetivos, el procedimiento tam-
bién es aplicable a más de dos objetivos.

El operador crowded-comparison (≺n), comentado en el párrafo anterior, 
guía el proceso de selección en las diversas etapas del algoritmo hacia un 
frente óptimo de Pareto distribuido de manera uniforme. NSGAII asume 
que cada individuo de la población i tiene dos atributos: i) rango no domi-
nado (irank), y, i) crowding-distance (idistance). El EA define un orden especial 
parcial ≺n como sigue:

Es decir, entre dos soluciones con diferentes rangos es preferible aquella 
con el menor (mejor) rango. En otro caso, si ambas soluciones pertenecen 
al mismo frente, entonces se le da prioridad a la solución que se encuentra 
en una región menos densa (Deb et al., 2002).

3.6.3 Ciclo principal

Una vez conocidos los procedimientos de ordenamiento rápido de solu-
ciones no dominadas, la crowding-distance y el operador crowded-compari-
son, se puede pasar a describir el algoritmo NSGAII.

Inicialmente, se crea una población P0 al azar y se ordena según los frentes 
no-dominados (i.e. a cada solución se le asigna como fitness su rango de 
no-dominado: 1 es el mejor rango, 2 es el siguiente mejor rango y así 
sucesivamente). En un primer momento, se utilizan los operadores de se-
lección por torneo binario, cruce y mutación para crear una población de-
scendiente Q0 de tamaño N. Ya que se introduce el elitismo comparando 
la población actual con las mejores soluciones no-dominadas previamente 
encontradas, el procedimiento es diferente después de la generación de la 
población inicial (Deb et al., 2002). El algoritmo 3.4 describe la construc-
ción de la t-ésima generación.
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El procedimiento detallado que presenta NSGAII es simple y directo. 
En primer lugar, se crea una población combinada Rt de tamaño 2N for-
mada por la combinación de la población de la iteración anterior, Pt, y 
su conjunto de descendientes recién creados, Qt ambos de tamaño N. A 
continuación, la población Rt se ordena con base en sus rangos no-dom-
inados [donde F = (F1, F2, …, Fn) son todos los frentes no-dominados 
de Rt]. El elitismo está garantizado debido a que todos los miembros de 
la población anterior y actual están incluidos en Rt. Las soluciones pert-
enecientes a F1 son las mejores en la población combinada Rt , por lo que 
hay que darles mayor importancia que a otras soluciones de dicho con-
junto. Si el tamaño de F1 es menor que N, se eligen todos los miembros 
de ese conjunto para la nueva población Pt+1. Los miembros restantes 
de la población son elegidos de los siguientes frentes no dominados en 
el orden de su clasificación (i.e. las soluciones del conjunto F2 se eligen 
a continuación, seguidas por las soluciones de F3 y así sucesivamente). 
Este procedimiento continúa hasta que no puedan añadirse más frentes 
no-dominados completos (Deb et al., 2002).

Sea F1 el último conjunto no-dominado añadido a la nueva población Pt+1. 
En general, el número de soluciones en todos los conjuntos desde F1 has-
ta F1 sería mayor que el tamaño de la población. Para elegir exactamente 
N miembros de la población, se ordenan las soluciones del último frente 
F1 usando el operador crowded-comparison  en orden descendente y se 
eligen las mejores soluciones necesarias para completar la población. El 
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procedimiento de NSGAII también se presenta en la figura 3.8. A la nue-
va población Pt+1 de tamaño N se le aplican los operadores de selección, 
crossover y mutación, para crear una nueva población Qt+1 de tamaño N. 
Es importante tener presente que se utiliza el operador de selección por 
torneo binario, pero el criterio de selección ahora se basa en el operador 
crowded-comparison ≺n. Dado que este operador requiere tanto el rango 
como la crowding-distance de cada solución de la población, se calculan 
estas cantidades mientras se forma la población Pt+1, como se muestra en el 
algoritmo 3.4 (Deb et al., 2002).

Figura 3.8. Esquema del funcionamiento de NSGAII.
Fuente: Deb et al. (2002).

Nótese que la población de tamaño 2N no necesita ser ordenada por com-
pleto con base en los criterios de no-dominación. Tan pronto como el 
proceso de ordenación ha encontrado un número suficiente de frentes para 
obtener N miembros en Pt+1, no hay razón para continuar con esta activi-
dad. La diversidad entre las soluciones no-nominadas se introduce medi-
ante el uso del operador crowded-comparison, que se utiliza en la selección 
de torneo y durante la fase de reducción de la población. 
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3.7 Resumen y conclusiones del capítulo

La mayoría de los problemas del mundo real requieren la búsqueda de 
soluciones que optimicen en forma simultánea múltiples objetivos que 
generalmente presentan conflictos entre sí. En este tipo de problemas no 
existe una solución única que pueda ser considerada como la mejor, sino 
un conjunto de soluciones que representan los mejores compromisos entre 
los diferentes objetivos. Dicho conjunto se denomina conjunto óptimo 
de Pareto ( ), y su imagen en el espacio objetivo recibe el nombre de 
frente óptimo de Pareto ( ).

Los algoritmos evolutivos (EAs) se han convertido en una herramienta útil 
para resolver problemas multiobjetivo (MOPs). El propósito final de un 
algoritmo evolutivo multiobjetivo (MOEAs) es dar a conocer el conjunto 
óptimo de Pareto ( ) y, por ende, el frente óptimo de Pareto ( ) que 
le permita al tomador de decisiones seleccionar la solución que represente 
el mejor compromiso. No obstante, la identificación de  en muchos 
MOPs es prácticamente imposible debido a su tamaño o inviabilidad com-
putacional. En tales casos, una alternativa práctica es investigar el conjunto 
de soluciones [the best-known Pareto set ( )] que mejor se aproxime 
a .

La revisión de los artículos más relevantes de la aplicación de MOEAs 
en el problema de optimización de carteras evidencia que las principales 
líneas de investigación en este campo de las finanzas se han destinado a: 
i) el desarrollo de modelos que incluyen características más realistas, pro-
poniendo, en especial, nuevas medidas de riesgo, restricciones y funciones 
objetivos; ii) la adaptación del modo de trabajo de los MOEAs a estos 
nuevos modelos, al aprovechar su capacidad para producir un conjunto de 
soluciones no-dominadas en una sola ejecución, y tratar las formulaciones 
complejas de los problemas que aparecen en este ámbito de aplicación.

Finalmente, la revisión de la literatura mostró que el Non-dominated Sort-
ing Genetic Algorithm (NSGAII) es uno de los MOEAs más utilizados para 
resolver el problema de optimización de cartera. Este algoritmo incluye 
3 modificaciones fundamentales que superan los problemas presentados 
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con su predecesor, el NSGA: i) reduce la complejidad computacional re-
escribiendo el código original de la ordenación de una manera más efici-
ente, guardando los datos temporales en cada paso para su posterior reuti-
lización; ii) agrega un procedimiento de elitismo que combina la población 
actual con la población anterior para formar un conjunto mixto con el 
doble de individuos que la población original; y iii) emplea una técnica 
que ayuda a mantener la diversidad de las soluciones en el frente óptimo 
de Pareto (crowding-distance).

La aplicación de los algoritmos evolutivos multiobjetivo (MOEAs) seguirá 
desempeñando en el futuro un papel fundamental en la modelización y 
resolución, no solo de los problemas de selección de carteras, sino también 
los problemas de la planificación y la gestión financieras.
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4.1 Introducción al tema

En el marco teórico de Markowitz, una suposición implícita es que el ren-
dimiento futuro de los activos puede ser reflejado correctamente por el 
rendimiento pasado. En otras palabras, los retornos de los activos están 
representados por variables aleatorias, cuyas características como el valor 
esperado y la varianza se calculan a partir de una muestra de los datos 
históricos disponibles (Qin, 2016). Bajo esta perspectiva, la teoría de la 
probabilidad es la herramienta matemática para manejar la incertidumbre 
en el pasado. No obstante, el mundo es complejo y la aleatoriedad no es 
el único tipo de incertidumbre en la realidad, especialmente cuando se 
incluyen factores humanos. El mercado de capitales es uno de los más 
complejos del mundo y contiene casi todo tipo de incertidumbres. Los ac-
tivos financieros son sensibles a diversos factores, incluyendo económicos, 
sociales, políticos y, en especial, los factores psicológicos de las personas 
(Huang, 2010). Debido a que los retornos de los activos están rodeados de 
ambigüedad y vaguedad, varios investigadores sugieren estimar los retor-
nos de los activos a través de la teoría de conjuntos difusos23.

El concepto de conjunto difuso fue incorporado por Zadeh (1965) vía 
función de pertenencia. Para medir un evento difuso, Zadeh (1978) pro-
puso el concepto de la medida de posibilidad. A partir de ese momento, la 
teoría de la posibilidad ha sido estudiada por varios autores (De Cooman, 
1997; Dubois y Prade, 1988; Kaufmann y Gupta, 1985; Klir y Yuan, 
1995; B. Liu, 2002b; Nahmias, 1978; Zimmermann, 1985), e investigada 
en el problema de selección de carteras a partir de los años noventa (Ber-
múdez y Vercher, 2012; Gupta et al., 2008; Lacagnina y Pecorella, 2006; 
León, Liern y Vercher, 2002; Saborido et al., 2016; Tanaka y Guo, 1999; 
Watada, 1997; W.G. Zhang y Nie, 2005).

23 El término fuzzy se suele traducir indistintamente como borroso o difuso.
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Aunque la medida de posibilidad ha sido ampliamente utilizada en el 
problema de selección de carteras, tiene la gran limitación de que no es au-
to-dual. Cuando esta se emplea, y no cuenta con la propiedad de dualidad, 
se puede encontrar que dos eventos difusos con diferentes probabilidades 
de ocurrir puedan tener el mismo valor de posibilidad. Además, siempre 
que el valor de posibilidad del rendimiento de una cartera mayor que un 
valor objetivo sea inferior a 1, el valor de posibilidad del evento opuesto 
(i.e. el rendimiento de la cartera menor o igual al valor objetivo) tendrá el 
valor máximo de 1; o, cuando el valor de posibilidad del rendimiento de 
una cartera menor o igual que un valor objetivo sea inferior a 1, el valor de 
posibilidad del evento opuesto (i.e. el rendimiento de la cartera mayor que 
el valor objetivo) tendrá el valor máximo de 1. Estos resultados son bas-
tante complicados y confundirán al tomador de decisiones (Huang, 2009). 
Para solventar esta dificultad, B. Liu y Liu (2002) presentaron una medida 
auto-dual, denominada medida de credibilidad, la cual se definió como 
el valor promedio de la medida de posibilidad y la medida de necesidad. 
La teoría de la credibilidad, fundada por B. Liu (2004) y refinada por B. 
Liu (2007), es una rama de las matemáticas que ha sido extensamente uti-
lizada en los campos de la decisión difusa, proceso difuso, cálculo difuso, 
ecuación diferencial difusa, lógica difusa, e inferencia difusa, entre otros. 
Desde entonces, la medida de credibilidad ha sido aplicada en el problema 
de selección de carteras (Huang, 2006, 2007, 2008b, 2009, 2010; Jalota et 
al., 2017b; Vercher y Bermúdez, 2015; Wen y Peng, 2009). 

El resto del capítulo está organizado de la siguiente manera: la sección 4.2 
examina las definiciones básicas referentes a los números difusos L-R y la 
aritmética difusa. En la sección 4.3 se ahonda los aspectos fundamentales 
de la teoría de credibilidad y su aplicación en el problema de optimización 
de cartera. Finalmente, la sección 4.4 presenta el resumen y las conclu-
siones correspondientes a este cuarto capítulo. 

4.2 Números difusos L-R
 y aritmética difusa

A continuación, se presentan algunas definiciones básicas que se utilizarán 
a lo largo de esta investigación: 
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• Definición 4.1: Conjunto difuso (Vercher y Bermúdez, 2012) 
Sea X el conjunto universal. Un conjunto difuso Ã en X se carac-
teriza por una función de pertenencia �Ã (x) que asocia un número 
real en el intervalo [01] con cada punto de X, donde el valor de μÃ 
(x) en x, representa el grado de pertenencia de x en Ã.

• Definición 4.2: número difuso (Vercher y Bermúdez, 2012) 
Un número difuso Ã es un conjunto difuso definido en el conjun-
to de números reales ℜ, caracterizado por medio de una función 
de pertenencia μÃ (x) que es semicontinua superior y cumple 
la condición supx∈ℜ μÃ (x)=1,, y cuyos cortes (𝛼 – cuts), para 
0≤α≤1:[Ã ]α={x∈ℜ:μÃ (x)≥α}, son conjuntos convexos. 

• Definición 4.3: funciones L, R (Dubois y Prade, 1987a):
Las funciones L, R: [0,1]→[0,1] son funciones de referencia de un 
número difuso Ã = (x, μÃ (x)) , si satisface las siguientes condiciones:
i) L(1) = R(1) = 0, L(0) = R(0) = 1
ii) L(x) y R(x) son funciones de referencia no-crecientes y semicon-

tinuas superiormente.

• Definición 4.4: número difuso L-R (Dubois, 1980) 
Se dice que un número difuso  es un 
número difuso L-R si su función de pertenencia es expresada como: 

Donde (b – a) y (d – c) miden la amplitud izquierda y derecha de Ã, 
respectivamente; b y c son las cotas inferior y superior del núcleo de Ã, 
〈i.e.[b,c]={x/μÃ(x)=1}〉; y L𝜋 y Rρ son las funciones de referencia que 
definen la forma izquierda y derecha de Ã, respectivamente.

En esta tesis doctoral se utilizarán los números difusos de tipo L-R, con 
funciones de referencia de la familia de potencias, dondeL𝜋(k)=1–k𝜋 , y, 
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Rρ(k)=1–kρ , siendo 𝜋>0 y ρ>0. Nótese que 𝜋 y ρ definen la forma de 
la función de referencia, de tal manera que, para un valor dado de k, los 
valores mayores de estos parámetros de forma implicarán valores mayores 
de la función de pertenencia (Vercher y Bermúdez, 2013). A lo largo de 
esta investigación, el número difuso L-R con funciones de referencia de la 
familia de potencias será denotado por Ã=(a, b, c, d)𝜋ρ.

La agregación de números difusos L-R proporciona números difusos de 
la misma forma cuando sus funciones de referencia son lineales o todas 
tienen la misma forma para L y R (Vercher et al., 2007). No obstante, esto 
no aplica cuando estos poseen diferentes formas (Inuiguchi, Ichihashi y 
Tanaka, 1990; León y Vercher, 2004). Asumiendo que todas las funciones 
de referencia tienen la misma forma, siendo L=R para cada t = 1,2, …, T, 
y usando el principio de extensión de Zadeh, la siguiente regla aritmética 
se cumple: 

• Teorema 4.1 (Dubois y Prade, 1987a). 
Sea  y  dos números difu-
sos L-R, y λ un número real (i.e. λ∈R). Entonces, 

 4.2

 4.3

Donde la adición y multiplicación por un escalar es definida por 
medio del principio de extensión sup-min.

Nótese que cualquier número difuso trapezoidal es un caso particu-
lar de un número difuso L-R, con 𝜋 y ρ = 1. Adicionalmente, si b = 
c, el número difuso sería triangular (ver figura 4.1). 
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4.3 Teoría de la credibilidad 

4.3.1 Medida de credibilidad y espacio
 de credibilidad

Sea Θ un conjunto no vacío (que representa el espacio muestral) y 𝒫(Θ) 
el conjunto de potencia de Θ (i.e. todos los subconjuntos posibles de Θ). 
Cada elemento en 𝒫(Θ) se conoce como un evento. Para presentar una 
definición axiomática de la credibilidad, es necesario asignarle a cada even-
to A, un número Cr{A}, que representa la credibilidad de que A ocurrirá. 
Además, para asegurar que el número Cr{A} tenga ciertas propiedades 
matemáticas que intuitivamente se espera que tenga una medida de credi-
bilidad, los siguientes cuatro axiomas deben cumplirse:

Axioma 1. Normalidad: Cr {Θ}=1
Axioma 2. Monotonicidad: Cr {A}≤Cr {B} siempre que A⊂B;
Axioma 3. Auto-dualidad: Cr {A}+Cr {Ac }=1 para cualquier evento A;
Axioma 4. Maximalidad: Cr {∪i Ai }≤supi Cr {Ai} para cualquier evento 
{Ai} con supi Cr {Ai}<0.5.

Figura 4.1. Funciones de pertenencia L-R y sus parámetros de forma.
Fuente: Jalota et al. (2017b).
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Según Gupta et al., (2014b) los tres primeros axiomas son autoexplicati-
vos. El axioma de maximalidad puede entenderse así: no hay incertidum-
bre en el resultado de un evento si su medida de credibilidad es 1 (o 0), 
debido a que esto indicará que el evento ocurrirá (o no). Por otra parte, 
un evento es el más incierto si su medida de credibilidad es 0.5, ya que, en 
tal caso, tanto el evento como su complemento pueden ser considerados 
como “igualmente probables”. Además, si no hay información sobre la me-
dida de credibilidad de un evento, entonces se debe considerar esta como 
0.5. Bajo este argumento, B. Liu (2002a) propuso el principio de máxima 
incertidumbre que establece que “para cualquier evento, si hay varios va-
lores razonables que una medida de credibilidad puede tomar, entonces se 
le asigna un valor lo más cercano como sea posible a 0.5”. 

• Definición 4.5: medida de credibilidad (B. Liu, 2007) 
La función conjunto Cr se llama medida de credibilidad si satisface 
los axiomas de normalidad, monotonicidad, autodualidad y maxi-
malidad.

 – Ejemplo 4.1 (Gupta et al., 2014b). Sea Θ = {θ1, θ2}. En este caso 
solo hay cuatro eventos posibles: A1 = Ø, A2 = {θ1}, A3 = {θ2}, A4 
= Θ = {θ1, θ2}. Así mismo, se ha definido que Cr{A1} = 0, Cr{A2} = 
0.7, Cr{A3} = 0.3 y Cr{A4} = 1. Para verificar si la función conjunto 
Cr es una medida de credibilidad o no, se verificarán los 4 axiomas:

* Axioma 1. La función conjunto Cr satisface la normalidad, 
Cr {Θ} = 1.

* Axioma 2. La función conjunto Cr satisface la monotonici-
dad, por ejemplo,

 A1 ⊂ A2 y Cr{A1} < Cr{A2}
 A1 ⊂ A3 y Cr{A1} < Cr{A3}
 A1 ⊂ A4 y Cr{A1} < Cr{A4}
 A2 ⊂ A4 y C {A2} < Cr{A4}
 A3 ⊂ A4 y Cr{A3} < Cr{A4}

* Axioma 3. La función conjunto Cr satisface la autodualidad, 
por ejemplo,

 
* Axioma 4. La función de conjunto Cr satisface la maximali-

dad, por ejemplo,
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Por lo tanto, la función de conjunto Cr es una medida de credibilidad.

Los siguientes teoremas presentan dos propiedades adicionales de la medi-
da de credibilidad (B. Liu, 2007; B. Liu y Liu, 2002):

• Teorema 4.2. Sea Θ un conjunto no vacío, 𝒫(Θ) el conjunto de 
potencia de Θ y Cr la medida de credibilidad. Entonces, Cr{Θ} = 0, 
y, 0 ≤ Cr{A} ≤ 1 para cualquier evento A ∈ 𝒫.

Demostración (Gupta et al., 2014b). De los axiomas 1 y 3, se tiene 
Cr{Ø} = 1 - Cr{Θ} = 1 - 1 = 0. Además, Ø ⊂ A ⊂ Θ, se tiene Cr {Ø} 
≤ Cr{A} ≤ Cr{Θ} del axioma 2, es decir, 0 ≤ Cr{A} ≤ 1.

Teorema 4.3. La medida de credibilidad es subaditiva, es decir, 
Cr{A ∪ B} ≤ Cr{A} + Cr{B}. Además, para cualquier A, B ∈ 𝒫 (Θ), 
la medida de credibilidad es no-aditiva, esto es, Cr{A ∪ B} = Cr{A} 
+ Cr{B}, si Cr{A} = 0 o Cr{B} = 0.

Demostración (Gupta et al., 2014b). Con el propósito de demostrar 
el teorema 4.3., se consideran los siguientes tres casos:

i) Cr{A} < 0.5 y Cr{B} < 0.5. Usando el axioma 4, se tiene
 Cr{A ∪ B} = Cr{A} ∨ Cr{B} ≤ Cr{A} + Cr{B} .
ii) Cr{A} ≥ 0.5. Usando los axiomas 2 y 3, se tiene que Cr{Ac} ≤ 

0.5 y Cr{A∪B} ≥ Cr{A} ≥ 0.5, entonces
 Cr{Ac} = Cr{Ac ∩ B} ∨ Cr{Ac ∩ Bc}
 ≤ Cr{Ac ∩ B} + Cr{Ac ∩ Bc}
 ≤ Cr{B} + Cr{Ac ∩ Bc}.
 Usando la desigualdad anterior, se tiene
 Cr{A} + Cr{B} = 1 - Cr{Ac} + Cr{B}
 ≥ 1 - Cr{B} - Cr{Ac ∩ Bc} + Cr{B}
 = 1 - Cr{Ac ∩ Bc}
 = Cr {A ⋃ B}.
iii) Cr{B} ≥ 0,5. Usando los axiomas 2 y 3, se tiene que Cr{Bc} ≤ 

0,5 y Cr{A ∪ B} ≥ Cr{B} ≥ 0.5, entonces
 Cr{Bc} = Cr{A ∩ Bc} ∨ Cr{Ac ∩ Bc}
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………≤ Cr{A ∩ Bc} + Cr{Ac ∩ Bc}
 ≤ Cr{A} + Cr{Ac ∩ Bc}.
 Usando la desigualdad anterior, se tiene 
 Cr{A} + Cr{B} = Cr{A} + 1 - Cr{Bc}
 ≥ 1 - Cr{A} - Cr{Ac ∩ Bc} + Cr{A}
… = 1 - Cr{Ac ∩ Bc}
 = Cr{A ⋃ B}.

Por lo tanto, se establece la propiedad de subaditividad. Además, se deduce 
de esta que Cr{A ∪ B} = Cr{A} + Cr{B} si Cr{A} = 0 o Cr{B} = 0.
 

• Definición 4.6: espacio de credibilidad (B. Liu y Liu, 2002) 
Sea Θ un conjunto no vacío, 𝒫(Θ) el conjunto de potencia de Θ y 
Cr la medida de credibilidad. Entonces, el triplete (Θ, 𝒫(Θ) Cr) se 
denomina espacio de credibilidad.

4.3.2 Variable difusa 

Tradicionalmente, una variable difusa se define por una función de pert-
enencia (Zadeh, 1965). Bajo el contexto de la teoría de credibilidad, una 
variable difusa se explica como una función en un espacio de credibilidad, 
así como una variable aleatoria se concreta como una función medible en 
un espacio de probabilidad.

• Definición 4.7: variable difusa (B. Liu, 2007) 
Una variable difusa se define como una función medible de un es-
pacio de credibilidad (Θ, 𝒫(Θ), Cr) al conjunto de números reales.

 – Ejemplo 4.2 (Gupta et al., 2014b). Sea Θ = {θ1, θ2} con Cr{θ1} 
y Cr{θ2}. Luego la función

 – define una variable difusa en (Θ, 𝒫(Θ),Cr).

• Observación 4.1 (Huang, 2010). Dado que 𝒫(Θ) es el conjunto de 
potencia de Θ, y una variable difusa � es una función en un espacio 
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de credibilidad, entonces para cualquier conjunto B de los números 
reales, el conjunto 
{ξ ∈ B} = {θ ∈ Θ | ξ (θ) ∈ B}.
siempre es un elemento en 𝒫, es decir, la variable difusa siempre es 
una función medible y {ξ ∈ B} siempre es un evento. 

• Definición 4.8. (Huang, 2010): Sean ξ1 y ξ2 dos variables difusas 
definidas en el espacio de credibilidad (Θ, 𝒫(Θ), Cr), entonces ξ1=ξ2 
implica que ξ1(Θ)=ξ2(Θ) para casi todo θ ∈ Θ.

4.3.3 Función de pertenencia y teorema 
 de inversión de credibilidad

Una variable difusa ha sido definida como una función de un espacio de 
credibilidad al conjunto de números reales y no como una función de 
pertenencia. A continuación, se presenta la función de pertenencia para 
una variable difusa.

• Definición 4.9. (B. Liu, 2007): Función de pertenencia
Sea ξ una variable difusa definida en el espacio de credibilidad (Θ, 
𝒫(Θ), Cr). Luego su función de pertenencia se deriva de la medida 
de credibilidad usando la siguiente relación:

 4.4

Si se tiene la función de pertenencia de una variable difusa ξ, ¿cómo 
se puede conocer el valor de credibilidad (o grado de credibilidad) 
de un evento difuso? El siguiente teorema de inversión de credibili-
dad da la respuesta (B. Liu y Liu, 2002):

• Teorema 4.4. Sea ξ una variable difusa con función de pertenencia µ. 
Entonces, para cualquier conjunto A de los números reales, se tiene
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Demostración (Huang, 2010). Con el fin de probar el teorema 
4.4., se consideran los siguientes dos casos:

i) Si Cr{ξ ∈ A} ≤ 0.5, entonces, usando el axioma 2, se sabe que 
Cr{ξ = x} ≤ 0.5 para cada x ∈ A. Según el axioma 4, se tiene

 4.6

Además, usando el axioma 3, se sabe que Cr{ξ ∈ Ac} ≥ 0.5 y  
Cr{ξ = x} ≥ 0.5. Por lo tanto, se tiene
 4.7

 
Se deduce a partir de las expresiones 4.6 y 4.7 que la ecuación 4.5 
se cumple.

ii) Si Cr{ξ ∈ A} ≥ 0.5, entonces Cr{ξ ∈ Ac} ≤ 0.5. A partir del caso 
anterior, se deduce que

  

• Observación 4.2 (Gupta et al., 2014b). Sea ξ una variable difusa 
con función de pertenencia µ, entonces las siguientes ecuaciones 
pueden deducirse del teorema 4.4.

Además, si µ es una función continua, entonces, 
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• Observación 4.3 (Huang, 2010). Una variable difusa tiene una 
función de pertenencia única, pero una función de pertenencia 
puede producir múltiples variables difusas. Por ejemplo, sea Θ = 
{θ1, θ2} con Cr{θ1} y Cr{θ2}. Se puede demostrar fácilmente que 
(Θ, 𝒫(Θ), Cr) es un espacio de credibilidad. Definida las funciones

 

Es claro que, aunque las variables difusas ξ1y ξ1 tienen la misma función 
de pertenencia (i.e. μ(t) ≡ 1 en t = 0 o 1), son dos variables difusas 
diferentes en el sentido de la definición 4.8. Dado que una función de 
pertenencia puede producir múltiples variables difusas, no se puede 
definir una variable difusa a través de la función de pertenencia. Se re-
quiere de un sistema axiomático para definir una variable difusa y dis-
cutir las propiedades de esta para asegurar la precisión y la consistencia 
de las investigaciones. Esto explica por qué la función de pertenencia 
se define a través de la medida de credibilidad. Sin embargo, con fines 
de aplicación, solo se necesita construir la función de pertenencia de 
una variable difusa, luego usar el teorema de inversión para obtener la 
medida de credibilidad y, de esta forma, utilizar la teoría de la credibili-
dad para resolver los problemas de aplicación. El requisito matemático 
para la función de pertenencia es sencillo, es decir, B. Liu (2004) dem-
ostró que una función μ: → [0, 1] es una función de pertenencia si y 
solo si sup μ(t) = 1. J. E. Chen y Otto (1995), Hong y Chen (1999), 
Kumar y Ganesh (1996), Medaglia, Fang, Nuttle y Wilson (2002), y 
Triantaphyllou y Mann, (1990) presentan algunos métodos para con-
struir las funciones de pertenencia.

• Observación 4.4 (Huang, 2010). La función de pertenencia in-
dica el grado en que la variable difusa ξ toma ciertos valores deter-
minados. Si t es un punto imposible, el grado de pertenencia de ξ 
es μ(t) = 0; y si t es el punto más posible, el grado de pertenencia 
de ξ es μ(t) = 1. Sin embargo, esta última afirmación no es ver-
dadera. El grado de posibilidad de que ocurra un evento difuso lo 
da el grado de credibilidad, y no el grado de pertenencia. A partir 
del teorema de inversión de credibilidad se sabe que el grado de 
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credibilidad de un valor determinado depende no solo de su gra-
do de pertenencia sino también del grado de pertenencia de su 
conjunto complementario.

4.3.4 Distribución de credibilidad

• Definición 4.10: distribución de credibilidad (B. Liu, 2002a) 
La distribución de credibilidad Φ=ℜ→[0,1] de una variable difusa 
ξ es definida por

 4.8

Es decir, Φ(x) es la credibilidad de que la variable difusa ξ tome un 
valor menor o igual que x. En términos generales, la distribución de 
credibilidad Φ no es continua ni a la derecha ni a la izquierda.

4.3.4.1 Distribución de credibilidad de un número difuso L-R 

La variable difusa ξ es de tipo L-R si su distribución de credibilidad tiene 
una función de pertenencia asociada μξ que le corresponde a un número 
difuso de tipo L-R [ξ=(a,b,c,d)π,ρ]:

 4.1

Para encontrar la medida de credibilidad Cr{ξ≤x}, se utiliza el teorema de 
la inversión de credibilidad (ecuación 4.5) (Jalota et al., 2017b):

i. Si d≤x, se tiene
 
 

ii. Si c≤x<d, se tiene 
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iii. Si b≤x<c, se tiene

 

iv. Si a≤x<b, se tiene

 

 

v. Si x<a, se tiene

 

 Es decir, 

  4.9

 Como Cr{ξ>x}–Cr{ξ≤x}, por lo tanto 

4.10
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La figura 4.2 muestra la representación gráfica del grado de credibilidad de 
un evento ξ≤x (ver figura 4.2.a), y de un evento ξ>x (ver figura 4.2.b) de 
un número difuso L-R con funciones de referencia tipo potencia.

Figura 4.2. Distribuciones de credibilidad de una variable Fuzzy L-R
Fuente: Elaboración propia.

4.3.5 Independencia 

La independencia de variables difusas es un concepto importante que ha 
sido discutido por varios investigadores desde diferentes ángulos (X. Li y 
Liu, 2006; B. Liu, 2004; Y.K. Liu y Gao, 2007; Nahmias, 1978; Yager, 
1992; Zadeh, 1978). En esta tesis doctoral, se adopta la definición pro-
puesta por Y.K. Liu y Gao (2007).
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• Definición 4.11: independencia
Se dice que las variables difusas ξ1, ξ2, ..., ξn son independientes, si 
para cualquier conjunto B1, B2, ..., Bn de 𝔑 se tiene

• Teorema 4.5. (B. Liu, 2007). Las variables difusas ξ1, ξ2, ...,ξn son 
independientes si y solo si

 4.12

Demostración (Huang, 2010). Usando el axioma 3, las variables 
difusas ξ1, ξ2, ..., ξn, son independientes si y solo si

 

4.3.6 Aritmética difusa

Definición 4.12. (B. Liu, 2007): sea ℜn→ℜ una función, y ξ1, ξ2, ..., ξn 
variables difusas definidas en el espacio de credibilidad (Θi, 𝒫(Θi), Cri), i 
= 1, 2, …, n, respectivamente. Entonces, ξ=f(ξ1, ξ2, ..., ξn) es una variables 
difusa definida como

para cualquier Θ ∈ Θ.

• Teorema 4.6. Principio de extensión de Zadeh (Huang, 2010). 
Sean ξ1, ξ2, ..., ξn variables difusas independientes con funciones de 
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pertenencia µ1, µ2, ..., µn, respectivamente, y ℜn→ℜ una función 
continua. Entonces la función de pertenencia de µ de ξ=f(ξ1, ξ2, ..., 
ξn) es derivada de la función de membresía µ1, µ2, ..., µn para cual-
quier x ∈ ℜ por

que es consistente con la expresión 

Aquí se establece µ(x) = 0 si no hay números reales x1, x2, ..., xn tales 
que x=f(x1, x2, ..., xn).

A continuación se presenta algunos ejemplos para mostrar las opera-
ciones sobre variables difusas (Huang, 2010):

 – Ejemplo 4.3. Sean ξ1 una variable difusa con función de pert-
enencia µ1, y ξ2 otra variable difusa con función de pertenencia 
µ2, entonces, la función de pertenencia µ de ξ1 · ξ2 es

 – Ejemplo 4.4. Sean ξ1 una variable difusa con función de pert-
enencia µ1, y ξ2 otra variable difusa con función de pertenencia 
µ2, entonces, la función de pertenencia µ de ξ1 + ξ2 es

• Ejemplo 4.5. Sean ξ1 = (a1, a2, a3, a4) y ξ2 = (b1, b2, b3, b4) dos 
variables difusas trapezoidales con funciones de pertenencia µ1 y µ2, 
respectivamente. La función de pertenencia µ de ξ1 + ξ2 es
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Lo cual demuestra que la suma de dos variables difusas trapezoidales 
ξ1 = (a1, a2, a3, a4) y ξ2 = (b1, b2, b3, b4) también da como resultado 
una variable difusa trapezoidal. En otras palabras ξ1 + ξ2 = (a1+ b1, 
a2+ b2, a3+ b3, a4+ b4).

De manera similar, según el teorema 4.6., la función de pertenencia 
µ resultante del producto de una variable difusa trapezoidal ξ = (a1, 
a2, a3, a4) y un número escalar λ es

lo cual equivale a

Es decir, el producto de un número escalar λ y una variable difusa 
trapezoidal ξ = (a1, a2, a3, a4), también da como resultado una vari-
able difusa trapezoidal. Nótese que una variable difusa triangular ξ 
= (r1, r2, r3) es en realidad una variable difusa trapezoidal especial ξ = 
(r1, r2, r3, r4) cuando r2=r3. Por lo tanto, se puede obtener fácilmente 
que la suma de dos variables difusas triangulares ξ1 = (a1, a2, a3) y ξ2 
= (b1, b2, b3) también da como resultado una variable difusa trian-
gular, ξ1 + ξ2 = (a1+ b1, a2+ b2, a3+ b3). El producto de un número 
escalar λ y una variable difusa triangular ξ = (a1, a2, a3), también 
deriva en una variable difusa triangular, es decir, 
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4.3.7 Por qué adoptar la teoría de credibilidad

La medida de posibilidad se emplea para medir un evento difuso. Sea 
ξ una variable difusa con función de pertenencia µ, entonces, Pos{A} = 
sup{µ (ξ (θ)) | θ ∈ A} para cualquier evento difuso A ∈ 𝒫. Aunque la 
medida de posibilidad es importante y se utiliza ampliamente en la te-
oría de conjuntos difusos, no es autodual. Según lo citado en apartados 
anteriores, la propiedad de autodualidad es necesaria no solo en la teoría 
sino también en las investigaciones aplicadas. Sin ella, la confusión apa-
recerá. Ante esta situación, la medida de credibilidad es más adecuada 
para el problema de selección de carteras en un entorno difuso. El sigui-
ente ejemplo ilustra esta afirmación:

• Ejemplo 4.6 (Huang, 2010). Una variable difusa ξ se denomina 
variable difusa triangular si tiene una función de pertenencia trian-
gular, denotada por ξ (r1, r2, r3), con r1<r2<r3 (ver figura 4.3).

 4.13

Figura 4.3. Función de pertenencia triangular.
Fuente: Huang (2010).
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Suponga que el rendimiento de una cartera puede describirse mediante una 
variable difusa triangular ξ = (0, 1.5, 3) (ver figura 4.4). En este contexto, 
¿qué evento será más probable que suceda: aquel en que el rendimiento de 
la cartera no será menor que 1.5, u otro en que el rendimiento de la cartera 
será menor de 1.5?

Figura 4.4. Función de pertenencia del retorno de una cartera ξ = (0, 1.5, 3). 
Fuente: Huang (2010).

Si se recurre a la medida de posibilidad, se puede obtener que Pos {ξ ≥ 1.5} 
= 1, lo que parece implicar que el rendimiento de la cartera no será menor 
que 1.5. Sin embargo, si se implementa de nuevo la medida de posibilidad, 
se puede obtener también que Pos{ξ <1.5} = 1, lo que parece implicar que 
el rendimiento de la cartera menor que 1.5 también ocurrirá con seguri-
dad. La ley de la contradicción indica que una proposición no puede ser al 
mismo tiempo verdadera y falsa, y la ley del medio excluido dice que una 
proposición debe ser verdadera o falsa. Ante esta situación, el juicio basado 
en la medida de posibilidad no es coherente con estos dos presupuestos.

Ahora, se hará uso de la medida de credibilidad para calcular el nivel de 
ocurrencia de un evento difuso. A partir del teorema de inversión de cred-
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ibilidad, la medida de credibilidad de una variable difusa triangular ξ (r1, 
r2, r3) es:

Para un retorno de cartera triangular ξ = (0, 1.5, 3), de acuerdo con la 
ecuación 4.14., se tiene que Cr{ξ ≥ 1.5} = 0.5, lo que significa que hay 
solo un 50 % de posibilidad de que el rendimiento de la cartera no sea 
menor que 1.5. Con base en la ecuación 4.14., se sabe que Cr{ξ <1.5} 
= 0.5, lo que significa que hay solo un 50 % de posibilidad de que el 
rendimiento de la cartera sea inferior que 1.5. Como se puede apreciar, el 
resultado es consistente a cualquier juicio y no produce confusión.

4.3.8 Valor esperado de una variable difusa

En la literatura existen varias formas de definir un operador de valor espe-
rado para una variable difusa (Campos y Verdegay, 1989; Dubois y Prade, 
1987b; Heilpern, 1992; Yager, 1981). No obstante, la definición más gen-
eral de operador de valor esperado fue provista por B. Liu y Liu (2002), 
cuya expresión tiene una ventaja en términos de aplicabilidad, es decir, 
es aplicable no solo a variables difusas continuas sino también a variables 
difusas discretas. 

• Definición 4.13: valor esperado 
Sea ξ una variable difusa con distribución de credibilidad 
Φ(x)=Cr{ξ≤x}.. El valor esperado de ξ se define por:

cuando al menos una de estas dos integrales es finita.
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4.3.8.1 Valor esperado de un número difuso L-R

Sea ξ una variable difusa L-R (a, b, c, d)π�. A partir del teorema de la in-
versión de credibilidad se tiene que:

 4.9

y,

 4.10

La expresión crisp para determinar el valor esperado credibilístico de un 
número difuso L-R con funciones de referencia tipo potencia se deriva 
usando la ecuación 4.15 (Jalota et al., 2017b):

i. Si 0≤a<bc<d, Cr{ξ≤x}=0 entonces



118

Optimización multiobjetivo para la selección de carteras

ii. Si a<0≤b<c<d, entonces

 

 

En una evaluación de los casos restantes, es decir, cuando a<b<0≤c<d, 
a<b<c<0≤d, y, a<b<c<d<0, se obtiene una expresión similar para el val-
or esperado de un número difuso L-R en un entorno credibilístico. De 
este modo:
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 4.16

La fórmula 4.16 puede ser reescrita como:

 

 

 

La anterior expresión es la misma dada por León y Vercher (2004). Sobre 
la base de las anteriores consideraciones, el valor esperado credibilístico de 
una variable difusa L-R ‘ξ`=(a,b, c, d)πρ] con funciones de referencia tipo 
potencia se puede obtener por cualquiera de las expresiones crisp señaladas 
en las fórmulas 4.16 o 4.17. 

 4.17

• Teorema 4.7 (Y.K. Liu y Liu, 2003). Sea ξ1 y ξ2 variables inde-
pendientes con valores esperados finitos, entonces para cualquier 
número a1 y a2, se tiene

𝖤[a1ξ1+a2ξ2]=a1𝖤[ξ1]+a2𝖤[ξ2]

4.3.8.2 Valor esperado de otras variables difusas

• Definición 4.14 (B. Liu, 2007): sea ξ (a, b, c) una variable difusa 
triangular, entonces, el valor esperado de ξ es determinado por
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 4.18

• Definición 4.15 (B. Liu, 2007): sea ξ (a, b, c, d) una variable difusa 
trapezoidal, entonces, el valor esperado de ξ es definido por 

 4.19

4.3.9 Varianza de una variable difusa

La varianza de una variable difusa proporciona una medida de la variación 
o dispersión de una distribución alrededor de su valor esperado. Un valor 
pequeño de la varianza indica que la variable difusa está muy concentrada 
alrededor de su valor esperado, mientras que uno grande indica que la 
variable difusa tiene una dispersión amplia alrededor de su valor esperado.

• Definición 4.16: varianza (B. Liu y Liu, 2002)
Sea ξ una variable difusa con valor esperado finito 𝘦=𝙴[ξ]. Entonces, la 
varianza de ξ se establece a partir de la siguiente expresión matemática

 4.20

4.3.9.1 Varianza un número difuso L-R

La expresión crisp para determinar la varianza credibilística de un número 
difuso L-R [ξ=(a, b, c, d)πρ]. con funciones de referencia de la familia de 
potencias se deriva usando la ecuación 4.15 (Jalota et al., 2017b):
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i. Si a<𝘦≤b

 

 

ii. Si b<𝘦≤c

. Si |b-e|≥|c-e|
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. Si |b-e|<|c-e|

iii. Si c<𝘦≤d
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Es decir, 

 4.21

4.3.9.2 Varianza de otras variables difusas

• Definición 4.17 (Y. Chen, Liu, y Chen, 2006): sea ξ (a, b, c) una 
variable difusa triangular, entonces, la varianza de ξ es
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Donde α=(b‒a), β=(c‒b), y 𝘦=𝙴[ξ]. Además, nótese que cuando 
α=β, la variable difusa triangular es simétrica y su valor esperado 
está dado por 

E[ξ]=b. 4.23

• Definición 4.18 (Y. Chen et al., 2006): sea ξ (a, b, c, d) una variable 
difusa trapezoidal, entonces, la varianza de ξ es

 4.24

• Donde α=(b‒a),β=(‒c), y, 𝘦=𝙴[ξ]. Además, obsérvese que cuando 
α=β, la variable difusa trapezoidal es simétrica y su valor esperado 
está dado por 

 4.25

4.3.10 Semivarianza de una variable difusa

• Definición 4.19 (B. Liu y Liu, 2002): sea ξ una variable difusa 
con valor esperado finito 𝘦=𝙴[ξ]. Entonces, la semivarianza de ξ es 
definida por 

 4.26

Donde, 
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• Teorema 4.8 (Huang, 2008a). Sea ξ una variable difusa, SV[ξ] y 
V[ξ] la semivarianza y varianza de ξ, respectivamente. Entonces, 
0≤SV[ξ ]≤V[ξ].

Demostración. Sea e el valor esperado de una variable difusa ξ. La 
no-negatividad de la varianza y la semivarianza es clara. Para cual-
quier número real, se tiene

lo cual implica que

debido a que la medida de credibilidad satisface el axioma de mono-
tonicidad. De la definición de varianza y semivariancia se deduce que

• Teorema 4.9 (Huang, 2008a). Sea ξ una variable difusa con función 
de pertenencia simétrica, entonces SV[ξ] = V[ξ].

Demostración. Sea ξ una variable difusa con función de pertenen-
cia simétrica respecto a su valor esperado 𝘦. De la definición de 
varianza, se tiene

dado que la función de pertenencia de ξ es simétrica respecto a 𝘦, 
se tiene

por lo tanto, 
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• Observación 4.5 (Huang, 2010). El teorema 4.9 indica que, cuan-
do la función de pertenencia del retorno de la cartera es simétrica, 
los valores de la varianza y de la semivarianza del rendimiento de la 
cartera difusa serán los mismos. No obstante, cuando la función de 
pertenencia del retorno de la cartera difusa es asimétrica, el teorema 
4.8 indica que los valores de la varianza y la semivarianza del ren-
dimiento de la cartera difusa serán diferentes.

4.3.10.1 Semivarianza de un número difuso L-R

La expresión crisp para determinar la semivarianza credibilística de un 
número difuso L-R [ξ=(a, b, c, d)πρ] con funciones de referencia de la fa-
milia de potencias se deriva usando la ecuación 4.15 (Jalota et al., 2017b):

i. Si a<𝘦≤b
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ii. Si b<𝘦≤c

iii. Si c<𝘦≤d

Es decir, 

 4.27
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4.3.10.2 Semivarianza de otras variables difusas 

• Definición 4.20 (Huang, 2010): sea ξ (a, b, c) una variable difusa 
triangular, entonces, la semivarianza de ξ es 

 4.28

Donde 𝘦=𝙴[ξ].

• Definición 4.21 (Qian y Yin, 2014): sea ξ (a, b, c, d) una variable 
difusa trapezoidal, entonces, la semivarianza de ξ es

 4.29

Donde 𝘦=𝙴[ξ].

4.4 Resumen y conclusiones del capítulo

Las expectativas de los inversionistas con respecto a los parámetros fi-
nancieros sobre los cuales se realiza el proceso de selección de carteras 
están rodeadas de vaguedad y ambigüedad. Construir carteras satisfac-
torias sobre la base de estas expresiones imprecisas plantea un desafío 
metodológico en la investigación actual que no puede enfrentarse us-
ando números crisp. Ante esta situación, a partir de la década de los 
noventa, varios investigadores han estimado los retornos de los activos 
por medio de la teoría de conjuntos difusos. Esta teoría ha permitido no 
solo captura la vaguedad y la incertidumbre existentes en los mercados 
financieros, sino que también ha proporcionado una flexibilidad en la 
toma de decisiones integrando las preferencias subjetivas de los inver-
sionistas y el conocimiento de los expertos.
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Como se ha visto, en los modelos difusos de selección de carteras, la me-
dida de posibilidad, extensamente utilizada para representar la tasa de ren-
dimiento de los activos, es inconsistente con la ley del medio excluido y 
con la ley de contradicción. Para solventar esta dificultad, la medida de 
credibilidad, definida por el promedio de las medidas de posibilidad y de 
necesidad, ha sido utilizada en años recientes para modelar la incertidum-
bre del rendimiento futuro de los activos. 

La aplicación de la lógica difusa va a continuar desempeñando, en el fu-
turo, un papel fundamental en la modelización y resolución no solo de 
los problemas de selección de carteras, sino también de los atinentes a la 
planificación y la gestión financieras.
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de los mercados de capitales
de Latinoamérica

5.1 Introducción al tema

El proceso de apertura y globalización financieras que se dio a partir de 
la década de los noventa implicó un dinamismo sin precedentes en los 
mercados de capitales en el contexto global y, en especial, en las economías 
emergentes. Las reformas estructurales y los programas de estabilización 
económica emprendidos por la mayoría de los países en desarrollo crearon 
un ambiente favorable para la entrada de capitales foráneos, a lo cual tam-
bién contribuyó la caída de las tasas de interés de los países desarrollados 
entre 1989 y 1993, y las menores perspectivas de crecimiento de estas 
naciones (Arbeláez, Zuluaga y Guerra, 2002).

La globalización financiera asociada a la movilidad internacional de cap-
ital se ha acelerado en las últimas décadas. El desarrollo de los sistemas 
financieros y los avances que se han presentado en las tecnologías de la 
información y la comunicación han conducido a una oferta y demanda 
mundiales de capital, y la existencia de un mercado global de capitales es 
un rasgo característico de la economía contemporánea (Olivera, 2004). 
Esto ha ocasionado una mayor interconexión y un creciente grado de in-
terdependencia entre los mercados, lo cual ha contribuido a la generación 
de crisis financieras. El colapso global desatado en los años 2007-2008 es 
un ejemplo claro de las crisis financiera y económica globales más severas 
desde los años de la posguerra, solo comparable a la de la Gran Depresión 
(Nudelsman, 2013).

En los últimos 20 años una serie de estudios han analizado el efecto de 
los mercados de capitales sobre el crecimiento económico. Las investiga-
ciones han derivado en resultados variados y, a partir de ellos, se podrían 
dividir estas pesquisas en dos grupos: i) los estudios que revelan una rel-
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ación positiva entre el crecimiento económico y el desarrollo de los mercados 
de capitales. Bencivenga y Smith (1991), Holmström y Tirole (1998) y 
Levine (1997) subrayan que los mercados de capitales más líquidos con-
tribuyen al crecimiento económico y mejoran la eficiencia del mercado a 
través de un flujo de información oportuna y precisa hacia el inversionista. 
Devereux y Smith (1994), Obstfeld (1992, 1993) y Saint-Paul (1992) en-
contraron que la reducción del riesgo a través de la diversificación global 
podría proporcionar más oportunidades para hacer inversiones con dichas 
características en el contexto internacional, aumentando de este modo el 
crecimiento de largo plazo. Caporale, Howells y Soliman (2004), y Mish-
kin (2001) señalan que un mercado de capitales bien organizado y ad-
ministrado genera oportunidades de inversión a partir del financiamiento 
de proyectos productivos que alientan la actividad económica, movilizan 
el ahorro doméstico, asignan de manera más eficiente el capital, ayudan 
a diversificar el riesgo, y a facilitar el intercambio de bienes y servicios. 
Adjasi y Biekpe (2006) evidenciaron un impacto positivo considerable del 
desarrollo del mercado de capitales sobre el crecimiento económico en los 
países de las economías de ingresos medios altos. Sus conclusiones fueron 
fortalecidas por Bahadur y Neupane (2006), quienes concluyeron que las 
fluctuaciones de los mercados de capitales ayudan a predecir el crecimiento 
futuro de una economía. ii) Estudios que revelan una relación negativa entre 
el crecimiento económico y el desarrollo de los mercados de capitales. Devereux 
y Smith (1994); Mayer (1988), Morck, Shleifer y Vishny (1990); Morck, 
Shleifer, Vishny, Shapiro y Poterba, (1990) y Stiglitz (1993) afirman que 
los mercados de capitales tienen un efecto negativo sobre el crecimiento 
económico debido a que estos promueven la información asimétrica sobre 
las empresas y contribuyen a la reducción del ahorro. Rancière, Tornell y 
Westermann (2008) señalan que existe una correlación positiva entre el 
desarrollo de los mercados financieros y de capitales y la probabilidad de 
una crisis; es decir, mientras más desarrollado estén estos mercados, mayor 
será la probabilidad de una situación fuera de control. 

Nótese que existen estudios a favor y en contra respecto al avance del mer-
cado de capitales y su efecto en el crecimiento económico de un país. En 
cualquier caso, no hay discusión en cuanto a que los mercados de capitales 
tienen gran relevancia sobre el binomio rentabilidad-riesgo y, por ende, en 
la capacidad de la diversificación de una cartera.
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El problema de selección de carteras pretende determinar una cartera sat-
isfactoria que cumpla el deseo del inversionista en cuanto a la utilidad que 
desea asegurar y al riesgo que está dispuesto a aceptar para conseguirla. En 
este sentido, este problema pretende encontrar las proporciones óptimas 
del capital que ha de invertirse en cada uno de los activos para buscar un 
cierto equilibrio entre la maximización del rendimiento y la minimización 
del riesgo de la inversión. En el marco de esta apreciación, un aspecto im-
portante para lograr la utilidad que se pretende alcanzar es el de conocer 
las características del mercado en el cual se realizará el proceso de inversión, 
ya que algunos aspectos como la liquidez, la concentración, la volatilidad 
de los tipos de cambios, entre otros, podrían afectar la utilidad que se pre-
tende alcanzar. Por lo anterior, este capítulo tiene como meta analizar la 
evolución de los mercados de capitales de Latinoamérica a lo largo de los 
últimos 16 años, lo cual permitirá efectuar un inventario del estado actual 
de los mismos y su efecto en la toma de decisiones de cartera. 

El resto del capítulo está organizado como sigue: la sección 5.2 analiza los 
indicadores de tamaño, liquidez y concentración de los mercados accio-
narios latinoamericanos, al compararlos con los mercados internacionales 
de algunas economías desarrolladas y emergentes. En las secciones 5.3 y 
5.4 se examina la volatilidad y la correlación de los precios de las acciones 
y de los tipos de cambio de los mercados accionarios de América Latina, 
Estados Unidos y Europa durante al periodo 2002-2016. La sección 5.5 
se enfoca al análisis del impacto del riesgo cambiario sobre la rentabilidad 
de inversión en los índices bursátiles latinoamericanos, desde el punto de 
vista de seis inversionistas ubicados en diferentes regiones de América. La 
sección 5.6 examina el riesgo país de los seis mercados de capitales selec-
cionados de Latinoamérica en los años 2000-2016. Finalmente, la sección 
5.7 presenta las conclusiones del capítulo. 

5.2 Análisis del tamaño, liquidez
y concentración

En la literatura económica las medidas más utilizadas para medir el desarrollo 
de un mercado accionario son los indicadores de tamaño, liquidez y concen-
tración. Un mayor tamaño de mercado se correlaciona positivamente con la 
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habilidad de este para movilizar y diversificar el riesgo, un mercado más líqui-
do les permite a los agentes que se desenvuelven en él efectuar más transac-
ciones y deshacer sus posiciones con menores costos (en tiempo y dinero) 
y, por lo tanto, asiente realizar operaciones de una forma más eficiente; por 
último, un mercado menos concentrado es mejor por cuanto se hacen menos 
probables los conflictos de intereses entre grandes y pequeños poseedores de 
acciones, y se imponen fuerzas competitivas que permiten alcanzar puntos 
óptimos en su interior (Demirgüç-Kunt y Levine, 1996 citado en Gil, 2007). 
Los principales hallazgos respecto al desarrollo de los mercados accionarios 
de Argentina, Brasil, Chile, Colombia, México y Perú y su comparación con 
algunos otros mercados internacionales de economías desarrolladas y emer-
gentes han sido resumidos en la tabla 5.1. 

5.2.1 Tamaño del mercado

El tamaño del mercado accionario se puede medir con la ayuda de dos 
indicadores: la capitalización relativa del mercado24 y el número de firmas 
registradas en bolsa. Estas medidas de tamaño son complementarias, es de-
cir, la primera, al ser una medida relativa, es útil para hacer comparaciones 
internacionales, y la segunda, al ser una medida absoluta, permite seguir 
de cerca la evolución del mercado en el tiempo (Gil, 2007). Así mismo, 
debido a que la primera medida puede reflejar fenómenos especulativos al 
involucrar en su construcción el precio de mercado, el análisis conjunto 
resulta fundamental (Uribe, 2007). 

En la tabla 5.1 se evidencia que, en términos relativos, los mercados accionarios 
de Chile, México, Argentina y Perú son los más grandes de Latinoamérica, 
con una capitalización relativa de mercado promedio de 85.44 %, 74.44 %, 
61.04 % y 57.59 %, respectivamente, durante el periodo 2014-201625.

24 La capitalización relativa del mercado es igual al número total de acciones en 
circulación multiplicado por su valor en bolsa, dividido entre el Producto Interno 
Bruto (PIB) del periodo.

25 El análisis del tamaño, liquidez y concentración se realizará en una primera 
instancia para el periodo 2014-2016 para los seis mercados accionarios de 
América Latina seleccionados, y se comparará con la indicadores de algunos 
otros mercados internacionales de economías desarrolladas y emergentes. 
Posteriormente, la revisión de los mercados de capitales durante el periodo 2010-
2016 solo se le realizará a los mercados accionarios de Argentina, Brasil, Chile, 
Colombia, México y Perú.
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No obstante, ninguno de los seis países latinoamericanos supera el prome-
dio presentado por determinadas economías desarrolladas como Canadá 
(117.6 %), Japón (101.9 %), Estados Unidos (NYSE) (105.1 %) y Austra-
lia (93.6 %), y algunas economías emergentes como Hong Kong (China) 
(1044.4 %) y Sudáfrica (283.15 %), en las cuales la capitalización bursátil 
de sus mercados accionarios representa en promedio más del 100 % del 
PIB. Es de especial interés el caso del mercado accionario de Hong Kong 
(China), que, en promedio, durante los años 2014-2016 ha superado 10 
veces el valor de su PIB.

Con el propósito de observar y analizar la tendencia del comportamien-
to histórico de la capitalización bursátil de los seis mercados accionarios 
de Latinoamérica, se toma como base 100 para el primer año (2000) y 
luego se determinan los cambios en el valor de la capitalización periodo 
a periodo. En la figura 5.1 se puede apreciar la notable evolución de la 
capitalización bursátil total en Colombia y Perú, mercados que han regis-
trado, durante el período 2000-2016, variaciones aproximadas del 1500 % 
y 1150 %, respectivamente

Figura 5.1. Tendencia de la tasa de crecimiento anual de la capitalización
bursátil de Latinoamérica 2000-2016.

Fuente: Elaboración propia a partir de la Información Estadística de la FIAB

Al analizar la tasa promedio de crecimiento anual de la capitalización 
bursátil durante los periodos 2000-2005, 2006-2010 y 2011-2016 (ver 
figura 5.2), se observa que, en los primeros cinco años de la década de 
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los 2000, Colombia estaba entre los países que tuvieron las mayores tasas 
de crecimiento promedio de capitalización del mercado, representada en 
un 55.96 % anual, cuando el promedio de la región era del 33,32 %. En 
contraste, entre 2006 y 2010 la tasa promedio anual de crecimiento de la 
capitalización bursátil latinoamericana cayó hasta un 13,03 %. Argentina 
presentó el peor desempeño de la muestra y cerró con una tasa promedio 
de crecimiento de 1.81 %. Durante los primeros seis años de la década del 
2010, los mercados bursátiles han caído, en promedio, un 4.37 %, y Co-
lombia presentó el peor desempeño entre ese grupo de países analizados, 
con una tasa de crecimiento promedio anual de la capitalización bursátil 
de -7.93 %. 

Figura 5.2. Tasa de crecimiento promedio anual de la capitalización
bursátil de Latinoamérica 2000-2016.

Fuente: elaboración propia a partir de la información estadística de la FIAB.

Es conveniente señalar que, durante el periodo 2000-2016, los mercados 
financieros internacionales estuvieron sujetos a un entorno económico 
complejo e inestable. La crisis de las puntocom (2000), los atentados del 
11-S en Nueva York (2001), la crisis de deuda en Argentina (2001), la gran 
recesión (2007), la crisis de deuda en Europa (2009), la desaceleración en 
las principales economías asiáticas (2012), los choques macroeconómicos 
provenientes del cambio en el paradigma de la política monetaria de la 
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Reserva Federal de Estados Unidos (2013) y la caída de los precios del 
barril del petróleo (2014), entre otros, han sido las principales fuerzas que 
han caracterizado el contexto de los mercados financieros internacionales y 
han afectado, por ende, los mercados de los países analizados. 

Un indicador usualmente mencionado a la hora de considerar la relevancia 
económica de los mercados accionarios es el índice de capitalización relati-
va del mercado. La figura 5.3 muestra que el mercado latinoamericano de 
mayor tamaño durante el periodo 2000-2016 ha sido el chileno, donde la 
velocidad en el incremento de la capitalización bursátil ha superado en pro-
medio la evolución positiva del PIB (111.16 %). En contraste, el mercado 
accionario de Colombia ha sido en promedio el de menor tamaño (38.70 
%), lo cual corrobora lo señalado previamente. Por otra parte, la figura 5.3 
evidencia que los mercados accionarios más afectados por la gran recesión 
del 2007 y, por ende, los más integrados en el contexto global, fueron Ar-
gentina, Chile, Brasil y Perú, los cuales tuvieron un mayor aumento en el 
indicador antes del 2007 y, como consecuencia, una mayor caída posterior. 
Por su parte, el tamaño del mercado accionario colombiano prácticamente 
no fue reducido por la crisis. Uno de los puntos que llama la atención 
es que, durante el periodo 2000-2016, los seis mercados accionarios más 
grandes de América Latina crecieron de manera notable, no obstante, al 
finalizar el 2016, el tamaño de estos mercados es muy similar a lo sucedido 
en los primeros años de la década de los 2000. 

Figura 5.3. Capitalización relativa promedio de Latinoamérica 2000-2016.
Fuente: elaboración propia a partir de la información estadística

de la FIAB y el Banco Mundial. 



139

Capítulo 5. Caracterización de los mercados de capitales de Latinoamérica

Un indicador complementario de la capitalización relativa del mercado 
es el número de firmas inscritas en bolsa. En este propósito, al retomar la 
tabla 5.1 se evidencia que los mercados accionarios más grandes de Latino-
américa son Brasil y Chile, países que en el periodo 2014-2016 tuvieron 
en promedio 359 y 305 firmas listadas en bolsa, respectivamente. Por el 
contrario, las plazas accionarias más pequeñas de esta región son Argenti-
na y Colombia, con un promedio de 100 y 72 firmas registradas en bol-
sa, de forma respectiva, durante el periodo indicado. Adicionalmente, al 
realizar una comparativa con los mercados internacionales de la muestra 
seleccionada, se observa que las plazas bursátiles de Bombay y Mumbai, 
de la India, suman en promedio 7514 empresas, lo cual lo ubica como el 
país con más compañías registradas en bolsa, seguido por Estados Unidos, 
Canadá, España y Japón con 5245, 3580, 3536 y 3508, respectivamente, 
en el periodo de tiempo estudiado.

Figura 5.4. Número de firmas registradas en Bolsa de Latinoamérica 2000-2016.
Fuente: elaboración propia a partir de la información estadística de la FIAB.

La figura 5.4 permite contextualizar que, durante el periodo 2000-2016, el 
número de firmas registradas en bolsa de cada país se ha mantenido relati-
vamente constante, a excepción de México, que durante el periodo 2000-
2006 y 2007-2014 vio crecer el número de empresas cotizadas, pasando 
de un promedio de 235 a 381 empresas listadas. No obstante, durante los 
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años 2011-2016 el número de compañías se ubicó en un promedio de 
257. Además, el número de firmas cotizadas no se vio afectado en absoluto 
por la pasada crisis financiera en ninguno de los mercados bursátiles de 
América Latina analizados.

5.2.2 Liquidez de mercado

En términos generales, la liquidez mide la facilidad para comprar y vender 
títulos en el mercado. En este orden de ideas, la baja liquidez está asociada 
con altos costos de transacción y, en consecuencia, con ausencia de me-
canismos eficientes de movilidad de capital y la dificultad para deshacer 
las inversiones realizadas. Los costos de transacción son cruciales para la 
determinación de la eficiencia, la liquidez y la rentabilidad del mercado ac-
cionario. Un mercado de acciones líquido es aquel que es capaz de movili-
zar grandes volúmenes y absorber adecuadamente el flujo de transacciones 
que esto implica, asegurando que no se produzcan cambios bruscos en los 
precios cuando se presentan variaciones leves en la oferta y demanda de las 
acciones que en él se negocian (Arbeláez et al., 2002). 

Para este estudio se han construido dos medidas de liquidez, la razón vol-
umen transado sobre el PIB y la tasa de rotación, que corresponde al vol-
umen transado sobre la capitalización del mercado. De nuevo, se trata de 
dos medidas complementarios, esto es, la primera es un indicador amplio 
de liquidez, y la segunda se relaciona tradicionalmente con bajos costos de 
transacción en el mercado bursátil (Demirgüç-Kunt y Levine, 1996).

Retomando de nuevo la tabla 5.1 se muestra que el mercado más líquido 
de Latinoamérica al cierre del 2016, medido por la razón volumen transa-
do sobre el PIB, es el mercado de Brasil (26.74 %). No obstante, si tene-
mos en cuenta los mercados internacionales de comparación, se evidencia 
que los mercados accionarios de esta región de América son, en su mayoría, 
ilíquidos. Llama la atención la liquidez de los mercados accionarios de 
economías como Hong Kong (China) (420.6 %), Sudáfrica (127.3 %) y 
Corea (118.0 %) que superan a los mercados de economías desarrolladas 
como Canadá (76.5 %), Australia (68.1 %) y Estados Unidos (Nasdaq) 
(59.6 %). Así mismo, la tasa de rotación (i.e. volumen transado sobre 
capitalización del mercado), reafirma no solo que el mercado accionario 
de Brasil es el más líquido de América Latina, sino también lo expuesto 
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anteriormente, respecto a la iliquidez de los demás mercados bursátiles 
de Latinoamérica, y la excelente liquidez que presentan algunos mercados 
emergentes y las economías desarrolladas. 

Figura 5.5. Tendencia de la tasa de crecimiento anual del volumen
de acciones de Latinoamérica 2000-2016.

Fuente: elaboración propia a partir de la información estadística de la FIAB.

Respecto a la dinámica de los mercados accionarios, la figura 5.5 permite 
contextualizar la notable evolución de la Bolsa de Valores de Colombia, 
cuyos montos anuales negociados en acciones, expresados en dólares, cre-
cieron un 6774 % entre 2000 y 2012, y un 2299 % entre 2000 y 2016. 
Así mismo, las plazas bursátiles de Brasil, Chile, México y Perú crecieron 
el 614 %, 335 %, 170 % y 133 %, respectivamente, a lo largo del periodo 
2000-2016. En contraste, el volumen anual operado en acciones de Argen-
tina decreció un 13 % en el periodo de estudio indicado. Por otra parte, en 
la figura 5.5 se observa que el impacto de la crisis financiera de 2008 fue 
rápidamente superado, con niveles de crecimiento en la operatoria anual 
durante casi todo el tiempo de estudio considerado. 

En el marco de la liquidez, al evaluar la razón volumen transado sobre el 
PIB de Latinoamérica entre 2000 y 2016, se observa claramente que el 
mercado accionario más líquido es el brasileño, a lo largo de los 16 años 
de estudio, seguido por el chileno y el mexicano (ver figura 5.6). A finales 
del 2007 las plazas accionarias de Brasil y Chile lograron el índice más alto 
de liquidez, esto es,
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Figura 5.6. Razón volumen de negociado en acciones/PIB
de Latinoamérica 2010-2016.

Fuente: elaboración propia a partir de la información estadística
de la FIAB y del Banco Mundial.

Figura 5.7. Tasa de rotación de Latinoamérica 2010-2016.
Fuente: elaboración propia a partir de la información estadística de la FIAB.

42.80 % y 28.59 %, respectivamente. No obstante, a partir de entonces la 
liquidez ha registrado una tendencia a disminuir. Adicionalmente, la tasa 
de rotación (figura 5.7) permite poner en contexto que, hasta mediados 
del año 2001, el mercado más líquido fue el mexicano, seguido en orden 
descendente por los mercados brasilero y chileno. A partir de ese año, Bra-
sil supera en liquidez a México y esta aumenta progresivamente durante 
los últimos años de la muestra, logrando el pico más alto de liquidez en 
el 2008 (122.19 %). Como se puede apreciar, tanto la razón volumen 
transado sobre el PIB, como la tasa de rotación señalan que el mercado 



143

Capítulo 5. Caracterización de los mercados de capitales de Latinoamérica

accionario más líquido en América Latina es el brasileño, posición que ha 
mantenido en gran parte del periodo de tiempo analizado.

5.2.3 Concentración del mercado

Para este estudio la concentración del mercado accionario se mide a través 
de dos indicadores: la proporción que representa el monto total de las diez 
sociedades domésticas de mayor capitalización contra la capitalización to-
tal del mercado, y la proporción que representa el volumen transado por 
las diez sociedades domésticas más transadas contra el volumen total tran-
sado del mercado. Estos dos indicadores se sitúan entre cero y uno, y entre 
más se acerque a uno, reflejará mayor grado de concentración.

Retomando la tabla 5.1 se muestra que el mercado más concentrado 
de Latinoamérica al cierre del 2016, medido por la razón de las diez 
sociedades domésticas de mayor capitalización sobre la capitalización 
del mercado, es la plaza accionaria de Colombia (72.1 %), seguida de 
Argentina (64.4 %) y México (53.9 %). Así mismo, si tenemos en cuen-
ta los mercados internacionales de comparación, se evidencia que los 
mercados accionarios de Latinoamérica son los más concentrados entre 
la muestra de las 21 economías emergentes y desarrolladas selecciona-
das. En esta línea, los mercados accionarios menos concentrados son los 
ubicados en la Bolsa de Nueva York (EE.UU.) (14.5 %) y en la Bolsa 
de Tokio (Japón) (16.1 %). Así mismo, la razón de las diez sociedades 
domésticas más negociadas sobre el volumen transado ratifica no solo 
que la Bolsa de Valores de Colombia es la más concentrada, sino tam-
bién lo manifestado anteriormente respecto a la alta concentración de 
los demás mercados bursátiles de Latinoamérica, en comparación con 
los mercados internacionales. 

Finalmente, la tabla 5.2 resume los dos indicadores utilizados en este estu-
dio para medir la concentración de los mercados accionarios de América 
Latina durante el periodo 2007-2016. En ella se muestra que, en prome-
dio, la distribución más inequitativa de la oferta de las acciones ha sido en 
el mercado accionario de Colombia, a lo largo de los diez años analizados. 
No obstante, el problema parece no ser inherente únicamente a la Bolsa 
de Valores de Colombia, sino, en general, a las bolsas de esta región de 
América Latina. 
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5.3 Análisis de volatilidad de los precios 
 de las acciones y de los tipos 
 de cambio
La volatilidad del mercado accionario se relaciona con el comportamiento 
de los precios de los activos, específicamente con la frecuencia y la magni-
tud del movimiento de los mismos. Su efecto sobre el mercado es negativo, 
en la medida en que las variaciones en el corto plazo no reflejan de forma 
correcta los valores de equilibrio del activo financiero. En este sentido, la 
volatilidad del mercado se relaciona con el nivel de riesgo y depende de 
los sistemas de transacción utilizados, por cuanto estos tienen como una 
de sus funciones principales la de acercar los precios de las acciones a los 
niveles de equilibrio. De esta manera, la volatilidad de los precios y de los 
rendimientos de los activos transados se asocia con la ineficiencia del mer-
cado, pues es un signo de que este toma mucho tiempo para incorporar 
en los precios la nueva información disponible (Arbeláez et al., 2002). Por 
otro lado, en los mercados globalizados la volatilidad depende tanto de fac-
tores relacionados con la situación doméstica como con la internacional.

Figura 5.8. Dominancia índices bursátiles de Latinoamérica,
Estados Unidos y Europa 2002-2016.

Fuente: Economatica®.

Una manera simplificada de medir la volatilidad y, por tanto, de percibir 
el riesgo del mercado accionario, es evaluar la varianza de los rendimientos 
de los índices bursátiles (i.e. su desviación estándar). Este indicador refleja 
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cuán estable es el rendimiento en el tiempo y con qué nivel de frecuencia 
varía. Otro análisis interesante, y que será el que se desarrollará en este 
trabajo, consiste en comparar el binomio rentabilidad-riesgo de diferentes 
índices bursátiles internacionales. Este estudio es más completo que el sim-
ple cálculo de la volatilidad, pues incorpora al análisis información relativa 
a la rentabilidad obtenida.

La figura 5.8 presenta el gráfico de dominancia, en el cual se hace una 
comparativa del riesgo y la rentabilidad de los índices bursátiles de los 
mercados accionarios de México (IPC), Brasil (BOVESPA), Chile (IPSA), 
Colombia (IGBC-COLCAP), Perú (IGBVL), Argentina (MERVAL), Es-
tados Unidos (S&P500) y Europa (EURO STOXX 50) para el periodo de 
julio de 2002 a diciembre de 2016. Se encuentra que el mercado accionar-
io que ofrece la mayor rentabilidad promedio anual esperada es el peruano 
(18.44 %), con un nivel de riesgo medio en comparación con los demás 
mercados analizados. El mercado accionario que ofrece menor riesgo es 
el chileno (18.89 %), que además supera en rentabilidad a los mercados 
mexicano, americano y europeo, lo cual lo hace un índice dominante y 
atractivo para un inversionista que desee minimizar el riesgo frente a un 
nivel dado de rentabilidad. Por otro lado, resulta conveniente resaltar las 
elevadas rentabilidades obtenidas en todos los mercados analizados, siem-
pre positivas y cercanas a un promedio anual del 12.52 %.

La figura 5.9 contextualiza el comportamiento de la volatilidad de cada 
uno de los índices seleccionados. Como se puede apreciar, en el caso de 
América Latina, la coyuntura marcadamente favorable del período 2003-
2007, basada en una combinación inusual de bonanza financiera, alza de 
precios de los productos básicos y un alto nivel elevado de remesas de los 
trabajadores migrantes (Ocampo, 2009), permitieron que, durante este 
periodo, los mercados accionarios de estas economías reflejaran un mejor 
comportamiento con respecto a los mercados europeo y americano. Así 
mismo, se evidencia que, en general, la mayoría de los índices presentaron 
una tendencia bajista durante el 2008, periodo caracterizado por una alta 
volatilidad e incertidumbre mundiales generadas por la crisis financiera 
internacional que afectó particularmente a los Estados Unidos y a Euro-
pa. Sin embargo, durante los años 2009 y 2010 los índices presentaron 
una tendencia alcista influidos por el optimismo y las expectativas de los 
inversores con respecto a las altas tasas de intereses de las economías de 
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los países emergentes. A lo largo del 2011, los índices nuevamente exhibi-
eron una tendencia bajista, marcada principalmente por la crisis de deuda 
que afectó a varios países de la Unión Europea, particularmente a Grecia, 
Portugal, Italia y España, los temores de una recesión en la zona Euro y la 
desaceleración del crecimiento de las economías asiáticas, puntualmente, 
la de China. Para finales del 2016, el mercado accionario de Perú presentó 
el mejor comportamiento a lo largo de los catorce años seleccionados, se-
guido por los mercados de Argentina y Colombia. 

Figura 5.9. Tendencia de la tasa de crecimiento semanal de los índices
bursátiles de Latinoamérica, Estados Unidos y Europa 2002-2016.

Fuente: Economatica®.

En la actualidad, la selección de carteras enfrenta un ambiente de inversión 
dinámico en el que predomina no solo la oferta de productos financieros 
más sofisticados, sino también la posibilidad de invertir más allá del mer-
cado doméstico. Los mercados accionarios de las economías emergentes 
se han vuelto cada vez más atractivos para los inversionistas de los países 
desarrollados, especialmente durante las últimas tres décadas. Incluir los 
mercados emergentes reduce el riesgo de la cartera debido a las correla-
ciones aparentemente bajas entre las económicas emergentes y desarrolla-
das (Durai y Bhaduri, 2011; Grubel, 1968; Lessard, 1974; Levy y Sarnat, 
1970). No obstante, la inversión internacional de cartera trae consigo una 
fuente adicional de riesgo a causa de las fluctuaciones propias de la mone-
da. La interacción entre el riesgo de tipo de cambio y los precios de las 
acciones es fundamental cuando se evalúa lo riesgoso de invertir en los 
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mercados emergentes. Los beneficios de la diversificación internacional se 
reducen considerablemente durante periodos de volatilidad de los tipos 
de cambio. Por lo tanto, los inversionistas internacionales requieren una 
compensación adecuada para soportar el riesgo de tipo de cambio que se 
espera en los mercados.

Figura 5.10. Dominancia tipos de cambio de Latinoamérica,
Estados Unidos y Europa 2002-2016.

Fuente: Economatica®.

Después de las consideraciones anteriores, la figura 5.10 presenta el gráfico 
de dominancia de los tipos de cambio del peso mexicano (USD/MXN), 
real brasileño (USD/BRL), peso chileno (USD/CLP), peso colombiano 
(USD/COP), nuevo sol peruano (USD/PEN), peso argentino (USD/
ARS) y euro (EUR/USD) durante el periodo de enero de 2002 a diciem-
bre de 2016 frente al dólar estadounidense. Se encuentra que el peso ar-
gentino es la moneda que ha presentado el nivel más alto de depreciación, 
con un 11.27 % promedio anual, por consiguiente, es la moneda menos 
rentable de la muestra seleccionada, con un nivel de volatilidad bajo en 
comparación con los demás tipos de cambio. Este mismo comportamiento 
lo presentó el peso mexicano, el cual durante los 14 años considerados, se 
depreció en promedio un 4.26 % anual. En contraste, el nuevo sol peru-
ano y el peso chileno son las moneda más apreciadas, esto es, con un pro-
medio semanal de 0.56 % y 0.33 %, respectivamente, lo que las convierte 
en las divisas más rentables de las siete monedas analizadas. 
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La figura 5.11 presenta el gráfico de crecimiento (base 100) del euro y las 
principales monedas de América Latina respecto al dólar estadounidense. 
Se observa que el peso mexicano y el euro se depreciaron con respecto 
al dólar estadounidense a lo largo de los 14 años analizados. Además, es 
interesante ver el comportamiento reflejado por el peso argentino, el cual, 
a partir del año 2008, se ha depreciado de manera exponencial, como con-
secuencia de las políticas financieras que desarrolló el gobierno de la pres-
identa Cristina Kirchner para mitigar los efectos de la crisis internacional 
del periodo 2007-2011. Por otra parte, al analizar el comportamiento de 
los demás tipos de cambio se observa que el peso colombiano, el peso 
chileno, el nuevo sol peruano y el real brasileño se apreciaron durante una 
gran parte del periodo 2002-2016 a causa del incremento de las export-
aciones de materias primas, del creciente flujo de recursos de inversión 
extranjera directa (IED), del aumento de las remesas del extranjero, entre 
otros. No obstante, durante los dos últimos años, esto es 2015-2016, el 
peso colombiano y el real brasileño han presentado una tendencia a depre-
ciarse con respecto al dólar americano. 

Nótese que las figuras 5.9 y 5.11 ponen de manifiesto que, en algunos mo-
mentos, como durante el año 2008, los mercados de los diferentes países 
se mueven en la misma dirección. Por otro lado, la fuerza de las tendencias 
y la volatilidad, tal y como se ha descrito anteriormente, es mucho más 
acusada en los mercados latinoamericanos que en el de Estados Unidos 

Figura 5.11. Tendencia de los tipos de cambio de Latinoamérica, 
Estados Unidos y Europa 2002-2016.

Fuente: Economatica®.
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o el de Europa, y esto es así a lo largo de todo el periodo analizado. Para 
comprobar hasta qué punto los mercados se mueven de forma acompasada 
y así examinar el grado de integración de los mismos, es necesario realizar 
un análisis de correlación.

5.4 Análisis de correlación de los precios
de las acciones y de los tipos
de cambio

La creciente integración financiera internacional requiere ser analizada, 
ya que en la medida en que exista en el campo de los mercados 
accionarios, hay mayor correlación entre los retornos de los países, es 
decir, estos tienden a reaccionar en conjunto a unos mismos factores 
micro y macroeconómicos, lo que va a disminuir los beneficios de la 
diversificación de carteras conformadas por activos ubicados en dichos 
mercados. La tabla 5.3 muestra la matriz de correlaciones de los ocho 
índices bursátiles seleccionados durante el periodo 2002-2016. Como se 
puede ver, no hay correlaciones negativas, pero tampoco hay relaciones 
perfectamente positivas entre los diferentes índices. La más alta es 
0.8501 entre Estados Unidos y Europa, y la menos positiva está entre 
Colombia y Argentina, con 0.4245. Lo anterior lleva a concluir que, 
durante el periodo indicado, los mercados bursátiles con un grado de 
correlación alta (mayor integración financiera) fueron el americano y 
europeo (0.8501), seguidos por el mexicano y el americano (0.7470) 
y, por último, el europeo y el mexicano (0.7314). Adicionalmente, las 
economías con un grado de covariación moderado fueron la chilena y la 
europea(0.4712), la americana y la colombiana (0.4459) y y la argentina 
y la colombiana (0.4245), lo cual sustenta el hecho de que, a pesar de que 
estos mercados muestran covariaciones positivas, la correlación moderada 
entre ellos, respecto a los demás mercados seleccionados, permite hacer 
una diversificación del riesgo, aunque esta no sea la más eficiente. 

Prosiguiendo con el análisis, la tabla 5.4 presenta la matriz de correlaciones 
de las principales monedas latinoamericanas y el euro en función del dólar 
estadounidense durante el periodo de 2002-2016. En comparación con el 
análisis de correlación de los índices bursátiles, se evidencia que algunos 
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pares de monedas sí presentan correlaciones negativas. Los tipos de cam-
bio que registran el mayor grado de correlación son el USD/BRL y el 
USD/COP (0.5745), USD/CLP y USD/MXN (0.5675); y los de menor 
grado de covariación son USD/COP y USD/ARS (0.1253), USD/CLP 
y USD/ARS (0.1049), lo que indica que durante los 14 años analizados 
estos dos últimos pares de tipos de cambio presentaron un comporta-
miento dispar. En contraste, los tipos de cambio que experimentaron 
una correlación negativa son USD/CLP y EUR/USD (-0.4678), USD/
MXN y EUR/USD (-0.4515), y, USD/COP y EUR/USD (-0.3520). 
Llama la atención que todos los tipos de cambio de América Latina reg-
istraron una correlación negativa con el tipo de cambio EUR/USD, lo 
cual evidencia que estos tipos de cambio tienden a moverse en sentidos 
opuestos en el largo plazo. 

5.5 Impacto del riesgo cambiario
sobre la rentabilidad de carteras
de inversión en los índices bursátiles
latinoamericanos para un inversio-
nista de Estados Unidos y cinco
inversionistas de América Latina

Invertir en el ámbito internacional ofrece una mayor diversificación en com-
paración con el escenario nacional. Sin embargo, es importante analizar si la 
inversión en activos internacionales y las fluctuaciones de sus propias mone-
das permitirá la posibilidad de estructurar carteras diversificadas que permitan 
no solo maximizar el retorno esperado sino también minimizar el riesgo. Por 
lo anterior, para analizar el impacto del riesgo cambiario sobre la rentabilidad 
de una cartera que invierte en los índices bursátiles latinoamericanos, se tra-
baja bajo el supuesto de que inversores de Estados Unidos, Argentina, Brasil, 
Chile, Colombia, México y Perú, el 1 de enero 2002 disponían de 100.000 
dólares, los cuales los convierten en moneda local y los invierten de forma 
equiponderada en los índices accionarios de México (IPC), Brasil (BOVES-
PA), Chile (IPSA), Colombia (IGBC-COLCAP), Perú (IGBVL) y Argentina 
(MERVAL) durante un periodo de 14 años. 
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La figura 5.12 contextualiza el comportamiento de la rentabilidad nominal 
de las carteras enunciados en el párrafo anterior. En ella se observaba que 
hasta el año 2012 el inversionista mexicano presentó el mejor desempeño 
en cuanto a la rentabilidad nominal de la inversión, seguido en orden de-
scendente por el argentino, americano y peruano. A partir de ese momen-
to, el inversionista argentino supera en rentabilidad al mexicano y logra 
finalizar el 2015 con una rentabilidad cercana a 1800 % durante los 14 
años de la inversión. En contraste, se percibe que el inversionista brasileño 
presenta el menor desempeño de los rendimientos nominales en la gran 
mayoría de los años analizados.

Por su parte, la figura 5.13 permite analizar la evolución de la rentabilidad 
real de las carteras indicadas. En comparación con el análisis previamente 
realizado, se evidencia que la rentabilidad real del inversionista argentino 
pasa a ser una de las más bajas de la muestra. Esto se debe a que durante 
el periodo 2002-2015 la inflación de país austral se ubicó en un promedio 
anual del 20.80 %, causando un aumento de incertidumbre, lo cual afecta 
negativamente la rentabilidad esperada de la inversión y, por lo tanto, el 
crecimiento en el largo plazo. Adicionalmente, la figura 5.13 permite in-
ferir que el inversionista que presentó el mejor desempeño en cuanto a la 
rentabilidad en términos de la cantidad de bienes y servicios que se pueden 
adquirir (poder adquisitivo), fue el mexicano, seguido del americano y del 
peruano. Igualmente, se evidencia que, desde el punto de vista de la evolu-
ción de la rentabilidad nominal y real, el inversionista brasileño presenta el 
más bajo desempeño a lo largo de los 14 años considerados. 

5.6 Análisis del riesgo soberano

El riesgo país se refiere a aquellos económicos, políticos y sociales que los 
inversionistas extranjeros afrontan al realizar una inversión en un determi-
nado estado (Gullu y Kilic, 2017). Una de las medidas más importantes 
del riesgo de inversión en las economías emergentes es el spread de riesgo 
soberano, denominado EMBI (Emerging Market Bond Index). El EMBI 
mide el diferencial de los retornos de la deuda pública denominada en 
dólares estadounidenses de un país emergente con respecto a la rentabil-
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Figura 5.12. Comportamiento de la rentabilidad nominal de una cartera
que invierte en los índices accionarios de Latinoamérica para un inversor

de Estados Unidos, Argentina, Brasil, Chile, Colombia, México y Perú, 2002-2015.
Fuente: Economatica®.

Figura 5.13. Comportamiento de la rentabilidad real de una cartera que invierte
en los índices accionarios de Latinoamérica para un inversor de Estados Unidos,

Argentina, Brasil, Chile, Colombia, México y Perú 2002-2015.
Fuente: Economatica®.
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idad de la deuda pública de Estados Unidos26. Dado que el precio de los 
activos locales está estrechamente relacionado con el precio de los bonos 
soberanos, el EMBI es la medida que los inversionistas extranjeros analizan 
al determinar el desempeño de las economías emergentes y, por ende, las 
oportunidades de inversión en estos países. 

La figura 5.14 presenta la tendencia del EMBIG (Emerging Markets Bond 
Index Global) de Argentina, Brasil, Chile, Colombia, México y Perú, du-
rante el periodo 2000-2016. Como se puede apreciar, Argentina es el país 
que ha exhibido la mayor volatilidad de la prima de riesgo, con un máximo 
de 6487 puntos básicos en julio de 2002 (ver tabla 5.5) como consecuencia 
de la crisis que se produjo en este país durante los años 2001-2002, la cual 
ocasionó que, al finalizar el 2002, el país tuviera una inflación de 30.55 %, 
una caída del PIB de -10.89 % y una depreciación del peso argentino de 
137.6 %. En segundo lugar se encuentra Brasil, con un máximo de 2057 
puntos básicos en octubre de 2002, por causa del riesgo de default por la 
elevada exposición financiera en dólares estadounidenses a mediados de 
2002. Colombia aparece en tercer lugar con una prima de riesgo máxima 
de 986 puntos básicos en septiembre de 2002, producto del déficit fiscal 
estructural y de la situación de inseguridad que enfrentaba el país en este 
periodo. 

De manera semejante, la figura 5.14 y la tabla 5.5 permiten contextualizar 
que el país que ha presentado la menor prima de riesgo durante los 16 años 
de estudio ha sido Chile, el cual ha exhibido un promedio del EMBIG de 
150 puntos básicos, seguido por México y Perú, con un promedio de 233 y 
294 puntos básicos, respectivamente. No obstante, en los dos últimos años 
de estudio, esto es, 2015-2016, el EMBIG de los países de América Latina 
seleccionados ha mostrado una tendencia al alza.

26 El diferencial del EMBI fue introducido por J.P. Morgan en 1992 e incluye los 
bonos Brady, denominados en dólares, y otros bonos soberanos reestructurados 
similares. No obstante, el EMBI fue transformado en EMBI+ (Emerging Markets 
Bond Index Plus) y EMBIG (Emerging Markets Bond Index Global) para incluir 
préstamos, eurobonos, préstamos negociables, e instrumentos denominados en 
moneda local emitidos por soberanos o entidades cuasi soberanas (J.P. Morgan, 
1995, 1999). Este estudio se enfoca hacia el análisis del EMBIG de los mercados 
emergentes de Latinoamérica.
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Figura 5.14.Tendencia del EMBIG de Latinoamérica 2000-2016.
Fuente: elaboración propia a partir de la información estadística del Banco

Central de Reserva del Perú.

Tabla 5.5. EMBIG de Latinoamérica 2000-2016

País 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008
Argentina 668 1,560 5,774 5,456 5,047 2,587 343 320 860 
Brasil 727 888 1,376 839 538 394 233 180 301 
Chile 197 192 177 126 83 65 80 101 213 
Colombia 668 595 685 508 417 323 194 161 305 
México 367 364 317 246 193 167 136 126 255 
Perú 568 651 611 429 364 239 186 138 273 

País 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016
Argentina 1,198 689 686 988 1,067 787 590 476 
Brasil 306 202 195 183 209 235 361 395 
Chile 218 129 139 151 154 143  186 201 
Colombia 329 189 168 148 158 167 250 279 
México 301 187 186 188 189 183 251 304 
Perú 292 172 191 157 159 162 201 200 

País Min Max Promedio Volatilidad*
Argentina 203 6,847 1,711 1,922 
Brasil 143 2,057 445 356 
Chile 55 383 150 59 
Colombia 108 986 326 193 
México 98 463 233 85 
Perú 104 816 294 179 

* Medida como la desviación estándar mensual.
Fuente: elaboración propia a partir de la información estadística

del Banco Central de Reserva del Perú.
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Por otra parte, los comovimientos en las primas de riesgo de Argentina, 
Brasil, Chile, Colombia, México y Perú se confirman cuando se analizan 
las correlaciones entre estas variables27. La tabla 5.6 permite analizar la 
matriz de correlación para el periodo 2000-2016. Como se ilustra, los 
países que cuentan con un grado de correlación fuerte son Colombia y 
Perú (0.9625), Brasil y Colombia (0.8877), Brasil y Perú (0.8828), lo cual 
sustenta el hecho de que las primas de riesgo de estos países de América 
Latina tienden a moverse de manera similar, lo que podría conllevar co-
movimientos fuertes en periodos de crisis (Cadena, 2004). Por su parte, los 
países con un grado de correlación débil son Argentina y México (0.1884), 
Brasil y Chile (0.2910), y Chile y Colombia (0.3991). Es de especial in-
terés el caso del EMBIG de Argentina y Chile, cuyas correlaciones han sido 
negativas (-0.1128) en el tiempo que se ha tomado para realizar el análisis. 

Prosiguiendo el estudio del riesgo soberano, un importante aspecto que 
complementa el análisis del EMBIG es la calificación crediticia emiti-
da por las principales agencias internacionales de calificación de riesgo: 

27 Los términos ‘comovimiento’ y ‘correlación’ están enlazados. El primero, en este 
caso, se refiere a que las primas de riesgo de los países latinoamericanos tienen 
tendencia a moverse en la misma dirección, mientras que el segundo cuantifica el 
grado de interrelación (positiva, negativa o nula) entre el EMBIG de los países. 
De esta manera, una correlación positiva es consistente con un comovimiento de 
las variables macroeconómicas que impactan la prima de riesgo de los bonos de 
un país emergente (Cadena, 2004).

Tabla 5.6. Matriz de correlación de los EMBIG de Latinoamérica 2000-2016

Argentina Brasil Chile Colombia México Perú 
Argentina 1.0000 
Brasil 0.6756 1.0000 
Chile -0.1128 0.2910 1.0000 
Colombia 0.5709 0.8877 0.3991 1.0000 
México 0.1884 0.6421 0.8144 0.7783 1.0000 
Perú 0.5162 0.8828 0.4142 0.9625 0.7759 1.0000 

Fuente: elaboración propia a partir de la información estadística
del Banco Central de Reserva del Perú.
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Fitch Rating, Moody’s Corporation y Standard & Poor’s. La calificación 
crediticia soberana proporciona una evaluación de la probabilidad de 
incumplimiento de la deuda de un país y le asigna a este un grado de 
inversión o un grado especulativo. Por lo tanto, es un indicador impor-
tante en el proceso de decisión de inversión activa en la formación de 
carteras internacionales debido a que los cambios en las calificaciones 
de rebaja (mejoramiento) de la deuda soberana por debajo (por encima) 
del grado de inversión, aceleran el rally o la recesión de los mercados de 
capital (Sensoy, Eraslan, y Erturk, 2016).

La tabla 5.7 presenta, en resumen, la calificación de la deuda soberana 
de largo plazo denominada en moneda extranjera de Latinoamérica para 
el periodo 2000-2016 y emitida por Standard & Poor’s. En ella se mues-
tra que, en el caso de Argentina y Brasil, se ha reducido la calificación 
en 5 y 4 ocasiones, respectivamente, a lo largo de los 16 años analizados. 
En contraste, Perú es el único país que no ha visto reducir su calificación 
crediticia soberana durante el periodo de tiempo seleccionado. Las úni-
cas economías emergentes latinoamericanas, que a diciembre de 2016 
poseían el grado de inversión, eran Chile, único país que ha ostentado 
el rating en grado de inversión durante 2000-2016; y México, Perú y 
Colombia, economías que volvieron al club de países con grado de in-
versión en los años 2002, 2008 y 2011, respectivamente. Por su parte, 
las naciones que adiciembre de 2016 no estaban en esta categoría de 
clasificación eran Brasil, país que la obtuvo de nuevo en 2008, pero la 
perdió en 2015, y Argentina, único estado que no ha sido parte de los 
países con grado de inversión en los 16 años de estudio, pues siempre ha 
estado en el grupo de economías de grado especulativo.

5.6.1 El problema de selección de carteras
 en Latinoamérica

Una vez realizada la caracterización de los mercados de capitales de Lati-
noamérica se evidencia que, en su gran mayoría, estos mercados son muy 
pequeños, concentrados e ilíquidos. Frente a la situación descrita, F. 
García, González-Bueno y Oliver (2015) estos autores analizaron la apli-
cación del modelo de media varianza en el mercado accionario colombiano 



159

Capítulo 5. Caracterización de los mercados de capitales de Latinoamérica

y subrayaron las dificultades que enfrenta un inversionista al implementar 
la teoría de selección de carteras. Los autores concluyeron que, para resolv-
er los problemas de baja liquidez y la falta de alternativas de inversión en 
la bolsa de valores colombiana, los inversionistas del país deben tener en 
cuenta otros mercados en el exterior y ampliar, de esta forma, la gama de 
compañías para incluirlas en sus carteras. 

El Mercado Integrado Latinoamericano (MILA) es el resultado del acuer-
do firmado entre la Bolsa de Comercio de Santiago, la Bolsa de Valores de 
Colombia y la Bolsa de Valores de Lima, las cuales, en el año 2009, inicia-
ron el proceso de creación de un mercado regional para la negociación de 
títulos de renta variable de los tres países. El 30 de mayo de 2011 el mer-
cado MILA entró en operación y en junio de 2014 la Bolsa Mexicana de 
Valores se incorporó, realizando la primera transacción con este mercado 
el 2 de diciembre de 2014.

A diciembre de 2016, el mercado MILA se ubicó como el primero por 
número de compañías listadas en bolsa y como el segundo en tamaño de 
capitalización bursátil y volumen de negociación en América Latina. Entre 
los beneficios que esta integración ofrece a los inversionistas de la región se 

País 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008
Argentina  BB-  SD↓  SD  SD  SD  B-↑  B+↑  B+  B-↓ 
Brasil  B+  BB-↑  B+↓  B+  BB-↑  BB-  BB↑  BB+↑  BBB-↑ 
Chile  A-  A-  A-  A-  A  A  A  A+↑  A+ 
Colombia  BB  BB  BB  BB  BB  BB  BB  BB+↑  BB+ 

México  BB+  BB+  BBB-↑  BBB-  BBB-  BBB ↑  BBB  BBB+↑  BBB+ 
Perú  BB-  BB-  BB-  BB-  BB↑  BB  BB+↑  BB+  BBB-↑ 

Tabla 5.7. Calificación deuda soberana largo plazo moneda extranjera
de Latinoamérica 2000-2016

País 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016
Argentina  B-  B↑  B  B-↓  CCC+↓  SD↓  SD  B-↑ 
Brasil  BBB-  BBB-  BBB↑  BBB  BBB-↓  BBB-  BB+↓  BB↓ 
Chile  A+  A+  A+  AA-↑  AA-  AA-  AA-  A+↓ 
Colombia  BB+  BB+  BBB-↑  BBB-  BBB↑  BBB  BBB  BBB 
México  BBB↓  BBB  BBB  BBB  BBB+↑  BBB+  BBB+  BBB+ 
Perú  BBB-  BBB-  BBB↑  BBB  BBB+↑  BBB+  BBB+  BBB+ 

Fuente: cálculos propios con base en información estadística de Standard & Poor’s.
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encuentran el acceso a mayores alternativas de instrumentos de inversión y, 
por ende, mayores posibilidades de diversificación al poder invertir en nue-
vas compañías, sectores y países. Dadas las condiciones que anteceden, esta 
tesis doctoral asumirá la toma de decisiones de inversión en el Mercado 
Integrado Latinoamericano (MILA), aplicando un modelo credibilístico 
multiobjetivo de media-semivarianza-liquidez que pretenda maximizar el 
rendimiento y la liquidez esperados, al tiempo que se minimiza el riesgo 
de la inversión.

5.7 Conclusiones

A partir de la década de los noventa, América Latina se vio embarcada en 
un proceso de globalización y liberalización financieras que implicó un 
mayor dinamismo en sus mercados de capitales. No obstante, el análisis 
de la evolución de los mercados accionarios de Latinoamérica durante el 
periodo 2000-2016 muestra que las expectativas generadas por las refor-
mas emprendidas por los gobiernos de estos países para incentivar el de-
sarrollo doméstico de sus mercados de capitales no se han cumplido como 
se esperaba. 

Un análisis del tamaño del mercado evidencia que, desde el punto de vista 
del índice de capitalización relativa, los mercados accionarios de Chile y 
México son los más grandes de Latinoamérica para el periodo 2014-2016. 
No obstante, ninguno de los países de la región supera el promedio pre-
sentado por determinadas economías desarrolladas y algunas economías 
emergentes. Así mismo, el análisis del número de firmas registradas en 
bolsa señala que, para el periodo 2014-2016, los mercados accionarios de 
Latinoamérica más grandes eran Brasil y Chile, y los más pequeños, Ar-
gentina y Colombia. Empero, a pesar de que este indicador se ha man-
tenido constante en el periodo comprendido entre los años 2000 y 2016, 
es eclipsado el por tamaño de mercado de algunas economías emergentes 
de Asia cuando se realiza una comparativa con el promedio presentado en 
estos países entre 2014 y 2016.
 
El examen de la liquidez reveló que el mercado más líquido de Latino-
américa es el brasileño, posición que ha mantenido a lo largo de los 16 
años considerados. Sin embargo, los mercados accionarios de esta región 
de América son ilíquidos si se comparan con la razón volumen transado 
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sobre el PIB y la tasa de rotación presentada en los demás de la mues-
tra seleccionada. Por su parte, el estudio de la concentración del mercado 
mostró que, en promedio, la distribución más inequitativa de la oferta 
de las acciones ha sido en la plaza accionaria de Colombia a lo largo del 
periodo 2007-2016. 

En el orden de las ideas anteriores, el análisis de la volatilidad para el 
periodo 2002-2016 medido por el binomio rentabilidad-riesgo reveló que 
el mercado accionario de Perú ofrece la mayor rentabilidad esperada. Por 
su parte, el mercado accionario que ofrece menor riesgo es el chileno, país 
que supera en rentabilidad a los mercados mexicano, americano y europeo. 
En cuanto a la volatilidad de los tipos de cambio, el estudio mostró que, 
durante el periodo considerado, el peso argentino y el mexicano fueron 
las monedas más depreciadas, y el nuevo sol peruano y el peso chileno, las 
monedas más apreciadas.

El coeficiente de correlación reveló que, entre los años 2002 y 2016, los 
mercados bursátiles que presentaron el mayor grado de integración finan-
ciera fueron, en su orden, el americano y europeo, el mexicano y ameri-
cano y, por último, el europeo y mexicano. El estudio evidenció también 
que los tipos de cambio que registran el mayor grado de correlación fueron 
el USD/BRL y el USD/COP, el USD/CLP y USD/MXN. No obstante, 
llama la atención que todos los tipos de cambio de América Latina exper-
imentaron una correlación negativa con el tipo de cambio EUR/USD, lo 
cual deja entrever que estos tipos de cambio tienden a moverse en sentidos 
opuestos en el largo plazo.

Al analizar el impacto del riesgo cambiario sobre la rentabilidad de car-
teras globales de inversión en los índices bursátiles latinoamericanos, se 
evidencia que, a lo largo del periodo analizado, esto es, del 2 de enero 
de 2002 al 31 de diciembre de 2015, el inversionista mexicano presen-
ta el mejor desempeño en cuanto a los rendimientos nominales de las 
carteras hasta el año 2012, periodo a partir del cual es superado por el 
inversionista argentino. No obstante, al examinar la evolución de las 
carteras desde el punto de vista de la rentabilidad real, se evidencia que 
el inversionista argentino pasó a ser uno de los de más bajo desempeño 
debido a los altos niveles de inflación que se dieron en dicho país en el 
tiempo considerado. Con base a los razonamientos que se han plantea-



162

Optimización multiobjetivo para la selección de carteras

do, queda claro que el inversionista que desee aprovechar los beneficios 
de la diversificación internacional debe examinar si la inversión en acti-
vos globales y las fluctuaciones de sus propias monedas le proporciona-
rán la posibilidad de estructurar carteras con activos que cumplan el rol 
de refugios de valor y de instrumentos de cobertura.

Finalmente, el estudio del riesgo soberano durante los años 2000-2016 
permitió apreciar que Argentina es el país que ha presentado el mayor 
promedio y volatilidad en la prima de riesgo, medida a través del Emerging 
Markets Bond Index Global (EMBIG). En contraste, el promedio más bajo 
del riesgo soberano lo exhibió Chile, el cual es ratificado con el análisis 
de la calificación crediticia emitido por la Agencia Calificadora de Riesgo 
Standard & Poor’s, entidad que le ha mantenido el rating de grado de in-
versión a Chile durante el periodo en consideración. A diciembre de 2016, 
México, Perú y Colombia también estaban incluidos en este selectivo gru-
po. No obstante, para el mismo periodo, Brasil y Argentina hacían parte 
del grupo de grado especulativo.
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6.1 Introducción al tema

Desde el punto de vista financiero, una cartera es la combinación de más 
de una acción, bono, commodity, inversión en propiedad raíz, equivalentes 
de efectivo u otro activo tenido por un inversionista individual o insti-
tucional, con el propósito de reducir el riesgo vía diversificación (Downes, 
2014). A partir de la anterior definición, es claro que en los mercados 
financieros existe una gran variedad de clases de activos e instrumentos 
financieros en los cuales un inversionista puede invertir su riqueza. No 
obstante, estos activos e instrumentos financieros tienen diferentes niveles 
de riesgo e, igualmente, los inversionistas tienen su propia actitud frente 
el riesgo. Dada una amplia gama de activos financieros con diferentes car-
acterísticas, la esencia del problema de selección de carteras es encontrar 
una combinación de activos que cumplan las expectativas de rentabilidad 
y riesgo de un inversionista.

En concordancia con la revisión de la literatura que se encuentra en los 
capítulos 2, 3 y 4, a continuación, se plantea un modelo credibilístico 
multiobjetivo de media-semivarianza-liquidez para generar carteras efi-
cientes que incorporen las preferencias del inversor y las condiciones del 
mercado. La meta de este capítulo es formular el modelo matemático de 
selección de carteras que permita aplicar y resolver, por primera, vez la 
toma de decisiones de inversión en el Mercado Integrado Latinoameri-
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cano (MILA), que integra los mercados bursátiles de Chile, Colombia, 
México y Perú28.

El resto del capítulo está organizado de la siguiente manera: la sección 
6.2 describe el problema e introduce la notación y las variables que se uti-
lizaran para formular el modelo matemático. La sección 6.3 y 6.4 presen-
tan las funciones objetivo y las restricciones del problema de optimación 
multiobjetivo. Por último, la sección 6.5 define el problema de decisión 
del modelo credibilístico multiobjetivo de media-semivarianza-liquidez 
para la selección de carteras.

6.2 Descripción del problema

El modelo credibilístico multiobjetivo de media-semivarianza-liquidez 
pretende resolver el siguiente problema: el 2 de enero de 2016, un in-
versionista desea seleccionar una cartera en el mercado MILA, en la cual 
va invertir toda su riqueza en n acciones que ofrecen retornos difusos, 
de modo que se maximicen el rendimiento y la liquidez esperados, al 
tiempo que se minimice el riesgo de dicha inversión. Así mismo, con el 
ánimo de mejorar el desempeño de la cartera y generar mejores resulta-
dos en un periodo de 22 meses, se asume que el inversionista realizará 
tres rebalanceos o recomposiciones de la cartera, en función del com-
portamiento del precio y la liquidez de las acciones que se transan en 
este mercado, en cada una de las siguientes fechas: 1 de julio de 2016, 2 
de enero de 2017 y 3 de julio de 2017.

28 El Mercado Integrado Latinoamericano MILA es el resultado del acuerdo 
firmado entre la Bolsa de Comercio de Santiago, la Bolsa de Valores de Colombia 
y la Bolsa de Valores de Lima, las cuales, en el año 2009, iniciaron el proceso de 
creación de un mercado regional para la negociación de títulos de renta variable 
de los tres países. El 30 de mayo de 2011 el mercado MILA entró en operación, 
y en junio de 2014, la Bolsa Mexicana de Valores se incorporó, realizando la 
primera transacción con este mercado el 2 de diciembre de 2014.
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6.2.1 Notación

Una vez realizada descripción del problema que pretende resolver el modelo 
credibilístico multiobjetivo de media-semivarianza-liquidez, se procede a 
describir la notación que se utilizará para formular el modelo matemático:

 = Tasa de retorno difusa del i-ésimo activo representada por un núme-
ro difuso L-R con funciones de referencia de la familia de potencias, 

= Liquidez difusa del i-ésimo activo representada por un número difuso 
L-R con funciones de referencia tipo potencia, ,

=Tasa de retorno difusa de la cartera representada por un número difu-
so L-R de la familia de potencias, ,

𝘦 = Retorno esperado de la cartera 

ui = Máxima fracción del capital que puede ser invertida en el i-ésimo activo,

li = Mínima fracción del capital que puede ser invertida en el i-ésimo activo,

k = Número de activos deseados en la cartera.

6.2.2 Variables de decisión

Las variables de decisión, esto es, las incógnitas (o decisiones) que deben 
determinarse resolviendo el modelo credibilístico multiobjetivo se definen 
a continuación:

𝜔i = Proporción del total del capital invertido en el i-ésimo activo,

𝑦i = Variable binaria que indica si el i-ésimo activo está contenido en la 
cartera. Toma el valor de 1 si el i-ésimo activo está incluido en la cartera, y 
el valor de 0 en otros casos.
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6.3 Funciones objetivo 

6.3.1 Rentabilidad 

Considerando que en los mercados financieros existen varios factores 
no probabilísticos que afectan los retornos de los activos, esta investi-
gación asume que un inversionista asigna su capital entre n activos ries-
gosos que ofrecen retornos difusos. Sobre la base de la consideración an-
terior, el retorno del i-ésimo activo se representa por un número difuso 
de tipo L-R, con funciones de referencia de la familia de potencias [i.e.

 , i = 1, 2,…, n; t = 1, 2,…, T], cuyos α-cortes 
de nivel son , para 
α ∈ [0,1]. 

En la literatura existen varios métodos para construir las funciones de per-
tenencia de una variable difusa basados en heurística, métodos híbridos, 
algoritmos de agrupación difusa, redes neuronales, algoritmos genéticos 
(AGs), entropía e índices Kappa difusos (Cintra, Camargo, y Monard, 
2008). No obstante, no existen reglas simples, directrices o incluso un 
consenso entre la comunidad científica sobre cuál es el mejor método a 
utilizar, ya que la definición del enfoque para determinar la función de 
pertenencia difusa está estrechamente relacionada con el dominio de apli-
cación (Cintra et al., 2008).

En el marco de las observaciones anteriores, la estimación de los parámet-
ros que definen la función de pertenencia del número difuso de tipo L-R 
se obtiene a partir de los percentiles muestrales. En otras palabras, la esti-
mación del núcleo, el soporte y los parámetros de forma que caracterizan 
la tasa de retorno difusa esperada del i-ésimo activo se obtienen a partir de 
los percentiles muestrales de sus rendimientos históricos. Varios autores 
han recurrido ampliamente a este método de estimación para cuantificar la 
incertidumbre asociada al rendimiento futuro de los activos financieros o 
de una cartera dada, y ha contribuido a la generación de carteras eficientes 
en un entorno de optimización bi-objetivo y tri-objetivo (Bermúdez et al., 
2012; Bermudez, Segura y Vercher, 2007; Bermúdez y Vercher, 2012; Sab-
orido et al., 2016; Vercher, 2008, 2015; Vercher y Bermúdez, 2012, 2013, 
2015; Vercher et al., 2007; Yue y Wang, 2017). A continuación se presenta 
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el procedimiento para determinar los parámetros que caracterizan la tasa 
de retorno difusa esperada del i-ésimo activo:

i. El soporte de , esto es, el intervalo [ ], es dado por el percentil 
3th y 97th, de forma respectiva.

ii. El núcleo de , es decir, el intervalo [ ], es dado por el percentil 
45th y 55th, respectivamente. 

iii. Los parámetros de forma  y , son obtenidos de tal forma que los 
cuartiles difusos y empíricos coincidan (Vercher y Bermúdez, 2015), 
en otras palabras,

, donde ; y, ,

donde .

El valor de estos parámetros también podrían ser proporcionado por la 
experiencia y el juicio de los expertos en el mercado. 

La figura 6.1 resume el procedimiento para estimar el núcleo, el soporte y 
los parámetros de forma que caracterizan la tasa de retorno difusa esperada 
del i-ésimo activo, tal y como se presentó en el párrafo anterior. 

Figura 6.1. Estimación núcleo, soporte y parámetros
de forma del i-ésimo Activo.
Fuente: Elaboración propia. 
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Para poder aplicar las reglas de composición de los números difusos de 
tipo L-R, se asume que todas las funciones de referencia que modelizan 
los rendimiento de cada uno de los activos tienen la misma forma, siendo 
L=R para t = 1,2, …, T. (Dubois y Prade, 1987a). Una vez manifestada la 
anterior asunción, la siguiente combinación lineal expresa el rendimiento 
difuso esperado de la cartera (Bermúdez, Segura y Vercher, 2007; Vercher 
et al., 2007): 

Nótese que el retorno esperado de la cartera es una combinación lineal 
convexa de los rendimientos difusos de los activos individuales. Además, 
para este modelo no es necesario determinar la distribución de credibili-
dad conjunta de los rendimientos (Bermúdez y Vercher, 2012; Vercher y 
Bermúdez, 2012).

6.3.2 Riesgo 

El riesgo de cartera se calcula utilizando la medida de semivarianza, en la 
cual las desviaciones downside del retorno simulado del rendimiento espe-
rado contribuyen al riesgo. La semivarianza de la cartera se expresa como:

6.3.3 Liquidez 

La liquidez es uno de los aspectos más importantes que preocupan a los de-
cisores en el problema de selección de carteras. Esta ha sido medida como 
el grado de probabilidad de convertir una inversión en dinero efectivo sin 
pérdida significativa de su valor (Arenas-Parra et al., 2001; Fang, Lai y 
Wang, 2006; Gupta et al., 2011; Gupta, Mehlawat y Mittal, 2012; Gupta 
et al., 2008; Gupta, Mehlawat y Saxena, 2010; Gupta, Mittal et al., 2013; 
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Y.J. Liu, Zhang y Zhang, 2013). Generalmente, los inversores prefieren 
carteras que no solo puedan ser liquidadas a valores esperados más altos, 
sino también carteras con valores de liquidación más seguros. En este estu-
dio, la liquidez del i-ésimo activo se identifica por su indicador de liquidez 
de bolsa, definido de la siguiente manera:

 6.1

Debido a la información incompleta, los índices de liquidez en bolsa 
son solo estimaciones vagas. En este estudio se asume que el índice de 
liquidez en bolsa es un número difuso. Bajo esta consideración, el índice 
de liquidez en bolsa del i-ésimo activo se representa por un número 
difuso L-R con funciones de referencia de la familia de potencias [i.e. 

, i = 1, 2,…, n; t = 1, 2,…, T], cuyos α-cortes de 
nivel son , para 
α ∈ [0,1]. La estimación del núcleo, el soporte y los parámetros de forma 
que caracterizan la liquidez difusa esperada del i-ésimo activo se obtienen a 
partir de los percentiles muestrales de su liquidez histórica, tal y como fue 
presentado en la sección 6.3.1.

Asumiendo que todas las funciones de referencia que modelizan la liquidez 
de cada uno de los activos tienen la misma forma, siendo L=R para t = 1,2, 
…, T., la siguiente combinación lineal expresa la liquidez difusa esperada 
de la cartera:
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6.4 Restricciones

6.4.1 Presupuesto de capital

Asegura que el presupuesto disponible sea utilizado completamente.

6.4.2 Ventas en corto

Garantiza que no se aceptan posiciones cortas de activos.

6.4.3 Cota máxima de participación
 de un activo en la cartera

Máxima fracción del presupuesto que puede ser invertida en un activo.

6.4.4 Cota mínima de participación
 de un activo en la cartera

Mínima fracción del prepuesto que puede ser invertida en un activo.

Las restricciones de cota mínima y máxima de participación de un acti-
vo en la cartera (donde 0≤li, ui≤1, li≤ui, ∀i) se incluyen para evitar un 
gran número de inversiones muy pequeñas (i.e. garantizado por la cota 
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mínima de participación) y asegurar una diversificación suficiente de las 
inversiones (i.e. garantizado por la cota máxima de participación) (Gupta, 
Inuiguchi, et al., 2013; Gupta, Mittal, et al., 2013).

6.4.5 Cardinalidad

Buscar reducir los costos de transacción y asegurar un cierto grado de di-
versificación al limitar el número de activos (k) en una cartera.

Donde k, es el número de activos deseados en la cartera. 

6.5 El problema de decisión 

A partir de los supuestos expresados en las secciones anteriores, la formu-
lación matemática del modelo credibilístico multiobjetivo de media-semi-
varianza-liquidez que esta investigación se propone resolver es la siguiente:
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Obsérvese que la proporción del total del capital invertido en el i-ésimo 
activo (i.e. 𝜔i) son las variables de decisión. En un sentido general, se 
dice que una cartera P es una cartera factible para el modelo credibilísti-
co multiobjetivo de media-semivarianza-liquidez si cumple con las re-
stricciones antes mencionadas. Se dice que una cartera factible P es una 
solución eficiente o Pareto óptima si no existe otra cartera factible P´ 
tales que ,  y  
con al menos una desigualdad estricta. El conjunto de soluciones efi-
cientes es el conjunto óptimo de Pareto (en el espacio de decisión) y 
sus valores de función objetivo correspondientes constituyen la frontera 
eficiente o frente óptimo de Pareto (en el espacio de objetivo factible), 
cuyas soluciones se dice que son no-dominadas.
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7.1 Introducción al tema

Los modelos multiobjetivo para la selección de carteras permiten evaluar una 
situación más realista en la que concurren varios objetivos en conflicto en 
la decisión de asignación o reparto de activos, proporcionando flexibilidad 
y un amplio conjunto de opciones para el decisor: el conjunto óptimo de 
Pareto (cuyos elementos son llamados soluciones eficientes) (Vercher y Ber-
múdez, 2012). En el capítulo anterior se formuló un modelo multiobjetivo 
credibilístico para la selección de carteras, donde se consideran tres funciones 
objetivo que maximizan el rendimiento y la liquidez esperados, al tiempo que 
minimizan el riesgo de la inversión. En el marco de la consideración anteri-
or, el presente capítulo está organizado de la siguiente manera. Las secciones 
7.2 y 7.3 describen la población y los criterios usados para la selección de las 
muestras por estudiar. En las secciones 7.4, 7.5 y 7.6 se exponen las metod-
ologías para definir la tasa de rendimiento y la liquidez esperada de los activos 
seleccionados, así como la rentabilidad esperada de la tasa libre de riesgo. 
Las secciones 7.7., 7.8 y 7.9 despliegan el método para determinar tanto el 
rendimiento y la liquidez esperados como el riesgo de la cartera. En la sección 
7.10 se presentan las condiciones de diversificación que se asumirán en el 
modelo credibilístico multiobjetivo de media-semivarianza-liquidez para la 
selección de carteras. Finalmente, la sección 7.11 describe el proceso para 
resolver el problema de optimización multiobjetivo (MOPs) vía NSGAII e 
ilustra el flujo de la información del modelo propuesto en esta tesis doctoral. 

7.2 Base de datos

Las variables dependientes en el modelo credibilístico multiobjetivo pro-
puesto en esta investigación son los precios de cierre semanal ajustado y la 
liquidez en bolsa29. La población elegida como objeto de análisis son las 

29 La información estadística semanal de los precios de cierre ajustados del índice 
de liquidez en bolsa de las acciones listadas en el Mercado MILA, se obtuvieron 
del Software Economatica®.
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compañías que se encuentran listadas en el Mercado Integrado Latino-
americano MILA, tal y como se exhibe en la figura 7.1.

Figura 7.1. Determinación de la población objeto de estudio.
Fuente: Elaboración propia. 

En correspondencia con lo anterior, el informe estadístico mensual de la 
Federación Iberoamericana de Bolsas (FIAB) señala que el número de em-
presas registradas en bolsa en el mercado MILA a junio de 2017 sumaba 
un total de 768 (ver tabla 7.1).

Tabla 7.1. Número de compañías listadas en el Mercado MILA a junio 2017

Mercado accionario Compañías

Bolsa de Comercio de Santiago 297

Bolsa de Valores de Colombia 69

Bolsa Mexicana de Valores 146

Bolsa de Valores de Lima 256

  768

Fuente: elaboración propia a partir
de la información estadística de la FIAB.
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7.3 Tamaño de la muestra

La selección de los elementos muestrales por estudiarse y sobre los cuales se 
pretende aplicar el modelo credibilístico multiobjetivo de media-semivarian-
za-liquidez se realiza teniendo presente las siguientes consideraciones: 

i. Se seleccionan exclusivamente las compañías que, a los largo de los 
periodos de estudio, esto es, periodo I (03/06/2011 a 25/12/2015), 
periodo II (13/01/2012 a 24/06/2016), periodo III (13/07/2012 a 
30/12/2016) y periodo IV (11/01/2013 a 30/06/2017), tuvieron una 
presencia en bolsa equivalente al 100 %. En otras palabras, las com-
pañías que no hayan cotizado a lo largo de cada uno de los periodos 
considerados se excluirán y no serán tenidas en cuenta.

ii. Según se ha citado, los inversores prefieren carteras que no solo pue-
dan ser liquidadas a valores esperados más altos, sino también aquellas 
con valores de liquidación más seguros, es decir, carteras más liquidas. 
En el marco de esta apreciación, se incluirán las compañías que duran-
te el periodo de estudio presentaron un volumen promedio mensual 
de negociación superior al volumen promedio mensual operado en 
cada uno de los mercados accionarios a los que pertenecen. 

iii. En la exposición del problema de la selección de carteras hay dos supo-
siciones implícitas: la insaciabilidad y la aversión al riesgo. La primera 
implica que, cuando un inversionista tiene que elegir entre dos carte-
ras similares, siempre escogerá la que tenga el rendimiento esperado 
más alto. En otras palabras, “los inversionistas siempre prefieren los ni-
veles más altos de riqueza terminal y no los niveles más bajos. Después 
de todo, los niveles más altos de riqueza terminal le permiten dedicar 
más dinero a gastos en el futuro más distante” (Gordon et al., 2003, 
p.120). Sobre la base de estos razonamientos, esta investigación solo 
incluirá las empresas que durante el período de estudio presentaron 
una rentabilidad promedio positiva.

Una vez aplicados los tres criterios de selección indicados, los elementos 
muestrales de esta tesis doctoral se presentan en la tablas 7.2, 7.3, 7.4 y 7.5.
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Tabla 7.2. Compañías del Mercado MILA que durante el periodo de junio 2011
a diciembre 2015 cumplen con los tres criterios de selección

No. Compañía Inicial País

1 Banco Davivienda S.A. C_Dav
Colombia2 Bancolombia S.A. C_Bco

3 Corporación Financiera Colombiana S.A. C_Cfc
4 Alfa, S.A.B. de C.V. M_Alf

México

5 Alsea, S.A.B. de C.V. M_Als
6 Arca Continental, S.A.B. de C.V. M_Arc
7 Grupo Aeroportuario del Sureste, S.A.B. de C.V. M_Sur
8 Grupo Bimbo, S.A.B. de C.V. M_Bim
9 Bolsa Mexicana de Valores, S.A.B. de C.V. M_Bmv
10 Cemex, S.A.B. de C.V. M_Cem
11 Coca-Cola Femsa, S.A.B. de C.V. M_C-C
12 Fomento Económico Mexicano, S.A.B. de C.V. M_Fem
13 Grupo Carso, S.A.B de C.V. M_Car
14 Gentera, S.A.B de C.V. M_Gen
15 Grupo Financiero Banorte, S.A.B de C.V. M_Ban
16 Grupo México, S.A.B. de C.V. M_Mex
17 Grupo Aeroportuario del Pacífico, S.A.B. de C.V. M_Aer
18 Grupo Industrial Maseca, S.A.B. de C.V. M_Mas
19 Kimberly Clark de México, S.A.B. de C.V. M_Kim
20 El Puerto de Liverpool, S.A.B. de C.V. M_Liv
21 Grupo Televisa, S.A.B. de C.V. M_Tel
22 AES Gener S.A. C_Gen

Chile

23 Aguas Andinas S.A. C_Agu
24 Banco de Chile S.A. C_Bch
25 Banco de Crédito e Inversiones S.A. C_Bci
26 Banco Itau Chile S.A. C_Ita
27 Compañía Cervecerías Unidas S.A. C_Cer
28 Enel Generación Chile S.A. C_Enl
29 SM-Chile S.A. C_Smc

Fuente: Elaboración propia.
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La tabla 7.2 muestra que el modelo credibilístico para la selección de la 
cartera I será aplicado en una muestra de 29 acciones (3 colombianas, 18 
mexicanas y 8 chilenas).

Tabla 7.3. Compañías del Mercado MILA, que durante el periodo de enero 2012
a junio 2015, cumplen con los tres criterios de selección.

No. Compañía Inicial País

1 Banco Davivienda S.A. C_Dav
Colombia

2 Corporación Financiera Colombiana S.A. C_Cfc
3 Alfa, S.A.B. de C.V. M_Alf

México

4 Alsea, S.A.B. de C.V. M_Als
5 Arca Continental, S.A.B. de C.V. M_Arc
6 Grupo Aeroportuario del Sureste, S.A.B. de C.V. M_Sur
7 Grupo Bimbo, S.A.B. de C.V. M_Bim
8 Bolsa Mexicana de Valores, S.A.B. de C.V. M_Bmv
9 Cemex, S.A.B. de C.V. M_Cem

10 Grupo Comercial Chedraui, S.A.B. de C.V. M_Che
11 Coca-Cola Femsa, S.A.B. de C.V. M_C-C
12 Fomento Económico Mexicano, S.A.B. de C.V. M_Fem
13 Grupo Carso, S.A.B de C.V. M_Car
14 Gentera, S.A.B de C.V. M_Gen
15 Grupo Financiero Banorte, S.A.B de C.V. M_Ban
16 Grupo Financiero Inbursa, S.A.B de C.V. M_Inb
17 Grupo México, S.A.B. de C.V. M_Mex
18 Grupo Aeroportuario del Pacífico, S.A.B. de C.V. M_Aer
19 Grupo Industrial Maseca, S.A.B. de C.V. M_Gru
20 Kimberly Clark de México S.A.B de C.V. M_Kim
21 El Puerto de Liverpool, S.A.B. de C.V. M_Liv
22 OHL México, S.A.B. de C.V. M_Ohl
23 Grupo Televisa, S.A.B. de C.V. M_Tel
24 Wal-Mart de México, S.A.B. de C.V. M_Wal

Continúa
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Por su parte, la tabla 7.3 presenta los elementos muestrales para la selec-
ción de la cartera II, esto es, 35 acciones (2 compañías listadas en la Bolsa 
de Valores de Colombia, 22 en la Bolsa de Valores de México y 11 en la 
Bolsa de Valores de Chile). 

No. Compañía Inicial País

25 AES Gener S.A. C_Gen

Chile

26 Aguas Andinas S.A. C_Agu
27 Banco de Chile S.A. C_Bch
28 Banco de Crédito e Inversiones S.A. C_Bci
29 Banco Itau Chile S.A. C_Ita
30 Colbún S.A. C_Col
31 Compañía Cervecerías Unidas S.A. C_Cer
32 Embotelladora Andina S.A. C_Emb
33 Enel Américas S.A. C_Ena
34 Enel Generación Chile S.A. C_Enl
35 S.A.C.I. Falabella S.A. C_Fal

Fuente: Elaboración propia.

Tabla 7.4. Compañías del mercado MILA que durante el periodo de junio de 2012
a diciembre de 2016 cumplen con los tres criterios de selección.

No. Compañía Inicial País

1 Banco Davivienda S.A. C_Dav Colombia
2 Alfa, S.A.B. de C.V. M_Alf

México

3 Alsea, S.A.B. de C.V. M_Als
4 Arca Continental, S.A.B. de C.V. M_Arc
5 Grupo Aeroportuario del Sureste, S.A.B. de C.V. M_Sur
6 Grupo Bimbo, S.A.B. de C.V. M_Bim
7 Bolsa Mexicana de Valores, S.A.B. de C.V. M_Bmv
8 Cemex, S.A.B. de C.V. M_Cem

Continúa
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No. Compañía Inicial País

9 Fomento Económico Mexicano, S.A.B. de C.V. M_Fem

México

10 Grupo Carso, S.A.B de C.V. M_Car
11 Gentera, S.A.B de C.V. M_Gen
12 Grupo Financiero Banorte, S.A.B de C.V. M_Ban
13 Grupo México, S.A.B. de C.V. M_Mex
14 Grupo Aeroportuario del Pacífico, S.A.B. de C.V. M_Aer
15 Grupo Industrial Maseca, S.A.B. de C.V. M_Gru
16 Kimberly Clark de México S.A.B de C.V. M_Kim
17 El Puerto de Liverpool, S.A.B. de C.V. M_Liv
18 OHL México, S.A.B. de C.V. M_Ohl
19 Grupo Televisa, S.A.B. de C.V. M_Tel
20 Aguas Andinas S.A. C_Agu

Chile

21 Banco de Chile S.A. C_Bch
22 Banco de Crédito e Inversiones S.A. C_Bci
23 Banco Itau Chile S.A. C_Ita
24 Banco Santander Chile S.A. C_San
25 Compañía Cervecerías Unidas S.A. C_Cer
26 Enel Generación Chile S.A. C_Enl
27 S.A.C.I. Falabella S.A. C_Fal
28 SM-Chile S.A. C_Smc

Durante el periodo de junio de 2012 a diciembre de 2016, solo 28 com-
pañías del mercado MILA cumplieron los criterios de selección previa-
mente indicados. En este orden de ideas, la muestra para la selección de 
la cartera III está conformada por una compañía del mercado accionario 
colombiano, 18 del mexicano y 9 del chileno (ver tabla7.4).

Finalmente, la tabla 7.5 ilustra las compañías que conforman la muestra 
para la selección de la cartera IV, esto es, 27 acciones, una de Colombia, 
16 de México y 10 de Chile. 

Fuente: elaboración propia.
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No. Compañía Inicial País

1 Banco Davivienda S.A. C_Dav Colombia
2 Alsea, S.A.B. de C.V. M_Als

México

3 Arca Continental, S.A.B. de C.V. M_Arc
4 Grupo Aeroportuario del Sureste, S.A.B. de C.V. M_Sur
5 Grupo Bimbo, S.A.B. de C.V. M_Bim
6 Bolsa Mexicana de Valores, S.A.B. de C.V. M_Bmv
7 Cemex, S.A.B. de C.V. M_Cem
8 Grupo Elektra, S.A.B. de C.V. M_Ele
9 Fomento Económico Mexicano, S.A.B. de C.V. M_Fem

10 Grupo Carso, S.A.B de C.V. M_Car
11 Gentera, S.A.B de C.V. M_Gen
12 Grupo Financiero Banorte, S.A.B de C.V. M_Ban
13 Grupo México, S.A.B. de C.V. M_Mex
14 Grupo Aeroportuario del Pacífico, S.A.B. de C.V. M_Aer
15 Grupo Industrial Maseca, S.A.B. de C.V. M_Gru
16 Kimberly Clark de México S.A.B de C.V. M_Kim
17 Grupo Televisa, S.A.B. de C.V. M_Tel
18 Aguas Andinas S.A. C_Agu

Chile

19 Banco de Chile S.A. C_Bch
20 Banco de Crédito e Inversiones S.A. C_Bci
21 Banco Itau Chile S.A. C_Ita
22 Banco Santander Chile S.A. C_San
23 Compañía Cervecerías Unidas S.A. C_Cer
24 Enel Américas S.A. C_Ena
25 Enel Generación Chile S.A. C_Enl
26 Ripley Corp S.A. C_Rip
27 SM-Chile S.A. C_Smc

Tabla 7.5. Compañías del mercado MILA que durante el periodo de enero 2013 
a junio 2017 cumplen con los tres criterios de selección

Fuente: elaboración propia.
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Uno de los puntos que llaman la atención al observar los diferentes ele-
mentos de la muestra desplegados es la poca participación del mercado ac-
cionario colombiano y la nula presencia del mercado de acciones de Perú. 
Esto se debe a que no cumplieron el segundo criterio de selección por 
causa de los bajos niveles de liquidez evidenciados durante el periodo de 
tiempo bajo consideración, el cual es ratificado en la caracterización de la 
liquidez que se les realizó a estas plazas bursátiles en el capítulo 5.

7.4 Retorno esperado crisp
 credibilístico del i-ésimo activo

Bajo el supuesto de que el inversionista ha seleccionado n activos difer-
entes, la tasa de retorno difusa esperada del i-ésimo activo se determina 
como sigue: 

• Paso 1. Establecer la muestra de los rendimientos del i-ésimo activo 
a través de la expresión matemática ; i 

= 1, 2, ..., n; t = 1, 2, ..., T, donde  es el precio de cierre ajustado30 
del i-ésimo activo el viernes de la semana t.

• Paso 2. Modelar la imprecisión e incertidumbre del rendimiento 
futuro del i-ésimo activo, vía definición de la función de pertenen-
cia del número difuso L-R con funciones de referencia de la familia 
de potencias , usando los percentiles muestrales de los datos en 
la columna de los retornos , tal y como fue señalado en el 
capítulo anterior (ver sección 6.3.1).

• Paso 3. Determinar el intervalo esperado, esto es, el retorno crisp 
credibilístico del i-ésimo activo, , utilizan-
do la expresión matemática

donde  y  son los parámetros de 

30 Precio ajustado por dividendos en efectivo, dividendo en acciones, desdoblamiento 
(split), reducción de capital, agrupamiento (implit), suscripción y escisión.
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7.5 Liquidez esperada crisp
 credibilística del i-ésimo activo

La liquidez difusa esperada del i-ésimo activo se determina a partir del 
siguiente procedimiento:

• Paso 1. Definir la muestra del índice de liquidez en bolsa semanal 
del i-eximo activo 

• Paso 2. Cuantificar la incertidumbre de la liquidez futura del 
i-ésimo activo, a través de la definición de la función de pert-
enencia del número difuso L-R con funciones de referencia tipo 
potencia , utilizando los percentiles muestrales de los datos en 
la columna de la liquidez , según lo señalado en el capítulo 
sexto (ver sección 6.3.3).

• Paso 3. Determinar el valor medio esperado, en otras palabras, la liq-
uidez crisp credibilística del i-ésimo activo, 

vía 

donde  y , son los parámetros de 

7.6 Tasa libre de riesgo esperada
 crisp credibilística

Entre las medias de performance de las carteras se encuentra el ratio de 
Sortino, que permite medir la prima de rentabilidad por unidad de riesgo 
soportado de una cartera. Este es una modificación del ratio de Sharpe 
y se fundamenta en el supuesto de que el objetivo de los inversionistas 
es el de minimizar la volatilidad proveniente de los retornos negativos 
(i.e. volatilidad no deseada). Bajo este contexto, el ratio de Sortino en un 
entorno credibilístico se determina a partir de la siguiente fórmula:



183

Capítulo 7. Solución metodológica

Donde:

E(ξp) = Retorno difuso esperado de la cartera

E(ξRf) = Rentabilidad objetivo o tasa de rentabilidad requerida

SV(ξp) = Semivarianza esperada de la cartera

En atención a lo anteriormente expuesto, la tasa de retorno objetivo por 
utilizar en la aplicación del ratio credibilístico de Sortino, para determinar 
la cartera óptima en el frente óptimo de Pareto (i.e. frontera eficiente), es la 
rentabilidad de los bonos del gobierno de Estados Unidos, que es definida 
por la tasa de madurez constante de seis meses (6-Month Treasury Constant 
Maturity Rate31). A continuación, se presenta el procedimiento para deter-
minar esta tasa de rentabilidad bajo un entorno de decisión difuso:

• Paso 1. Determinar la muestra de la tasa semanal de madurez con-
stante de seis meses de los bonos del gobierno americano.

• Paso 2. Modelizar la incertidumbre de la tasa semanal de madurez 
constante de seis meses, vía definición de la función de pertenencia 
del número difuso L-R con funciones de referencia de la familia de 
potencias , utilizando los percentiles muéstrales de los datos en 
la columna de la rentabilidad , tal y como se ha realizado 
en el caso de las variables difusas de la rentabilidad y la liquidez del 
i-ésimo activo. 

• Paso 3. Definir el intervalo esperado de la tasa semanal de madurez 
constante de un año, ,

vía 

donde  son los parámetros de 

31 La información de la tasa de madurez constante de seis meses de los bonos 
americanos se obtuvo del repositorio de datos históricos del Banco de la Reserva 
Federal de San Luis (Estados Unidos) (Federal Reserve Bank of St. Louis).
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7.7 Rentabilidad esperada de la cartera

Una vez definido el retorno esperado crisp credibilístico del i-ésimo activo, 
la rentabilidad esperada de la cartera, es decir, la función objetivo  
presentada en el capítulo anterior, se convierte en la siguiente función ob-
jetivo crisp:

7.8 Riesgo de la cartera

La función objetivo ℱ2 (ωi) señalada en el capítulo 6 para determinar el 
riesgo de la cartera es sustituida por la siguiente función objetivo crisp:

Nótese que la anterior función objetivo depende de las variables , , 
, ,  y , que corresponden a los parámetros de la tasa de retorno 

difusa de la cartera, representada por un número difuso L-R con funciones 
de referencia de la familia de potencias,  

Si asumimos que todas las funciones de referencia de cada uno de los ac-
tivos tienen la misma forma, siendo L=R para cada t = 1,2, …, T, los 
parámetros que modelizan la imprecisión e incertidumbre del rendimiento 
esperado de la cartera se determinan a partir del siguiente procedimiento, 
el cual se fundamentan en el principio de extensión de Zadeh (ver teorema 
4.1), expuesto en el capítulo 4:
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• Paso 1. Utilizar la expresión 4.3, esto es, λÃ=(λa1, λb1, λc1, λd1)LR, 
asignando a λ la proporción del total del capital invertido en el i-ésimo 
activo, es decir, ωi

,

...,

• Paso 2. Utilizar la expresión 4.2, es decir, 
 para determinar los 

parámetros , , , ,  y  de la tasa de retorno difusa 
de la cartera.

7.9 Liquidez esperada de la cartera

Una vez determinada la liquidez esperada crisp credibilística del i-ésimo 
activo, la liquidez esperada de la cartera, en otras palabras, la función obje-
tivo  presentada en el capítulo anterior, se convierte en la siguiente 
función objetivo crisp:
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7.10 Restricciones

En el modelo credibilístico multiobjetivo de media-semivarianza-liqui-
dez para la selección de carteras se asumen las siguientes condiciones de 
diversificación:

i. Cota máxima de participación de un activo en la cartera: ui=0,3 para 
cada i = 1,2, …, n 

ii. Cota mínima de participación de un activo en la cartera: li=0.0, para 
cada i = 1,2, …, n 

iii. Cardinalidad: en lo que concierne a esta restricción, es importante 
señalar que no es recomendable tener un número pequeño o una gran 
cantidad de activos en la cartera para lograr la diversificación. Gene-
ralmente, la diversificación de cartera para un inversionista dado se 
encuentra en un rango estrecho de tres a diez activos (Gupta, Me-
hlawat, Inuiguchi y Chandra, 2014c). Por lo anterior, siguiendo esta 
recomendación, se considera hasta diez activos para una cartera admi-
sible, es decir, k = 10.
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Figura 7.2. Diagrama de flujo del NSGA-II.
Fuente: elaboración propia.

7.11 Non-dominated Sorting Genetic
 Algorithm (NSGAII)
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Figura 7.3. Flujo de la información del modelo credibilístico multiobjetivo
de media-semivarianza-liquidez para la selección de carteras.

Fuente: elaboración propia.

En el modelo propuesto las funciones objetivo crisp dependen tanto de las 
características como de la media de los números difusos L-R que represen-
tan los retornos y la liquidez de cada activo. Así mismo, la introducción de 
restricciones realistas convierte el modelo de un problema de optimización 
cuadrática clásica (classical quadratic optimization problem) en uno de pro-
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gramación cuadrática de enteros mixtos (quadratic mixed-integer problem) 
que es NP-hard (Moral-Escudero, Ruiz-Torrubiano y Suárez, 2006). Para 
superar este inconveniente, el modelo propuesto en esta tesis doctoral se 
resolverá aplicando el Non-dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGAII), 
MOEA que ha sido utilizado con éxito en la generación de soluciones 
eficientes en varios modelos multiobjetivo de selección de carteras (Liagk-
ouras y Metaxiotis, 2015). Teniendo en cuenta la anterior consideración, el 
proceso para resolver el problema de optimización multiobjetivo (MOPs) 
vía NSGAII se ilustra en la figura 7.1.

La figura 7.2 ilustra el flujo que sigue la información para establecer una 
política de inversión bajo el modelo credibilístico multiobjetivo de me-
dia-semivarianza-liquidez para la selección de carteras, ligado a un perfil 
de inversionista determinado, es decir, las preferencias del inversionista (la 
cardinalidad y las cotas mínima y máxima de participación de un activo en 
la cartera) y donde las condiciones del mercado se utilizan para definir las 
funciones objetivo y las restricciones del problema. 

Tabla 7.6. Parámetros principales del algoritmo NSGAII

Parámetro Valor
Tamaño de la población 400

Índice de distribución de cruce 10

Probabilidad de cruce 0.9

Índice de distribución de mutación 50

Probabilidad de mutación 0.01

Número máximo de generaciones 500

7.12 Parámetros NSGAII

La tabla 7.6 muestra los valores de los principales parámetros utilizados en 
la configuración del MOEA NSGAII para resolver el modelo credibilístico 
multiobjetivo de media-semivarianza-liquidez para la selección de carteras 
utilizando lenguaje R (http://www.r-project.org/).

Fuente: Elaboración propia.

http://www.r-project.org/
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8.1 Introducción al tema

En los capítulos previos se expusieron los antecedentes, las motivaciones 
y los objetivos de la presente investigación, que condujeron a realizar 
una revisión sistemática de la literatura de la optimización de carteras, 
los algoritmos evolutivos multiobjetivo y la teoría de la credibilidad, la 
cual contribuyó a plantear un modelo credibilístico de tres objetivos para 
generar carteras eficientes que incorporen las preferencias del inversor y 
las condiciones del mercado. A este respecto, el presente capítulo tiene 
como meta explicar los resultados experimentales del modelo propuesto, 
asumiendo la toma de decisiones de inversión en el mercado MILA. Para 
llevar a cabo este propósito, el capítulo se organiza en tres secciones, a 
saber: las secciones 8.2 y 8.3 presentan los retornos y la liquidez difusa 
de los activos seleccionados, y la sección 8.4 se centra en demostrar la 
efectividad y eficiencia del modelo en las aplicaciones prácticas. 

8.2 Retorno esperado crisp
 credibilístico del i-ésimo activo

Las tablas 8.1 a 8.4 presentan los parámetros que definen la función de pert-
enencia de los retornos difusos de tipo L-R y sus respectivos valores esperados. 

En concordancia con lo indicado en el capítulo anterior, estas com-
pañías representan los elementos de la muestra que, durante los perio-
dos I (03/06/2011 a 25/12/2015), II (13/01/2012 a 24/06/2016), III 
(13/07/2012 a 30/12/2016) y IV (11/01/2013 a 30/06/2017) cumplieron 
con los tres criterios de selección indicados; esto es, presencia en bolsa, 
volumen de negociación y rentabilidad promedio positiva.
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Al analizar la modelización de la incertidumbre e imprecisión del ren-
dimiento futuro de cada uno de los activos, llama la atención que en las 
diferentes muestras señaladas algunas compañías presentan un retorno di-
fuso semanal esperado negativo, a pesar de que cumplieron el criterio de 
selección de poseer un rendimiento promedio histórico positivo en cada 
uno de los periodos de tiempo considerados. Esta es una clara evidencia 
de que los retornos de los activos financieros vía teoría de la probabilidad 
siempre diferirán de los modelados a partir de la teoría de conjuntos di-
fusos. Por otra parte, en cada una de las tablas presentadas se observa que 
las acciones de las compañías del Grupo Industrial Maseca (M-Gru), de 
Alsea (M-Als), del Grupo Aeroportuario del Pacífico (M-Aer) y del Grupo 
Aeroportuario del Sureste (M-Sur), lideran los mayores rendimientos difu-
sos semanales esperados. Estos resultados se deben al comportamiento que 
han tenido estas compañías mexicanas a lo largo del periodo estipulado 
(ver figura 8.1). 

Figura 8.1. Tendencia de la tasa de crecimiento semanal
de los activos seleccionados, junio 2011/junio de 2017.

Fuente: elaboración propia a partir de Información de Economatica®.
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8.3 Liquidez esperada crisp credibilística 
 del i-ésimo activo

Los parámetros que definen la función de pertenencia de la liquidez difusa 
de tipo L-R y su respectivo valor esperado correspondiente a cada una de 
las acciones seleccionadas se ilustran en las tablas 8.5 a 8.8.

Al examinar el valor medio crisp credibilístico, a saber, la liquidez sem-
anal esperada de las cuatro muestras seleccionadas, se percibe que dos 
compañías mexicanas, Grupo Carso (M-Car) y Bolsa Mexicana de Va-
lores (M-Bmv), y una compañía chilena, SM-Chile (C-Smc), represen-
tan las acciones que exhiben el criterio de liquidez esperado más alto. En 
oposición a lo anterior, las compañías con los menores valores medios 
crisp credibilístico de liquidez son las mexicanas Grupo Financiero Ban-
orte (M-Ban) y Cemex (M-Cem).

8.4 Asignación óptima de activos

El modelo credibilístico multiobjetivo de media-semivarianza-liquidez 
pretende resolver el problema en el cual un inversionista imaginario, 
el 2 de enero de 2016, deseaba seleccionar una cartera en el mercado 
MILA en la cual va a invertir toda su riqueza en n acciones que ofrecen 
retornos difusos, de modo que se maximicen el rendimiento y la liqui-
dez esperados, al tiempo que se minimice el riesgo de dicha inversión. 
Así mismo, con el ánimo de mejorar el desempeño de la cartera y gen-
erar mejores resultados en un periodo de 22 meses, se asume que se re-
alizan tres rebalanceos de la cartera en función del comportamiento del 
precio y la liquidez de las acciones que se transan en este mercado, en 
cada una de las siguientes fechas: 1 de julio de 2016, 2 de enero de 2017 
y 3 de julio de 2017. En atención a lo anteriormente expuesto, la asig-
nación óptima de activos (i.e. la solución eficiente) de las cuatro carteras 
óptimas que se utilizaran para adelantar la estrategia de rebalanceo, se 
construirá utilizando los datos previamente obtenidos de la rentabilidad 
y liquidez esperadas, y la información suministrada en el capítulo de la 
solución metodológica, esto es, ui = 0.3, li = 0.0, K = 10. 
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8.4.1 Cartera I

Número de activos: 29, es decir, i = 1, 2, … , 29.

Max F1(ωi)=‒0.000597ω1‒0.002076ω2‒0.000703ω3+0.000740ω4

 +0.007611ω5+0.001791ω6+0.004403ω7+0.003348ω8

 ‒0.000917ω9+0.000806ω10, …, ‒0.000270ω29,
Min F2(ωi)=E[[‒0.000597ω1‒0.002076ω2‒0.000703ω3+0.000740ω4

 +0.007611ω5+0.001791ω6+0.004403ω7+0.003348ω8

 ‒0.000917ω9+0.000806ω10, …, ‒0.000270ω29

 ‒E[‒0.000597ω1‒0.002076ω2‒0.000703ω3+0.000740ω4

 +0.007611ω5+0.001791ω6+0.004403ω7+0.003348ω8

 ‒0.000917ω9+0.000806ω10, …, ‒0.000270ω29 ]‒]2,
Max F3(ωi)=0.030722ω1+0.0929076ω2+0.018482ω3+0.037472ω4

 +0.011686ω5+0.016395ω6+0.011421ω7+0.016319ω8

 +0.009491ω9+0.060546ω10, …,+0.009100ω29,

Sujeto a

ω1+ω2+ω3+ω4+ω5+ω6+ω7+ω8+ω9+ω10, …,ω29=1,
ωi≥0,    i=1,2,…,29,
ωi‒0.3   yi≤0,   i=1,2,…,29,
ωi‒0.0   yi≥0,   i=1,2,…,29,
y1+y2+y3+y4+y5+y6+y7+y8+y9+y10, …,y29=10
yi∈{0,1},    i=1,2,…,29,

8.4.2 Cartera II

Número de activos: 35, esto es, i = 1, 2, …, 35.

Max F1(ωi )=0.000890ω1‒0.000546ω2+0.000662ω3+0.007249ω4

 +0.002741ω5+0.004755ω6+0.003751ω7+0.000461ω8

 +0.004309ω9+0.001611ω10, …,+0.001149ω35

Min F2(ωi)=E[[0.000890ω1-0.000546ω2+0.000662ω3+0.007249ω4

 +0.002741ω5+0.004755ω6+0.003751ω7+0.000461ω8

 +0.004309ω9+0.001611ω10, …,+0.001149ω35

 ‒E[0.000890ω1‒0.000546ω2+0.000662ω3+0.007249ω4
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 +0.002741ω5+0.004755ω6+0.003751ω7+0.000461ω8

 +0.004309ω9+0.001611ω10, …,+0.001149ω35]‒]2,

Sujeto a

ω1+ω2+ω3+ω4+ω5+ω6+ω7+ω8+ω9+ω10, …,ω35=1,
ωi≥0,   i=1,2,…,35,
ωi‒0.3   yi≤0,   i=1,2,…,35,
ωi‒0.0   yi≥0,   i=1,2,…,35,
y1+y2+y3+y4+y5+y6+y7+y8+y9+y10, …,y35=10,
yi∈{0,1},   i=1,2,…,35,

8.4.3 Cartera III

Número de activos: 28, es decir, i = 1, 2, … , 28.

Max F1(ωi)=0.000494ω1-0.001228ω2+0.005775ω3+0.001027ω4

 +0.004030ω5+0.001424ω6+0.000229ω7+0.004348ω8

 ‒0.000093ω9+0.002481ω10, …,+0.000970ω28,
Min F2(ωi )=E[[0.000494ω1‒0.001228ω2+0.005775ω3+0.001027ω4

 +0.004030ω5+0.001424ω6+0.000229ω7+0.004348ω8

 ‒0.000093ω9+0.002481ω10, …,+0.001149ω35

 ‒E[0.000494ω1‒0.001228ω2+0.005775ω3+0.001027ω4

 +0.004030ω5+0.001424ω6+0.000229ω7

 +0.004348ω8‒0.000093ω9+0.002481ω10, 
 …,+0.000970ω28]‒]2

Max F3(ωi)=0.033112ω1+0.041944ω2+0.015477ω3+0.018735ω4

 +0.015531ω5+0.018559ω6+0.010085ω7+0.067374ω8

 +0.040994ω9+0.007269ω10, …,+0.008753ω28,

Sujeto a

ω1+ω2+ω3+ω4+ω5+ω6+ω7+ω8+ω9+ω10, …,ω28=1,
ωi≥0,    i=1, 2, …, 28,
ωi‒0.3   yi≤0,   i=1, 2, …, 28,
ωi‒0.0   yi≥0,   i=1, 2, …, 28, 
y1+y2+y3+y4+y5+y6+y7+y8+y9+y10, …, y28=10,
yi∈{0,1},    i=1, 2, …, 28,



230

Optimización multiobjetivo para la selección de carteras

8.4.4 Cartera IV

Número de activos: 27, esto es, i = 1, 2, … , 27.

Max F1+(ωi)=0.000784ω1+0.004533ω2+0.001233ω3+0.003605ω4

 +0.001527ω5‒0.000347ω6+0.002818ω7+0.000542ω8

 +0.000925ω9+0.001251ω10, …,+0.001426ω27,
Min F2ωi)=E[[0.000784ω1 0.004533ω2+0.001233ω3+0.003605ω4

 +0.001527ω5‒0.000347ω6+0.002818ω7+0.000542ω8

 +0.000925ω9+0.001251ω10, …,+0.001426ω35

 ‒E[0.000784ω1+0.004533ω2+0.001233ω3

 +0.003605ω4+0.001527ω5‒0.000347ω6+0.002818ω7

 +0.000542ω8+0.000925ω9+0.001251ω10,
 …,+0.001426ω27 ]‒]2,
Max F3ωi)=0.033237ω1+0.016619ω2+0.019975ω3+0.016606ω4

 +0.018864ω5+0.009798ω6+0.067966ω7+0.011535ω8

 +0.042076ω9+0.007909ω10, …,+0.008106ω27,

Sujeto a

ω1+ω2+ω3+ω4+ω5+ω6+ω7+ω8+ω9+ω10, …,ω27=1,
ωi≥0,   i=1, 2, …, 27,
ωi‒0.3   yi≤0,   i=1, 2, …, 27
ωi‒0.0   yi≥0,   i=1, 2, …, 27,
y1+y2+y3+y4+y5+y6+y7+y8+y9+y10, …,y27=10,
yi∈{0,1},   i=1, 2, …, 27,

Los cuatro anteriores modelos credibilísticos multiobjetivo para la selec-
ción de las carteras óptimas se resuelven aplicando el algoritmo NSGAII 
vía uso de lenguaje R (http://www.r-project.org/).

8.4.5 Fronteras óptimas de Pareto

La figura 8.2 muestra una representación tridimensional de los cuatro 
frentes óptimos de Pareto (o fronteras eficientes) generados en una úni-
ca ejecución del algoritmo NSGAII para los cuatro modelos previamente 
formulados. El grupo de puntos representa el conjunto de soluciones 

http://www.r-project.org/
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no-dominadas (o carteras eficientes) para las cuales las funciones objetivo 
de rentabilidad-riesgo-liquidez no pueden ser mejoradas simultáneamente 
por ninguna otra solución. Nótese que estas carteras eficientes están am-
pliamente distribuidas en el espacio de soluciones, lo cual le proporciona 
al tomador de decisiones una imagen real de los trade-offs (o mejores com-
promisos) entre los tres criterios seleccionados. 

Figura 8.2. Fronteras óptimas de Pareto del modelo credibilístico
multiobjetivo de media-semivarianza-liquidez (carteras I-IV).

Fuente: elaboración propia.

Análogamente, para esta misma ejecución del algoritmo NSGAII, cada 
par de funciones han sido representadas en gráficos bidimensionales 
en las figuras 8.3 a 8.5, las cuales muestran los valores de las funciones 
objetivo correspondientes a todas las soluciones generadas por el algoritmo 
propuesto. Cabe señalar que, al visualizar la cobertura biobjetivo del 
frente óptimo de Pareto, se percibe que todas las carteras reportan buenos 
resultados, es decir, la población se distribuye de manera razonablemente 
uniforme sobre el frente. 
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Es conveniente estudiar qué tipo de soluciones se han obtenido por causa 
de la introducción de la liquidez como criterio de decisión. En ese orden 
de ideas, el grupo de soluciones de las carteras I y IV de la figura 8.3 per-
mite contextualizar y distinguir claramente dos subconjuntos diferentes 
de carteras de soluciones no-dominadas. Nótese que en el grupo I, los 
inversores con menor aversión al riesgo obtienen carteras no-dominadas 
con mayor rendimiento esperado, pero el comportamiento de este subcon-
junto del frente óptimo de Pareto es claramente un poco más disperso que 
los asociados con carteras para inversores conservadores o agresivos. Por 
su parte, las soluciones de las carteras II y III se ubican en un solo grupo 
de soluciones no-dominadas y muestran un comportamiento más acorde 
a la relación positiva que se presenta entre el riesgo y la rentabilidad (i.e. a 
mayor riesgo, mayor rentabilidad).

Figura 8.3. Downside risk y rentabilidad esperados correspondientes al modelo
credibilístico multiobjetivo de media-semivarianza-liquidez (carteras I-IV).

Fuente: elaboración propia.
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Figura 8.4. Liquidez y rentabilidad esperadas correspondientes al modelo
credibilístico multiobjetivo de media-semivarianza-liquidez (carteras I-IV).

Fuente: elaboración propia.

Figura 8.5. Downside risk y liquidez esperados correspondientes al modelo
credibilístico multiobjetivo de media-semivarianza-liquidez (carteras I-IV).

Fuente: elaboración propia.
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El grupo de soluciones de las carteras I y IV de la figura 8.4 muestra que 
las carteras no-dominadas que tienen valores de liquidez más bajos logran 
valores de rentabilidad más altos, lo cual es coherente con las estrategias 
de liquidez que se adoptan en las decisiones de cartera, ya que cuanto más 
difícil resulte para un inversionista convertir la cartera que posee en efecti-
vo, mayor será la rentabilidad que le exija a esta. No obstante, este mismo 
comportamiento no se presenta con el grupo de soluciones de las carteras 
eficientes II y III, las cuales muestran resultados totalmente diferentes a 
los anteriormente mencionados. Para finalizar este apartado, el grupo de 
soluciones no-dominadas de las carteras I a IV de la figura 8.5 muestra 
que algunas carteras de este tipo que tienen valores de riesgo downside 
más bajos y que logran, de igual modo, valores más bajos de liquidez. Sin 
embargo, este resultado difiere de la relación negativa que se presenta entre 
el riesgo y la liquidez; es decir, a menor riesgo, mayor liquidez. La causa de 
los resultados anteriores y de los presentados con algunas carteras eficientes 
en el binomio liquidez-rentabilidad obedece a que el modelo es un proble-
ma de toma de decisiones que implica la optimización simultánea de tres 
objetivos en conflicto y, por lo tanto, la mejora de un objetivo conllevará 
al deterioro de otro/s.

8.4.6 Selección de las carteras óptimas

En cualquier situación de inversión práctica, un inversionista necesita se-
leccionar la cartera óptima para fines de inversión. En correspondencia con 
la afirmación anterior, la cartera óptima se determina utilizando la noción 
del ratio de Sortino, que mide la prima de rentabilidad por unidad de ries-
go soportado de una cartera dada. 

La tabla 8.9 presenta los parámetros que definen la función de pertenencia 
de la rentabilidad objetivo difusa de tipo L-R y su respectivo valor esperado 
para las carteras I, II, III y IV.

Una vez definidos los valores medios crisp credibilísticos de la rentabilidad 
objetivo, se procede a determinar las carteras óptimas vía análisis de dos 
elementos básicos que las integran; esto es, la rentabilidad y el riesgo. Al 
maximizar el ratio credibilístico de Sortino, se maximiza también la rent-
abilidad ajustada al riesgo de la cartera y se obtienen los pesos de inversión 
óptimos de una cartera de diez acciones (ver figura 8.6). Obsérvese que los 
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Tabla 8.9. Rentabilidad objetivo difusa esperada (carteras I-IV)

Cartera

Tasa de madurez constante de 6 meses de los bonos americanos

Valor medio 
crisp

credibilístico

Cartera I 0.001040

Cartera II 0.001293

Cartera III 0.001685

Cartera IV 0.002762

Fuente: elaboración propia a partir de información estadística
de la Federal Reserve Bank of St. Louis.

pesos óptimos de las carteras seleccionadas muestran una mayor propor-
ción de inversión en el mercado accionario mexicano: cartera I [México: 
60.85 % - Chile: 39.15 %], Cartera II [México: 69.30 % - Chile: 30.70 
%], cartera III [México: 84.77 % - Chile: 15.23 %] y cartera IV [México: 
74.87 % - Chile: 25.13 %].

Por su parte, la tabla 8.10 y la figura 8.7 presentan los retornos difusos 
esperados de las carteras óptimas I a IV y sus respectivas funciones de 
pertenencia. Como se puede apreciar, existe una desigualdad en las ampli-
tudes izquierda y derecha de estos números difusos de tipo L-R; es decir, 
(b-a)≠(d-c),, lo cual evidencia la asimetría existente en las funciones de 
pertenencia de los 10 activos que conforman cada una de las carteras óp-
timas y, por lo tanto, la elección de la medida de riesgo downside, esto es, 
que la semivarianza fue la decisión más apropiada para medir el riesgo de 
la cartera. 

La figura 8.8 muestra las distribuciones de credibilidad del retorno difuso 
esperado de las carteras óptimas. Haciendo uso de la medida de credibili-
dad se puede determinar el nivel de ocurrencia de esta rentabilidad en un 
evento dado. A partir del teorema de inversión de credibilidad, la medida 
de credibilidad de una variable difusa de tipo L-R L-R [ξ=(a,b,c,d)_(π,ρ)] 
es (ver sección 4.3.4.1):
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Figura 8.6. Asignación óptima de los activos de las carteras I-IV.
Fuente: elaboración propia.

4.9
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Tabla 8.10. Rentabilidad difusa esperada (carteras I-IV)

Cartera

Rentabilidad esperada

Valor 
medio crisp 

credibilístico

Cartera I 0.001879

Cartera II 0.001877

Cartera III 0.002933

Cartera IV 0.003018

Fuente: elaboración propia.

Figura 8.7. Funciones de pertenencia rentabilidad difusa esperada (carteras I-IV).
Fuente: elaboración propia.
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Para el retorno esperado de la cartera óptima I, en otras palabras, 
ξrp=(‒0.06614,‒0.00260,0.00450,0.07577) L0.54269 R0.51432, y de 
acuerdo con la ecuación 4.9 se tiene que Cr{ξ ≤ 0.001879} = 0.5, 
lo que significa que hay solo hay un 50 % de posibilidad de que 
el rendimiento de la cartera sea menor o igual que el rendimien-
to esperado, esto es, 0.001879. Dado que la medida de credibilidad 
tiene la propiedad de auto-dualidad, es decir, Cr{ξ≤x}+ Cr{ξ>x}=1, 
cuando se conoce el valor de Cr{ξ≤x}, es fácil conocer el valor 
de Cr{ξ>x}. En el marco de la observación anterior, se tiene que 
Cr{ξ>x}=1-Cr{ξ≤0.001879}=0.5,, lo cual indica que existe un 50 
% de posibilidad de que el rendimiento de la cartera sea mayor al 
rendimiento esperado. 

Figura 8.8.Distribuciones de credibilidad rentabilidad difusa esperada (carteras I-IV).
Fuente: elaboración propia.
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Figura 8.9. Funciones de pertenencia liquidez difusa esperada (carteras I-IV).
Fuente: elaboración propia.

Tabla 8.11. Liquidez difusa esperada (carteras I-IV)

Cartera

Rentabilidad esperada

Valor medio 
crisp

credibilístico

Cartera I 0.026082

Cartera II 0.058085

Cartera III 0.021527

Cartera IV 0.025422

Fuente: elaboración propia.

Análogamente, las figuras 8.9 y 8.10 y la tabla 8.11 presentan la liquidez 
difusa esperada de las carteras I, II, III y IV y sus respectivas funciones de 
pertenencia y distribuciones de credibilidad. 
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Figura 8.10. Distribuciones de credibilidad liquidez difusa esperada (carteras I-IV).
Fuente: elaboración propia.

8.4.7 Rebalanceo de carteras

Una vez seleccionadas las carteras óptimas del modelo crisp triobjetivo 
propuesto se procede a analizar la estrategia de rebalanceo planteada. En 
este orden de ideas, la figura 8.11 presenta la evolución de la estrategia de 
rebalanceo durante el periodo de enero de 2016 a octubre de 2017. Obsér-
vese que la estrategia de recomponer la cartera en cuatro ocasiones durante 
el periodo de tiempo considerado conlleva a obtener mejores resultados 
frente a los que se hubiesen tenido en una estrategia de no rebalanceo. 

En virtud de un análisis en un escenario más práctico, es oportuno estudiar 
el comportamiento de la estrategia de rebalanceo resultante del modelo 
credibilístico propuesto y contrastarlo con el desempeño de una alternati-
va de inversión existente en el mercado. En la Bolsa de Valores de México 
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está listado actualmente el ETF MILA TRC, el cual se ha convertido en 
el principal vehículo de inversión de las Administradoras de Fondos de 
Pensiones de Chile y México. 

Figura 8.11. Tendencia del comportamiento de la cartera rebalanceada frente
a la cartera sin rebalancear, enero 2016-octubre 2017.

Fuente: Economatica®.

En atención a lo expuesto en el párrafo anterior, la figura 8.12 ilustra la 
tendencia del comportamiento de la cartera rebalanceada frente al ETF 
MILATRC durante el periodo de marzo de 2016 a octubre de 2017. 
Llama la atención que, a pesar de que las dos tuvieron un desempeño 
muy diferente durante los 19 meses, ambas finalizan a octubre de 2017 
con una rentabilidad final muy similar y cercana al 21 % en el periodo 
de tiempo indicado.

No obstante, al analizar el binomio VaR-rentabilidad (figura 8.13), se 
aprecia que el ETF MILATRC presenta un riesgo de mercado más alto 
(25,33 % anual) en comparación con el percibido para la cartera balancea-
da (22,34 % anual). Nótese que los resultados en cuanto a VaR-rentabili-
dad de la cartera rebalanceada se ubican en medio de los presentados por 
la cartera sin rebalancear y el ETF MILATRC.
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Figura 8.12. Tendencia del comportamiento de la cartera rebalanceada frente
al ETF MILATRC, marzo 2016-octubre 2017.

Fuente: Economatica®.

Figura 8.13. Dominancia carteras óptimas frente al ETF MILATRC,
marzo 2016-octubre 2017.

Fuente: Economatica®.

El Mercado Integrado Latinoamericano (MILA) es un acuerdo de inte-
gración en el cual los inversionistas de Chile, Colombia, México y Perú 
pueden adquirir títulos de renta variable de los cuatro países indicados. En 
el orden de la consideración anterior, la figura 8.14 analiza los resultados 
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que habría tenido un inversionista de esta región de América si hubiese 
invertido en la estrategia de rebalanceo resultante del modelo credibilístico 
multiobjetivo de media-semivarianza-liquidez. Como puede observarse, el 
mejor resultado lo habría tenido el inversionista mexicano, seguido por 
el colombiano, el peruano y el chileno. Cabe agregar que los notables re-
sultados del comportamiento del inversionista de México obedecen a que 
las carteras óptimas resultantes han tenido en promedio más del 60 % de 
participación en este país.

Figura 8.14. Efecto del tipo de cambio en la rentabilidad de la cartera rebalanceada para 
un inversionista de Chile, Colombia, México y Perú, enero 2016-octubre 2017.

Fuente: Economatica®.

Finalmente, es de vital importancia señalar que el procedimiento propues-
to en esta tesis doctoral puede emplearse para establecer una estrategia de 
inversión alternativa, ya que está diseñado para cuantificar la incertidum-
bre asociada al rendimiento y liquidez futuros de la inversión. En atención 
a lo anteriormente expuesto, se concluye que el modelo aquí desplegado 
le proporciona al tomador de decisiones una forma efectiva y factible de 
resolver el problema de selección de cartera.
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y desarrollos futuros

Este último capítulo cierra esta tesis doctoral, y expone las principales con-
clusiones de la revisión de la literatura, la investigación empírica y las fu-
turas líneas de profundización que, sustentadas en el modelo propuesto y 
desarrollado, se espera puedan surgir a partir de esta investigación. 

9.1 Conclusiones de la revisión
 de la literatura

Tras lo expuesto en los capítulos 2, 3 y 4, esta sección presenta las conclu-
siones de la revisión de la literatura. No obstante, si bien cada capítulo in-
cluye un numeral con las conclusiones referentes a cada uno, este apartado 
brinda un cierre general de cada uno de los capítulos indicados:

9.1.1 Optimización de carteras

Markowitz introdujo el marco de referencia de la optimización de cartera 
basado en un contexto bicriterio de retorno-riesgo (media-varianza), cuyos 
principios continúan siendo el núcleo de varios enfoques modernos para la 
asignación de activos, análisis de inversiones, gestión de riesgos, presupuestos 
de capital y toma de decisiones bajo condiciones de incertidumbre. No 
obstante, a medida que ha aumentado la vulnerabilidad en los entornos 
empresariales y financieros globalizados, el marco introducido por 
Markowitz ha mostrado que necesita actualizarse y, como consecuencia, 
se ha producido una creciente complejidad en los modelos que abordan 
el problema de selección de carteras, los cuales han incorporado nuevas 
medidas de riesgo (semivarianza, desviación absoluta, valor en riesgo VaR, 
valor en riesgo condicional CVaR, entre otras), y factores que permiten 
modelizar las preferencias del inversionista o de los mercados financieros 
(costo de transacciones, restricciones de cardinalidad, restricción de cotas 
mínima y máxima de participación de un activo en la cartera, entre otros).
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9.1.2 MOEAs en optimización de carteras 

La revisión de los artículos más relevantes de la aplicación de los algoritmos 
evolutivos multiobjetivo (MOEAs) en el problema de optimización de car-
teras, evidencia que las principales líneas de investigación en este campo de 
la industria financiera se han enfocado a: i) el desarrollo de modelos que, 
además de las formulaciones clásicas, incluyen características más realistas, 
indicadas en el párrafo anterior; ii) la adaptación del modo de trabajo de 
los MOEAs a estos nuevos modelos, al aprovechar su capacidad para pro-
ducir un conjunto de soluciones no-dominadas en una sola ejecución, y 
tratar las formulaciones complejas de los problemas que aparecen en este 
ámbito de aplicación.

9.1.3 Teoría de la credibilidad 

Debido a la información vaga y ambigua presente en los mercados finan-
cieros, la teoría de conjuntos difusos ha sido utilizada en el problema de 
selección de carteras para integrar información cualitativa y cuantitativa, 
las preferencias subjetivas de los inversionistas y el conocimiento experto. 
Bajo esta perspectiva, la medida de credibilidad, al ser una medida au-
to-dual y poseer la ventaja de consistencia con la ley de medio excluido y 
la ley de contradicción, ha jugado un papel fundamental para cuantificar 
la incertidumbre del rendimiento futuro de los activos financieros en los 
modelos de optimización de cartera bajo un entorno de decisión difusa.

9.2 Conclusiones de la investigación
 empírica

9.2.1 Caracterización de los mercados
 de capitales de Latinoamérica

El capítulo cinco expone los resultados de la caracterización de los mercados 
de capitales de Latinoamérica. Empero, si bien esta sección de la tesis presen-
ta las conclusiones referentes a los resultados de este capítulo, este apartado 
propone la conclusión general del cumplimiento de este objetivo específico:
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A partir de la década de los noventa, América Latina se vio embarcada en 
un proceso de globalización y liberalización financieras que implicó un 
dinamismo en sus mercados de capitales. No obstante, un análisis de la 
evolución de estos mercados durante el periodo 2000-2016 muestra que 
son pequeños, ilíquidos y concentrados, y los ubica como una réplica en 
menor escala de los mercados de capitales de los países desarrollados y de 
algunas economías emergentes. Dadas las condiciones que anteceden, se 
evidencia que las expectativas generadas por las reformas emprendidas por 
los gobiernos de estos países para incentivar el desarrollo doméstico de sus 
mercados de capitales no se han alcanzado como se esperaba. 

Frente a la situación descrita, las futuras políticas de desarrollo del mercado 
de capitales de América Latina deben tener en cuenta no solo las carac-
terísticas intrínsecas de las economías en vía de desarrollo (i.e. mercados 
pequeños e ilíquidos, falta de diversificación del riesgo, presencia de mone-
das débiles y prevalencia del riesgo sistemático), sino también la forma en 
que estas característica limitan el alcance del desarrollo de mercados de 
capitales profundos.

9.2.2 Modelo credibilístico multiobjetivo
 de media-semivarianza-liquidez para
 la selección de carteras

Esta tesis doctoral tuvo como fin optimizar carteras multiobjetivo a la luz 
de la teoría de la credibilidad. Con el fin de cumplir con este propósi-
to, se propuso un novedoso modelo difuso de optimización denominado 
“modelo credibilístico multiobjetivo de media-semivarianza-liquidez para 
la selección de carteras”. La incertidumbre de la liquidez y el rendimiento 
futuro de cada activo se modelaron por medio de números difusos L-R con 
funciones de referencia tipo potencia, donde sus funciones de pertenencia 
se obtuvieron a partir de los percentiles muestrales de sus rendimientos 
históricos y del índice de liquidez en bolsa, respectivamente. Con el objeti-
vo de conseguir un modelo más realista se consideró la restricción de cardi-
nalidad, que limita el número de activos que participan en las carteras y las 
restricciones de cotas superiores e inferiores que permiten combinaciones 
de activos que respetan las preferencias del inversor. La introducción de re-
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stricciones realistas convirtió el modelo en un problema de programación 
cuadrática de enteros mixtos (quadratic mixed-integer problem) que fue re-
suelto aplicando el Non-dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGAII).

La demostración de la efectividad y eficiencia del modelo en aplicaciones 
prácticas se realizó para un inversionista imaginario que asume la toma de 
decisiones de inversión en el Mercado Integrado Latinoamericano (MILA), 
que compone los mercados bursátiles de Chile, Colombia, México y Perú. 

Los resultados de los experimentos numéricos establecieron que el modelo 
propuesto proporciona conjuntos de carteras no-dominadas ampliamente 
distribuidas en el frente de Pareto, lo cual le proporciona al tomador de 
decisiones una imagen real de los trade-offs (o mejores compromisos) entre 
los tres criterios seleccionados. Además, al maximizar el índice de Sortino 
por primera vez en un entorno de credibilidad, se seleccionaron los pesos 
de inversión óptimos de una estrategia de rebalanceo correspondiente a 
cuatro carteras de diez acciones. En virtud de un análisis en un escenario 
más práctico, el desempeño de esta estrategia de rebalanceo fue contrastado 
con el comportamiento del ETF MILA TRC durante el periodo de marzo 
de 2016 a octubre de 2017, donde se aprecia que la cartera rebalanceada 
ofrece una mejor alternativa en cuanto a la rentabilidad y riesgo del 
mercado, medida por el VaR.

El procedimiento propuesto en esta tesis doctoral puede usarse para es-
tablecer una estrategia de inversión alternativa, ya que está diseñado para 
cuantificar la incertidumbre asociada a la liquidez y el rendimiento futuros 
de la inversión. En atención a lo anteriormente expuesto, se concluye que 
el modelo propuesto le proporciona al tomador de decisiones una forma 
efectiva y factible de resolver el problema de selección de cartera.

9.3 Futuras líneas de investigación

Esta tesis doctoral desarrolló un modelo de optimización empleando un 
método distintivo de medición del riesgo-retorno-liquidez, que puede 
proveerles a los inversionistas una información más completa y útil du-
rante el proceso de toma de decisiones. Sin embargo, para cualquier línea 
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futura de investigación, hay algunos aspectos que no han logrado incluirse 
en el alcance de esta tesis doctoral, los cuales serían potencial tema de in-
vestigación en trabajos futuros.

i. Técnica de estimación sofisticada de la rentabilidad y el riesgo: esta 
investigación empleó una técnica de estimación novedosa de la renta-
bilidad y el riesgo para la selección de carteras, al combinar métodos 
financieros y la teoría de conjuntos difusos. No obstante, podría haber 
formas más efectivas para modelar el rendimiento futuro y evaluar el 
riesgo potencial en un entorno económico de alta incertidumbre y 
sujeto a continuos cambios.

ii. Costos de transacción: esta tesis consideró tres restricciones realistas 
(cardinalidad, cota mínima y cota máxima de participación de un ac-
tivo en la cartera). Sin embargo, en los mercados financieros, la com-
pra y venta de activos acarrean el pago de comisiones de corretaje e 
impuestos a los inversionistas. Por lo anterior, desde un punto de vista 
más práctico, el modelo de optimización de cartera podría extenderse 
incorporando, como restricción, los costos de transacción.

iii. Optimización de carteras multiperiodo: el problema de optimiza-
ción multiobjetivo de esta investigación evalúa la rentabilidad-ries-
go-liquidez de la cartera en un solo periodo de tiempo. No obstante, 
en las condiciones cambiantes del mercado, el marco de un solo pe-
riodo adolece de una estrategia miope cuando se aplica repetidamente 
en varios periodos posteriores, debido a que asume que la rentabilidad 
de un activo en cada periodo de inversión es independiente. En este 
orden de ideas, sería interesante ampliar el modelo a un problema de 
selección de carteras multiperiodo y de optimización dinámica. 

iv. Análisis de sensibilidad: en futuros trabajos, se podría aplicar un 
análisis de sensibilidad para evaluar qué restricciones son más impor-
tantes, así como también, qu activos financieros influyen más en el 
impacto del desempeño global de la cartera. 
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La investigación tuvo como fin optimizar carteras multiobjetivo a la luz de la 
teoría de la credibilidad. Para cumplir este objetivo, se propuso un novedoso 
modelo difuso de optimización denominado "Modelo Credibilístico Multiobje-
tivo de Media-Semivarianza-Liquidez para la Selección de Carteras". La 
incertidumbre de la liquidez y el rendimiento futuro de cada activo se modeló 
por medio de números difusos L-R con funciones de referencia tipo potencia, 
donde sus funciones de pertenencia se obtuvieron a partir de los percentiles 
muéstrales de sus rendimientos históricos y del índice de liquidez en bolsa, 
respectivamente. Con el objetivo de conseguir un modelo más realista se 
consideró la restricción de cardinalidad que limita el número de activos que 
participan en las carteras y las restricciones de cotas superiores e inferiores 
que permiten combinaciones de activos que respetan las preferencias del 
inversor. El problema de optimización multiobjetivo resultante fue lineal y 
convexo, y fue resuelto aplicando algoritmo NSGAII.

La ilustración de la efectividad y eficiencia del modelo en aplicaciones prácticas, 
se realizó para un inversionista que asume la toma de decisiones de inversión en el 
Mercado Integrado Latinoamericano (MILA), que integra los mercados bursátiles 
de Chile, Colombia, México y Perú.

El resultado del estudio empírico estableció que el modelo propuesto proporciona 
conjuntos de carteras no-dominadas ampliamente distribuidas en el frente óptimo 
de Pareto, lo cual provee al decisor una representación de los mejores trade-offs 
entre los tres criterios seleccionados. Así mismo, al maximizar el índice de Sortino 
por primera vez en un entorno credibilístico, se seleccionó los pesos de inversión 
óptimos de una estrategia de re-balanceo de 4 carteras. Seguidamente, esta 
estrategia de re-balanceo se contrasto con el comportamiento del ETF MILA TRC, y 
se demostró que la cartera re-balanceada ofrece una mejor alternativa en cuanto a 
la rentabilidad, la liquidez y riesgo del mercado
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