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Prélogo

En calculo existen cuatro conceptos fundamentales: limite, conti-
nuidad, derivacion e integracion, los cuales se han estudiado para
funciones de una variable en los dos primeros cursos. En este ma-
terial se desea generalizar dichos conceptos a funciones de varias
variables. El libro se divide en nueve capitulos y un apéndice, y se
distribuyen de la siguiente manera: en los tres primeros capitulos se
recuerdan algunos temas correspondientes a coordenadas polares,
coordenadas cilindricas y esféricas, y superficies. En el cuarto capi-
tulo se trata el concepto de funcién de varias variables, en los capi-
tulos del quinto al octavo se trabajan los conceptos fundamentales
de calculo, pero, como ya lo hemos mencionado, para funciones de
varias variables. En el capitulo noveno trabajamos los campos vec-
toriales y, finalmente, se hace un apéndice sobre los conceptos de
sucesiones y series, puesto que es un tema de gran relevancia para
abordar diversas aplicaciones en ingenieria.

Ademas, como docentes en matematicas de estudiantes que se
encuentran en el ciclo basico de ingenierias, se observa la dificul-
tad que tienen éstos al trabajar la asignatura de calculo en varias
variables. Por esto, buscamos estrategias que ayuden a una mejor
comprension del estudiante, realizando un material con una gran
cantidad de ejercicios y problemas resueltos de calculo en varias
variables con los temas contenidos dentro del programa de nuestra
universidad para que ayude a los estudiantes a reforzar los temas
vistos en clase; este texto contiene para cada capitulo o seccién
una introduccién tedrica a cada tema, luego se muestra una buena
cantidad de Ejercicios complementarios y, por dltimo, se presentan
ejercicios propuestos para que el estudiante pueda reforzar los te-
mas vistos.

En la realizacion de este trabajo agradecemos a los autores de los
siguientes textos, los cuales hemos tomado como referencia: Cal-
culo trascendentes tempranas de James Stewart, Calculo de varias
variables de Ron Larson, Calculo con geometria analitica de Edwin
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Purcell, Calculo de Robert Smith, ademas de las diferentes fuentes
de internet, las que a través de los ejemplos permiten una mayor
ilustracién en cada caso.

Es nuestro deseo que este material sea aprovechado al maximo
por los estudiantes y que sea de ayuda para una mejor compren-
sién del curso.

El autor
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Un sistema coordenado representa un punto en el plano mediante
un par ordenado de nimeros llamados coordenadas. Por lo general
se usan coordenadas cartesianas, que son las distancias dirigidas
desde dos ejes perpendiculares. Aqui se describe un sistema de
coordenadas introducido por Newton, llamado “sistema coordenado
polar”, que es el mas conveniente para varios propoésitos.

Se elige un punto en el plano que se llama polo (origen) y se iden-
tifica 0. Luego se dibuja un rayo (semirecta) que empieza en 0 lla-
mado eje polar. Este eje se traza por lo comun horizontalmente a la
derechay corresponde al eje x positivo en coordenadas cartesianas.

Si P es cualquier otro punto en el plano, sea rla distanciade 0 a Py
sea 0 el angulo (medido en radianes) entre el eje polar y la recta 0P,
por lo tanto, el punto P se representa mediante otro par ordenado
(r,8) y r, 8 se llaman “coordenadas polares” de P. Se usa la conven-
cidn de gue un angulo es positivo si se mide en el sentido contrario
a las manecillas del reloj desde el eje polar y negativo si se mide
en el sentido de las manecillas del reloj. SiP=0,entalcasor=0y
(0, 8) representa el polo para cualquier valor de 6.

Se extiende el significado de las coordenadas polares (r, 8) al caso
donde r es negativa y los puntos (-1, 8) y (r, 8) estan en la misma
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linea que pasa por 0 y a la misma distancia |r| de 0, pero en lados
opuestos de 0. Sir > 0, el punto (-, 6) esta en el mismo cuadrante
gue 0; sir<0, estd en el mismo cuadrante del lado opuesto del polo.
Obsérvese que (-r, 8) representa el mismo punto que (r, 6 + ) .

EJEMPLOS

Graficar el punto cuyas coordenadas polares son:

a.) b.) c.)
Solucion
a.) b.) c.)
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En el sistema coordenado cartesiano todo punto tiene solo una re-
presentacion, pero en el sistema de coordenadas polares cada pun-
to tiene infinitas representaciones. Esto es, el punto representado
por coordenadas polares (r, 8) se simboliza también por:

(r@+2nm) y (-60+(2n+1)m), neZ

La conexidn entre coordenadas polares y cartesianas, en la que el polo
corresponde al origen y el eje polar coincide con el eje x positivo es:

X y
cosf =— senf ==
T r

x=rcosf y=rsend

Las ecuaciones anteriores se deducen de la figura parael casor>0y

0<f< = , pero dichas ecuaciones también son validas para todos
los valores de ry 0. Ademas, las ecuaciones permiten hallar las
coordenadas cartesianas de un punto cuando se conocen las coor-
denadas polares. Para determinar ry 8 cuando se conocen xy y, se
usan las siguientes ecuaciones, las cuales se pueden deducir de las
ecuaciones anteriores

= x2+ y?,
EJEMPLO

Convierta el punto de coordenadas polares a cartesianas.

Coordenadas polares 13

Solucion

Puestoquer =-2y @ = %n , Se obtiene:

Por lo tanto, el punto en coordenadas cartesianas es

EJEMPLO

Represente el punto con coordenadas cartesianas (-3, —3) en tér-
minos de coordenadas polares.

Solucion

Si se considera a r como positiva, entonces:

Puesto que el punto (-3, -3) se localiza en el tercer cuadrante, se
puede elegir . Asi el punto en coordenadas polares
es

Curvas polares

La “grafica de una ecuacién polar” r = f (6), consta de todos los
puntos P que tienen al menos una representacion polar (r, 8) cuyas
coordenadas satisfacen la ecuacion.
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EJEMPLOS

Trace la curva con la ecuacidn polar dada

1. r=5

Solucion

La curva consta de todos los puntos (r, 8) con r=5. Puesto que re-
presenta la distancia del punto al polo, la curva r =5 representa la
circunferencia con centro en (0, 0) y radio 5.

2, 0=2

Solucion

Esta curva consta de todos los puntos (r, 8) tal que el angulo polar
6 es 2 radianes. Es la recta que pasa por (0, 0) y forma un angulo
de 2 radianes con el eje x positivo. Obsérvese que los puntos (r, 2)
sobre la linea con r> 0 estan en el segundo cuadrante, mientras que
aquellos con r< 0 estdn en el cuarto cuadrante.

Coordenadas polares 15

3. r=3senf

Solucion

Se debe construir una tabla considerando algunos valores conve-
nientes de @ y se grafican los puntos correspondientes (r, 6)

0 r=3sin6
0 0
T 3
6 2
T

4

T

3

T 3
2

21

3
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o Nl w

Se han utilizado solo valores de 8 entre 0 y 7, puesto que si se in-
crementa entre m y 2w, se obtienen de nuevo los mismos puntos.
La curva parece ser una circunferencia, para demostrarlo se pasa la
ecuacion a coordenadas cartesianas. Esto es,

r=3senf — r’=3rsen - XxX’+)’=3y -
4. r=1+cosf

Solucion

Al igual que en el ejemplo anterior se construye la tabla de valo-
res y, teniendo en cuenta que la funcién coseno es par, se tiene que
cos 6 = cos (—8). Por tanto, la curva es simétrica con respecto al gje x.

T T T | T2 3r 5m
o 0| & s |3|z|3| 7 5 |7
2 2 2—+2)((2—-+3
r=1+cosf|2 ( +2\!_) ; 1 % ( 2\/_) ( 2\/_) 0

5. r=sen 260

Solucion

Realizando la tabla se obtiene:

Coordenadas polares 17

0 r=sen 26 0 r=sen 26
0 0 13w 1
L 1 12 2
12 2 7 V3
T V3 6 2
6 i

Z 51 1
T 1 4
4 4 NE]
T V3 3 o
3 =

2 171 1
5w 1 12 2
12 2
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T 0 3w 0
2 2
7 1 197 1
12 2 12 2
2_”' V3 5w V3
3 2 3 ey
3n -1 7T -1
4
5m V3 11n V3
6 T2 6 T2
11im 1 23m 1
12 2 12 2
T 0 2T 0
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Observacidn

LLa curva del ejemplo 4 se denomina “cardioide” porque tiene la for-
ma de corazdn, y en el ejemplo 5, la curva se denomina “Rosa de
cuatro pétalos".

Cuando se bosquejan curvas polares es Util aprovechar la simetria.
Veamos tres criterios para la simetria en coordenadas polares:

1. Siuna ecuacién polar permanece sin cambio cuando 0 se reem-
plaza por - 6, la curva es simétrica respecto al eje x.

2. Si la ecuacidn sigue igual cuando se reemplaza 6 por T - 6, la
curva es simétrica respecto al eje y.

3. Sila ecuacidon no cambia cuando r se reemplaza por —r, 0 cuando
6 se sustituye por 7 + 6, la curva es simétrica respecto al origen.

Existen algunas curvas en ecuaciones polares, las cuales se pue-
den considerar exdticas: cardioides (ejemplo 4), limacons, lemnisca-
tas, rosas (ejemplo 5) y espirales. Las ecuaciones polares de estas
curvas siguen siendo sencillas, pero las ecuaciones cartesianas de
ellas son algo complicadas. A continuacidn, se presenta la ecuacién
polar de cada una de ellas.

LLa ecuacion polar de los cardioides y limacons esta dada por
r=azxbcosf r=azxzbsen@

Conay b positivos. Sia = b la curva se denomina cardioidey sia# b
se denomina limacons.
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Lemniscatas

La ecuacién polar de las lemniscatas es
r’=+acos 20 r’=+asen 20
Rosas
Las rosas estan determinadas por la ecuacion polar
r=acosnf r=asennf

Las rosas tienen n pétalos si n es impar y 2n pétalos si n es par.

Espirales

La “espiral de Arquimedes" esta dada por r= a8, y la “espiral loga-
ritmica” es r = ae®

Tangentes a curvas polares

Los dos problemas basicos en céalculo son la determinacién de la
pendiente de una recta tangente y el drea de una region plana. Vea-
mos los problemas en coordenadas polares.

Para hallar la ecuacién de la recta tangente a una curva polar
r = f (6) se considera a 8 como un parametro y se expresan sus
ecuaciones paramétricas como

x=rcosO=f(6) cosd, y=rsen0=f(6)sen0

Ahora, utilizando el método para hallar pendientes de curvas pa-
ramétricas y la regla del producto, se tiene

Coordenadas polares 21

Observacidn

Se encuentran rectas tangentes horizontales al determinar los pun-

tos donde % =0 (siempre que ). Del mismo modo, se hallan
rectas tangentes verticales en los puntos donde % =0 (siempre

que z—g # 0). Observe gue si se estan buscando rectas tangentes en el
origen (polo), en tal caso, r= 0y la ecuacion anterior se simplifica a

EJEMPLO

Encuentre la pendiente de la recta tangente a la curva polar dada en
el punto especificado por el valor de 6.

Solucion

Utilizando la expresién dada para hallar j—’" se tiene

Por tanto, la pendiente de la recta tangente en el punto donde 8 = g es
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EJEMPLO

Determine los puntos sobre la curva dada donde la recta tangente
es horizontal o vertical.

Solucion

Encontrando %2 y d¥ se obtiene:
ag de

Los puntos de la curva donde la recta tangente es horizontal se pre-
sentan cuando z_: = 0. Es decir,

e’ (sen 6 +cos6)=0—-senO+cos@=0-senO=—-cos@—tanO=-1-

Entonces, hay rectas tangentes horizontales en los puntos

Ahora, los puntos de la curva donde la recta tangente es vertical se

presentan cuando 4x _ . Es decir,
dae

e’ (cos@—-senB)=0—-cos@—-sen@=0—->senB@=cosf—>tanf=1-

Por tanto, hay rectas tangentes verticales en los puntos:
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Area y longitud en coordenadas polares

En coordenadas cartesianas, el bloque de construccidon fundamen-
tal en problemas de area era el rectangulo. En coordenadas polares,
es el sector circular. Con base en que el area de un circulo es mr?, se
infiere que el drea de un sector con dngulo central de 6 radianes es

. es decir,

Supdngase que r = f (6) determina una curva en el plano, donde f
es una funcidn continua, no negativaparaas<0s<fyf-a<2m. Las
curvas r=f(6), 0 =ay 0 = determinan una regién R.

Se divide el intervalo [a, 8] en n subintervalos por medio de ndmeros
a= 00<61<92<93<"' <0n—1<0n:ﬁ

Rebanando con esto a R en n regiones mas pequefias R, R,,... ,R ,
tenemos que

AR)=AR)+AR)+AR)++A(R)

Se aproxima el area A (R, ) de la i-ésima rebanada; de hecho, se hace
de dos formas. En el i-ésimo intervalo [6, , 6,], alcanza su valor
minimo y su valor maximo, por ejemplo, en u, y v, respectivamente.
Asi, AO =06,
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Luego,

El miembro izquierdo y derecho de esta desigualdad son sumas de
Riemann de la misma integral

Si se hace tender a cero la norma de la particion, se obtiene (me-
diante el teorema del emparedado) la expresion para el drea

EJEMPLO

Bosqueje la curva y calcule el drea que ella encierra

r=3cos@
Solucion

Se construye la tabla considerando los valores convenientes de 6 .
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o r=3cos6
0 3

T Bﬁ/
6 2
T

4

n 3

3 /2
n 0

2

21 —3/
3 2
3r -3v2/
4 2
sm

6

T -3

Si se dan los valores a 8 entre mw y 2w se vuelve a recorrer la curva.
Por lo tanto, el drea de la regién es

Observacion

La regién plana es un circulo con centro en y radio 3 luego

utilizando la formula 4 . Se
verifica el resultado anterior.
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EJEMPLO

Determine el area de la regidn dentro del limacons r=2 + sen 6 y
fuera de la circunferencia r = 3 sen 6

Solucion

Inicialmente se bosqueja las dos curvas

Longitud de arco

Para hallar la longitud de una curva polar r=f(6), a < 0 < 8 se consi-
dera a 8 como un parametro y se expresan las ecuaciones parame-
tricas de la curva como

x=rcos0=f(6) cos6, y=rsen0=f(6)sen0

Utilizando la regla del producto y derivando con respecto a 6, se

obtiene
A continuacién se encuentran los puntos de interseccién de las dos
curvas. Esto es,
3senf@=2+senf@—2senf=2->senf=1-0=T Entonces,
2

Hay que tener en cuenta que para graficar el limacons 6 varia desde
0 hasta 2m, mientras que para dibujar la circunferencia 6 varia desde
0 hasta 7. Por lo tanto, para hallar el drea de la regién dentro del
limacons y fuera de la circunferencia, se encuentra el area dentro
del limacons y se resta el area dentro de la circunferencia. Por con-
siguiente,
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Simplificando

Considerando que f” es continua, entonces la longitud de arco de
una curva con ecuacion polar r=f(6), a < 8 < b esta dada por

EJEMPLO

Encuentre la longitud de la curva polar

Solucion

En el tercer ejemplo se graficé la curva dada y se observd que es
una circunferencia con centro en y radio 3 , donde
Por tanto, 2
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Ejercicios propuestos

Determine las coordenadas polares de los puntos con las coordena-
das cartesianas dadas.

1. 2. 3.(-V2—2)  4.(0,0)

5. 6. 7. 8. (3,-4)

Determine las coordenadas cartesianas de los puntos con las coor-
denadas polares dadas.

9. (1, ) 10. 11. 12.

13. 14. 15. 16.

Determine la ecuacidn polar de las ecuaciones cartesianas dadas.

17. x-3y+2=0 18. x-y=0
19. x=0 20. y=-2
21, X*+y*=4 22.x*=8y

Determine la ecuacidn cartesiana de las ecuaciones polares dadas.
23. =12 24.r=3

2
25. rcos+3=0 26. r-5cos6=0

27. rsen6-1=0 28.r’-6rcos@-4rsen@+9=0
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Bosqueje la grafica de la ecuacién polar dada.

29. 30.
3l.rsen6+4=0 32. r=-4 secf
33.r=2cos @ 34.r=4sen0
35. 36.

37. r=3 -3 cos 0 (cardioide) 38.r=5-"5sen O (cardioide)
39.r=1-2sen @ (limagon) 40.r =4 -3 cos 0 (limagon)
41. r? = 4 cos 26 (lemniscata) 42. r*=9 sen 260 (lemniscata)

43. r’=-9 cos 26 (lemniscata) 44, r’=-16 sen 26 (lemniscata)

45.r =5 cos 36 (rosa de 46.r =3 sen 30 (rosa de

tres pétalos) tres pétalos)
47.r=6sen 20 (rosa de 48.r=4 cos 26 (rosa de

cuatro pétalos) cuatro pétalos)
49, r=7 cos 560 (rosa de 50. r=3sen 50 (rosa de

cinco pétalos) cinco pétalos)
51.r= 1 6,6 =0 (espiral de 52.r=26,0 =0 (espiral de

2 Arquimedes) Arquimedes)

53.r=¢?% 620 (espiral 54.r= eg, 6 = 0 (espiral

logaritmica) logaritmica)
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Bosqueje las curvas dadas y determine sus puntos de interseccién.

55.r=6,r=4+4cos 6 56.r=1-cos@,r=1+cos@
57. 58.
59, 60.

Bosqueje la grafica de la ecuacidn dada y determine el area de la
region acotada por ella.

6l.r=2+cos @0 62.r=5+4cos 0
63.r=3-3senb 64.r=3+3sen0
65.r*=9sen 260 66. r’= 4 cos 20

67. Bosqueje la limacons r= 3 - 4 sen 8 y determine el area de la
region dentro de su rizo menor.

68. Bosqueje la limacons r= 2 - 3 cos 8 y determine el drea de la
region dentro de su rizo mayor.

69. Determine el drea de la regién encerrada por las dos circunfe-
rencias r=7,r=10.

70. Bosqueje la regién que esta dentro de la circunferencia r = 3 sen 6
y fuera del cardiode dado r=1 + sen 6.

71. Bosqueje la region que esta fuera de la circunferencia r=2y
dentro de la lemniscata dada r?= 8 cos 20 y calcule su area.

72. Bosqueje la region en el primer cuadrante que esta dentro del
cardiode r =3 + 3 cos 6 y fuera del cardiode r=3+3senfy

determine su area.

73. Determine la longitud del cardiode r=1 + cos 6.
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)
74. Determine la longitud de la espiral logaritmicar=ez,0 <6 < 2.

Encuentre la longitud de la curva polar.

75. 76.r=¢e?,0<0<2m.

77.r=60%0<0<2m 78.r=0,0<06<2m.

Determine la pendiente de la recta tangente a cada una de las cur-
vas dadas en el valor de especificado.

79. 80.

81. 82.

83. 84.
1

85. r= 2’ 0=mn 86.

Determine los puntos sobre la curva dada donde la recta tangente
es horizontal o vertical.

87.r=3cos @ 88. r=1-sen®6
89.r=1+cos6 90.r=¢’
91.r=2+sen@ 92.r’=sen 20

t X
Capitulo 2

Coordenadas cilindricas
y esféricas
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Recordemos que existen algunas curvas que son mas faciles de re-
presentar en coordenadas polares. Algo semejante ocurre con las
superficies en el espacio. En esta seccién revisaremos dos sistemas
alternativos de coordenadas espaciales. El primero, el sistema de
“coordenadas cilindricas” que es una extensién de las coordenadas
polares del plano al espacio tridimensional.

Sistema de coordenadas cilindricas

En un sistema de coordenadas cilindricas un punto P en el espacio
se representa por medio de una terna ordenada (r, 6, z).

a) (r, 0) es una representacion polar de la proyeccién de P en el

plano xy.
b) z es la distancia dirigida de (r, 6) a P.

Para transformar coordenadas rectangulares en coordenadas cilin-
dricas (o viceversa), se utilizan las siguientes ecuaciones.

+ Cilindricas arectangulares: x=rcos 6, y=rsen6, z=z

+ Rectangulares a cilindricas: r’ = x*+ y?, , Z=Z
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Observacion

Al punto (0, 0, 0) se le denomina polo. Como la representacién de
un punto en coordenadas polares no es Unica, la representacion en
el sistema de las coordenadas cilindricas tampoco es Unica.

EJEMPLO

Convertir las coordenadas cilindricas del punto en coordenadas rec-
tangulares

Solucion

Usando las ecuaciones de conversién de cilindricas a rectangulares
se obtiene:

x=rcos8=4cos g =4(0)=0,y=rsen 0 =4sen g =4(1)=4,z=-2
Por tanto, en coordenadas rectangulares el punto es (0, 4, —2).

EJEMPLO

Convertir las coordenadas rectangulares del punto en coordenadas
cilindricas
(-3,2,-1)

Solucion

Usando las ecuaciones de conversién de rectangulares a cilindricas
se obtiene:
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Hay dos posibilidades para r y una cantidad infinita de posibilidades
para 6, dos representaciones adecuadas para el punto son:

.y @ en el cuadrante 1.
- y 8 en el cuadrante 1V.

Observacidn

Las coordenadas cilindricas son especialmente adecuadas para re-
presentar superficies cilindricas y superficies cuadraticas que ten-
gan a z como el eje de simetria.
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EJEMPLO

Hallar una ecuacion en coordenadas cilindricas de la ecuacién dada
en coordenadas cartesianas x* + y* = 8x

Solucion

La gréfica de la superficie x? + y* = 8x, que se puede representar de la
forma (x - 4)* + y* = 16 es un cilindro circular recto. Si se sustituye
X2+ y?porr? yxpor rcos 6, la ecuacion en coordenadas cilindricas es:

X*+y*=8x - r*=8rcos@—- r=8cos 6

EJEMPLO

Hallar una ecuacién en coordenadas rectangulares de la ecuacion
dada en coordenadas cilindricas y dibujar su grafica z = r? cos? 6
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Solucion
z=r*cos?0 — z=(rcosf)? - z=x*(Cilindro parabdlico)

Sistema de coordenadas esféricas

En el sistema de coordenadas esféricas, cada punto esta represen-
tado por una terna ordenada: la primera coordenada es distancia, la
segunda y tercera coordenadas son angulos. Esto es, un punto P en
el espacio se representa por medio de una terna ordenada (p, 6, ).

a) p es la distancia entre Py el origen, p = 0

b) 6 es el mismo angulo utilizado en coordenadas cilindricas parar=0

c) @ es el angulo entre el eje z positivo y el segmento de recta OP,
0<@<m
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La relacion entre coordenadas rectangulares y esféricas esta dada
por las ecuaciones:

« Esféricas a rectangulares: x = p sen @ cos 6, y = p sen @ sen 6,

z=pcos P
+ Rectangulares a esféricas:

Para cambiar entre los sistemas de coordenadas cilindricas y esfé-
ricas, usar lo siguiente:

« Esféricas a cilindricas: r2 = p*sen*®, 6=6, z=p cos
+ Cilindricas a esféricas:

Observacidn

El sistema de coordenadas esféricas es Util principalmente para su-
perficies en el espacio que tiene un punto o centro de simetria.
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EJEMPLO

Convertir las coordenadas rectangulares del punto a
coordenadas esféricas

Solucion

Usando las ecuaciones de conversion de rectangulares a esféricas
se obtiene:

Puesto que el punto P al proyectarse sobre el plano xy se ubicaen el
segundo cuadrante, entonces @ = 7§+ m, es decir, g = %’f

Por tanto, en coordenadas esféricas, el punto es

EJEMPLO

Convertir las coordenadas esféricas del punto acoordena-
das rectangulares
Solucion

Usando las ecuaciones de conversion de esféricas a rectangulares
se obtiene:
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Por consiguiente, en coordenadas rectangulares el punto es

EJEMPLO

Hallar una ecuacidn en coordenadas esféricas de la ecuacion dada
en coordenadas rectangulares: x* + y? = 2z?

Solucidn

Haciendo las sustituciones para x, y, z en la ecuacion dada se obtiene:
X2 +y? =272 —> p?sen*® cos? + p? sen*@ sen?0 = 2p*? cos*P

Entonces,

p? sen’@ (cos*6+ sen?6) = 2p? cos*P — p* sen’@ = 2p? cos*P — tan’Q = 2

EJEMPLO

Encontrar una ecuacion en coordenadas rectangulares de la ecua-

s

cidn en coordenadas esféricas: @ = .
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.y

Solucion

Multiplicando en cruz se tiene

Simplificando se obtiene el cono que abre sobre el gje z: z% = 3x? + 3y?
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Ejercicios propuestos

Convertir las coordenadas cilindricas del punto en coordenadas rec-
tangulares.

1. (5,0, 2) 2. 3.

4. 5. 6.

Convertir las coordenadas rectangulares del punto en coordenadas
cilindricas.

7.(0,5,1) 8. 9.

10. 11. (2,-2,-4) 12.

Convertir las coordenadas rectangulares del punto en coordenadas
esféricas.

13. (4,0, 0) 14.(1,1,1) 15.

16. 17. (-4, 0, 0) 18.

Convertir las coordenadas esféricas del punto en coordenadas rec-
tangulares.

19. 20. 21.

22. 23. 24,
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Realice el cambio requerido en la ecuacién dada.

25

26.
27.
28.
29,
30.
31
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.

Dibujar el sélido que tiene la descripcion dada en coordenadas ci-
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. X* + y? = 9 a coordenadas cilindricas.
x?-y?=25acoordenadas cilindricas.
x*+y*+47*=10 acoordenadas cilindricas.
x?+y?+47*=10 acoordenadas esféricas.
X2+ 2y? +4z*=0 acoordenadas esféricas.
x?-y*-z?=1 acoordenadas esféricas.

r? + 2z*=4 acoordenadas esféricas.

p =2 cos® acoordenadas cilindricas.
x+y =4 acoordenadas cilindricas.
x+y+z=1 acoordenadas esféricas.
x?+y?=9 acoordenadas esféricas.
r=2sen @ acoordenadas cartesianas.

r? cos 26 = z a coordenadas cartesianas.

p sen® =1 acoordenadas cartesianas.

lindricas.

39.

40.

41

.0<0<2n,0<r<ar<z<a
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42. 0<0<2m2<r<4,z2°<-r’*+6r-8

Dibujar el sdlido que tiene la descripcidn dada en coordenadas es-
féricas.

43.
44,
45,
46.

Determinar si la proposicidn es verdadera o falsa. Si es falsa deter-
minar por qué o dar un ejemplo que pruebe que es falso.

47. En coordenadas esféricas, la ecuacion 6 = ¢ representa todo un
plano.

48. Las ecuaciones p =2 y x*+ y? + z? = 4 representan la misma
superficie.

49, | as coordenadas cilindricas de un punto (x, y, z) son Unicas.

50. Las coordenadas esféricas de un punto (x, y, z) son Unicas.
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En esta seccidn se revisaran los elementos mas importantes de
cuatro clases de superficies: esferas, planos, cilindros y superficies
cuadraticas.

Esferas

Una esfera con centro en (a, b, ¢) y radio r es el conjunto de puntos
(x, y, ) tales que la distancia entre él y (a, b, c¢) es r. Utilizando la
férmula de la distancia entre dos puntos para encontrar la ecuacion
canonica de una esfera de radio r, con centro en el punto (a, b, ¢), si
(x, y, z) es un punto arbitrario en la esfera, luego su ecuacion esta
dadapor (x-a)’+ (y-b)*+ (z-c)*’=r?

Capitulo 3

Hallar la ecuacion candnica de la esfera.

1. Centro: (4,-1,1) radio: 5

Superficies

Solucion

Sustituyendo los valores de las componentes del punto y el radio
obtenemos la ecuacion candnica (x—4)*+ (y+ 1)?+ (z-1)?=5%2=25
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2. Puntos terminales de un didmetro: (2,0, 0) y (0, 6, 0).

Solucion

Inicialmente se encuentran el centro de la esfera (punto medio en-
tre los extremos del didmetro) y el radio (mitad de la distancia entre
los puntos extremos del didmetro). Asi,

Centro:

Radio:

Por lo tanto, la ecuacién candnica de la esfera es:
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EJEMPLO

Completar cuadrados para hallar la ecuaciéon candnica de la esfera.
Encontrar el centro y el radio:

4x* + 4y* + 47° - 4x - 32y +8z+33=0

Solucion

Se agrupan los términos en cada variable y se extrae el factor co-
mun 4.

4(x*-x) +4(y? - 8y) + 4(z* + 22z) = -33

Se completan cuadrados sumando en el primer término (1)2, en el

segundo (9)2 y en el tercero (3)2. De ahi, 2
2 2

Dividiendo entre 4 se obtiene la ecuacién candnica:

El centro de la esfera es y el radio es 3.
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Planos en el espacio

Dos elementos importantes para encontrar la ecuacion candnica de
una esfera son el centro y el radio, de igual forma los dos elementos
para hallar la ecuacién de un plano en el espacio son un punto del
plano y un vector normal (perpendicular) al plano.

Sea P(x,y, z) un punto del planoy un vector normal
(no nulo), entonces el plano es el conjunto de puntos Q(x, y, z) para
los cuales PQ es ortogonal al vector n. Recordando, dos vectores
son ortogonales si el producto punto entre ellos es cero, por lo tan-
to, se tiene que:

Es decir, a(x-x,)+b(y-y,) +c(z-2,)=0

Reagrupando términos, se obtiene la ecuacion general ax + by + cz = d,
donde d = ax, + by, + cz,
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Trazados de planos en el espacio

Si un plano en el espacio corta uno de los planos coordenados, a la
recta de interseccién se le llama “traza” del plano dado. Para dibu-
jar un plano en el espacio, es util hallar sus puntos de interseccion
con los ejes coordenados y las trazas en los planos coordenados.

EJEMPLO

Dibujar el plano x+ 2y +4z=8

Solucién. Haciendo z = 0 se puede hallar la traza x + 2y = 8 (recta),
siy =0, la traza estd dada x + 4z = 8 (recta) y si x = 0 su traza es
2y + 4z = 8 (recta). Por lo tanto, dibujando las tres rectas se obtiene
la grafica del plano.

Si en la ecuacidn del plano estd ausente una variable, el plano debe
ser paralelo al eje correspondiente a la variable ausente.

EJEMPLO

Dibuje el planox+3z=6

Solucion

Se grafica larecta x+ 3z=6en el plano xz y se desplaza sobre todo
el eje y (variable ausente).
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Si en la ecuacién del plano faltan dos variables, este es paralelo al
plano coordenado correspondiente a las variables ausentes.

EJEMPLO

Dibuje el plano z =5

Solucion

EJEMPLO

Hallar una ecuacién del plano que pasa por el punto y es perpendi-
cular al vector o recta dado.

1. (3,2,2); n=2i+3j-k

Solucion

Sustituyendo los componentes del punto y el vector normal en la
ecuacion canonica se tiene:

2(x-3)+3(y-2)-1(z-2)=0
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Resolviendo se obtiene: 2x +3y-z=10

2. (0,06);x=1-t,y=2+t,z=4-2t

Solucion

Puesto que el plano es perpendicular a la recta con ecuaciones pa-
ramétricas dadas, se tiene que también debe ser perpendicular al
vector director de la recta, por tanto n = - i +j - 2j. Como en el
ejemplo anterior se tiene:

“1(x-0)+1(y-0)-2(z-6)=0

De ahi, se obtiene: -x+y-2z=-12 0 x-y+2z=12

3. Hallar la ecuacidn del plano que pasa por (2, 3, -2), (3, 4, 2),
(1,-1,0)
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.y

Solucion

Hay tres opciones para el punto, pero no se tiene el vector normal.
Para obtener el vector perpendicular se construyen dos vectores u
y v con los tres puntos dados y considerando el mismo punto inicial
para los dos vectores. Analizando

u=(3,4,2)-(2,3,-2)=i+j+4k
v=(1,-1,0)- (2, 3,-2)=-i—-4j+ 2k

Por tanto:

Y tomando el punto (1, -1, 0) se resuelve como en los ejemplos
anteriores

18(x-1)-6(y+1)-3(z-0)=0

Es decir, 18x — 6y — 3z = 24. Simplificando, se tiene finalmente la
ecuacion 6x—-2y—-z=8
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Observacidn

Verifique que, si se considera cualquiera de los otros puntos dados,
la ecuacion del plano es igual.

Cilindros

Un tercer tipo de superficies en el espacio son los cilindros. Sea C
una curva en el plano y L una recta no paralela a ese plano. Al con-
junto de todas las rectas paralelas a L que cortan a C se le denomina
“cilindro”. A la curva C se le llama “curva generadora” (o directriz)
del cilindro y a las rectas paralelas a L se les designan “rectas ge-
neratrices”.

Observacion

Para nuestro interés se considera que C se encuentra en uno de los
tres planos coordenados y que las rectas generatrices son perpen-
diculares al plano coordenado gque contiene a C (cilindros rectos).

LLa ecuacion de un cilindro cuyas rectas generatrices son paralelas a

uno de los ejes coordenados contiene solo las variables correspon-
dientes a los otros dos ejes.

EJEMPLO

Dibujar los cilindros dados
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Solucion
y:+2z2=9 x2-y=0

Superficies cuadraticas

El cuarto tipo de superficies en el espacio son las cuadraticas, equi-
valentes en R® a las cdnicas en R2 La ecuacion de una “superficie
cuadratica” en el espacio es una ecuacion de segundo grado de la
forma

Ax*+ By* + CZ2+ Dxy+ Exz+ Fyz+ Gx+ Hy + 1z + ] =0

Son seis tipos basicos de superficies cuadraticas: elipsoide, hiperbo-
loide de una hoja, hiperboloide de dos hojas, cono eliptico, paraboloi-
de eliptico y paraboloide hiperbdlico.

A la interseccién de una superficie con un plano se le llama la “tra-
za de la superficie” en el plano. Para visualizar una superficie en el
espacio, es util determinar sus trazas en algunos planos elegidos
adecuadamente. Las trazas de la superficie son cénicas. Estas tra-
zas, junto con la forma candnica o estandar de la ecuacidn de cada
superficie cuadratica, se muestran en la siguiente tabla.
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La superficie es una esfera i

a=b=c#0
TRAZA PLANO
Elipse Paralelo al plano xy
Elipse Paralelo al plano xz
Elipse Paraleloal planoyz

HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA

TRAZA PLANO

Elipse Paraleloal plano xy
Hipérbola Paralelo al plano xz
Hipérbola Paraleloal planoyz

El eje del hiperboloide corresponde a la variable
cuyo coeficiente es negativo

HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS

TRAZA PLANO

Elipse Paralelo al plano xy
Hipérbola Paralelo al plano xz
Hipérbola Paraleloal planoyz

Eleje del hiperboloide corresponde a la variable
cuyo coeficiente es positivo. No hay traza en el
plano coordenado perpendicular a este eje.
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CONO ELiPTICO

TRAZA PLANO

Elipse Paraleloal plano xy
Hipérbola Paralelo al plano xz
Hipérbola Paraleloal planoyz

Eleje del cono corresponde a la variable cuyo
coeficiente es negativo. Las trazas en los ejes
coordenados paralelos a este eje con rectas que
secortan,

PARABOLOIDE ELIPTICO

TRAZA PLANO

Elipse Paralelo al plano xy
Parbola Paralelo al plano xz
Pardbola Paralelo al plano yz

El eje del paraboloide eliptico corresponde
alavariable lineal.

PARABOLOIDE HIPERBOLICO

TRAZA PLANO

Hipérbola Paralelo al plano xy
Parbola Paralelo al plano xz
Pardbola Paralelo al plano yz

El eje del paraboloide hiperhélico corresponde
alavariable lineal.
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Para clasificar una superficie cuadratica, se comienza por expresar
la superficie en la forma candnica o estandar. Después, se determi-
nan varias trazas en los planos coordenados o en planos paralelos
coordenados.

EJEMPLO

Identificar y dibujar la superficie cuadratica

1.

Solucion

La superficie es un elipsoide. Las trazas en los planos coordenados son:
Trazaxy (z=0); x* + ”TZ =1 (elipse)

Traza xz (y = 0); x*+ z*=1 (circunferencia)

Trazayz (x=0); ¥2 4 ,2 — 1 (elipse)
4

2. 16x*-y*+ 162> =4

Solucion

LLa superficie es un hiperboloide de una hoja con y como su eje. La

ecuacion candnica o estandar es y sus trazas prin-
cipales son:
Traza xy (z=0); (hipérbola)

Trazaxz (y=0); x? + 2% = i (circunferencia)

Traza yz (x = 0); (hipérbola)
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3.

Solucion

La superficie es un hiperboloide de dos hojas con z como su gje. Las
trazas en los planos coordenados son:

Trazaxy (z=0); x? + 3;—2 = —1 (no hay trazas)
Traza xz (y = 0); z>— x*=1 (hipérbola)

Trazayz (x=0); z%— 3;—2 =1 (hipérbola)

4, x*=2y% + 27°
Solucion

La superficie es un cono con el eje x como su eje.

5. x*-y+27°=0
Solucion

La superficie es un paraboloide eliptico con y como su eje. La ecua-
cion canodnica o estandar es y = x* + z% Algunas trazas utiles son:
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Traza xy (z=0); y = x* (parabola)
Trazayz (x = 0); y = z* (parabola)
Paralelo al planoxz (y=4); x* + z2 =4
(circunferencia)

6. 3z =x*-)?

Solucion

La superficie es un paraboloide hiperbdlico con z como su eje. Algu-
nas trazas Utiles son:

Trazaxz (y=0);, z= ;xz (pardbola)
Trazayz (x=0); z=—y? (pardbola)
Paralelo al plano  x2—y? =1 (hipérbola)

Paralelo al plano ;y*—x?=1 (hipérbola)
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Hallar la ecuacion estandar de la esfera.

1. Centro: (1, 2,5) y radio 2

2. Puntos terminales de un didmetro: (1, 2, 4),(0, 6, -2)
3. Centro (-3, 2, 4), tangente al plano yz

4, Centro: (3, 8, 1), pasa por el punto (4, 3,-1)

5. Centro: (1, 2, 3), pasa por el origen

Completar los cuadrados para dar la ecuacion de la esfera en forma
canonica o estandar. Hallar el centro y el radio.

6. X2+y*+2z2-2x+6y+8z+1=0
7. 9x*+9y?+9z2-6x+18y+1=0
8. X*+y’+z2=4x-2y

9. X+y’+z22=x+y+2z

10. 2x2 + 2y*+ 272+ 4y -2z=1
Hallar una ecuacion del plano.

11. El plano que pasa por (2, -1, 3) y es perpendicular al vector
n=i-3j+2k

12. El plano que pasa por (5, -3, -2) y es perpendicular a la recta
con ecuaciones paramétricas: x=2 -ty =3+ 2t, z=4t.
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13. El plano que pasa por: (2, 3,-2), (3, 4, 2),(1, -1, 0).
14. El plano que pasa por: (1, 2, 3), (3,2, 1), (-1, -2, 2).
15. El plano que pasa por el punto (1, -2, 3) y es paralelo al plano yz.
16. El plano que pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralelo al plano xy.

17. El plano contiene el eje y y forma un angulo de = con el eje x
positivo. 6

18. El plano contiene las rectas dadas por: y

19. El plano que pasa por el punto (2, 2, 1) y contiene la recta dada
por r_yt_ z
2 -1
20. El plano que pasa por los puntos (2,2,1) y (-1,1,-1) y es per-
pendicular al plano 2x -3y +z=3.

21. El plano que pasa por los puntos (1,-2,-1) y (2,5, 6) y es para-
lelo al eje x.

22. El plano que pasa por los puntos (4, 2,1) y (-3,5,7) y es para-
lelo al eje z.

Describa y trace la grafica de la superficie dada.

23. x=-1 24, y=8
25. 2x-y+3z=6 26.x*+27°=25
27. y*+z=4 28.4x*+y*=4

29. y? -7 =4 30.z-seny =0
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31.

33.

35.

37.

39.

40.

Introduccidn al célculo en varias variables

z-e=0 32.22=3x*+4y* - 12

4x2 - 9y?+ 722+ 36 =0 34.z=x*+y*+ 1

X2+ 4y?+ 722-2x=0 36. 4x = y*- 27*
X-y*+4y+z=4 38. 9x*+ y2-72-2y+2z=0
X2+ y?— 472+ 4x - 6y - 8z=13

9x%+ y*—97°-54x -4y -54z+4=0

Capitulo 4

Funciones de
varias variables
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Hasta el momento se han estudiado funciones de valor real en una
variable independiente determinadas por y = f(x), en donde el domi-
nio y el recorrido son subconjuntos de los numeros reales y funcio-
nes vectariales de la forma f{t), cuyo dominio es un subconjunto de
los nuimeros reales, pero el recorrido es un conjunto de vectores en
dos 0 mas dimensiones. En este capitulo, ampliamos nuestro con-
cepto de funcidn para incluir funciones que dependen de mas de una
variable, o sea funciones cuyo dominio es multidimensional.

Funciones de dos variables

Sea D un conjunto de pares ordenados (x, y). Si a cada par (x, y) le
corresponde un unico valor f(x, y) se dice que fes funciénde xe y.
Al conjunto D se le denomina dominio de fy al conjunto de valores
f(x y) recorrido de f.

EJEMPLOS.

L flxy)=4xy+e”

2. f(xy)=tan(y*-5) - x* Inxy

Funciones de tres variables

Sea D un conjunto de ternas ordenadas (x, y, z). Si a cada terna le
corresponde un Unico valor f(x, y, z) se dice que fes una funcién de
XY, Z.
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EJEMPLOS

El concepto de funcidn se extiende a n-variables de forma similar.
Esto es, a cada n-upla (x,, x,, ..., x) del dominio de f, le corresponde
un unico valor f (x, x,, .., x ). Pero, la presente seccion se centra en
funciones de dos y tres variables para el analisis e interpretacién
geométrica.

A menos que se especifigue de otro modo, se toma como dominio

de una funcidn de varias variables (2 y 3), el conjunto de todas las
parejas o ternas para las cuales esta definida la funcién.

EJEMPLO

Determine y dibuje el dominio de la funcidn dada.

1

Solucidn

EL dominio de la funcidn fconsta de todas la parejas (x, y) del conjunto

D= {(x y):25-x*-y*= 0}
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Para graficar esta regidn, partimos de la ecuacién
25-x*-y*=0 & x2+y?=25

Esta ecuacion representa una circunferencia con centro en el origen
y radio 5.

Se observa que todos los puntos de la circunferencia pertenecen al
dominio porgue representa la igualdad. Para determinar qué puntos
del plano satisfacen la desigualdad, consideramos un punto dentro
de la circunferencia (por ejemplo (2, 1)) y otro fuera de la circunfe-
rencia (por ejemplo (6, 0)), veamos cual de los dos puntos satisface
dicha desigualdad.

a) Para (2,1) tenemos 25-(2)?2-(1)?=20 >0 (cumple).
b) Para (6, 0), tenemos 25 - (6)?-(0)?=-11 <0 (no cumple).

Solucion

El dominio de la funcidn f consta de todas las ternas (x, y, z) donde
y?—z#0. Estoes,

Df= {(x,y, 2): z2y*}
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Para dibujar el conjunto se tiene en cuenta que la gréafica de la ecua-
cién z = y? en el espacio es un cilindro parabdlico. Por lo tanto, el
dominio de la funcién consta de todos los puntos del espacio que se
encuentran fuera del cilindro parabdlico.

Grafica de una funcidn de dos variables

La grafica de una funcidn f de dos variables es el conjunto de todos
los puntos (x,y,z) en R% talque z=f(x,y) y (x,¥) estaeneldominio
de f. La grafica de una funcidn fde dos variables recibe el nombre
de superficie.

Veamos la grafica de dos superficies

Curvas de nivel

Sean z=f(xy) unasuperficiey z=kun plano que corta a la superfi-
cie en una curva C. La proyeccién de C sobre el plano xy se denomina
una curva de nivel y el conjunto de varias curvas de nivel se denomi-
na un mapa de contorno.
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EJEMPLO

Dibuje las curvas de nivel para la funcién f(x, y) = x> + y? y l0s si-
guientes valores k=0, 3,9

Solucion

La proyeccién de las curvas de interseccion € sobre el plano xy esta
dada por las ecuaciones

X2+y2=0,x+y?=3 x2+)2=9

Superficies de nivel

Las superficies de nivel para la funcidn f (x, y, z) y los valores de k
estan dados por la ecuacion f(x, y, z) = k

EJEMPLO

Dibuje las superficies de nivel paralafuncion
y los valores de k=0, -2, 2.

Solucion

Las superficies de nivel de la funcién para los valores dados son
semiconos y estan determinadas por las ecuaciones:
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Algunos ejemplos practicos de las curvas de nivel son:

En topogrdfia. Si se desea representar sobre un plano horizontal la
topografia de una regidén, en donde se dispone de informacién relati-
vade la altura, referente a una posicion geografica (latitud, longitud),
se puede realizar trazando lineas que unen los puntos que tienen el
mismo nivel denominadas isolineas. Estas isolineas, permiten la de-
finicién de un mapa en donde se pueden identificar los puntos mas
altos y mas bajos del terreno, las zonas planas y los sectores de
fuerte pendiente. En términos generales, el mapa de curvas de nivel
entrega valiosa informacién sobre las caracteristicas de un lugar,
que tiene gran relevancia en el estudio de planeacién y desarrollo de
obras civiles, usos agricolas y pecuarios, ordenamiento territorial,
entre otras.

En temperatura. Si se realiza el procedimiento anterior con la in-
formacion de la temperatura en un punto y se trazan las lineas, se
obtiene un mapa de curvas de igual temperatura llamadas isoter-
mas, las cuales nos indican las regiones de temperaturas altas y
bajas, igualmente, en donde la temperatura no cambia mucho es-
pacialmente.

De la misma manera que en los procesos anteriores, se pueden
construir curvas de presién (llamadas isobaras), las cuales se rela-
cionan con la informacion de altura y temperatura, siendo estas de
gran importancia en el analisis de informacion meteoroldgica.

Cdlculo de pendientes. La pendiente de un terreno entre dos pun-
tos ubicados en dos curvas de nivel consecutivas es igual a la reve-
lacién entre el intervalo de las curvas de nivel o equidistancia y la
distancia longitudinal que los separa
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Donde: P = pendiente del terreno en %, e = equidistancia entre las
curvas de nivel, D = distancia horizontal entre los puntos conside-
rados.

Recta de
maxima perdiente C B

A 0 S5t 10 20 m

La figura repesenta un plano de curvas de nivel equidistantes
e=5m.

Como los mapas topograficos representan la proyeccion del terreno
sobre el plano horizontal todas las distancias que midamos sobre él
son distancias en proyeccion horizontal.

Para calcular la pendiente del terreno entre los puntos Ay B de la
figura medimos directamnere con el escalimetro a la escala indica-
da, la distancia AB (20 m) y aplicamos la ecuacion

Si en la figura, en vez de calcular la pendiente entre A y B, calcu-
lamos la pendiente entre A y B', vemos que para salvar el mismo
desnivel de 5 m la distancia horizontal es de 40 m, por lo que la
pendiente entre Ay B’ sera:
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Como la pendiente entre dos puntos es inversamente proporcional a
la distancia horizontal, la recta maxima pendiente entre dos curvas
consecutivas se obtendra para la distancia menor entre las curvas,
siendo determinada por una linea tangente a las dos curvas conse-
cutivas, como se muestra en la figura por la linea AC.
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Ejercicios complementarios

1. Sea f(xy)=In(x+y-1)

a) Evaluef(e1)=In(e+1-1)=In(e) =1

b) Evalue f(1,1) =In(1+1-1) =In(1) =0

c) Encuentre el dominio de f. EL dominio es D={(xy):x+y-1>0}
d) Encuentre la imagen de f. La imagen de la funcion es R.=R

2. Sea

a) Evalte

b) Encuentre el dominio de f. ELl dominio es
D= {(xy, 2): x*+y*+2z2- 120}
c) Encuentre laimagen de f. La imagen de la funcién es R.= [0,00)

Encuentre y trace el dominio de la funcion dada.
3. flxy)=Inxy

Solucion

El dominio de la funcidn es el
conjunto de todos los puntos del
plano donde el producto de las
dos componentes es positiva.

Esto es,

D ={(xy)x-y>0}

La grafica es el conjunto de puntos de los cuadrantes I'y III sin
inlcuir los ejes.
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4. f(x, y)=Inxlny

'

Solucion

El dominio esta formado por los
puntosdel I cuadrante sinincluir
los ejes.

Solucion

Puesto que la funcidén radical tiene indice par, el argumento debe ser
no negativo, luego, D= {(x y): 25 -x*-25y* = 0}

Para graficar este conjunto partimos de la ecuacion

LLa ecuacion anterior representa una elipse con centro en el origen,
cuya grafica es:

Para determinar cual de las dos regiones del plano representa que
el argumento sea mayor que cero, consideramos dos puntos uno
dentro de la elipse y otro fuera de ella y se evalla en el dominio para
determinar cudl de los dos da como resultado un ndmero positivo.
Entonces



76 Introduccién al calculo en varias variables

Para (3, 0), tenemos 25-3%-25(0)?>=16 > 0.
Para (5, 1), tenemos 25-5%-25(1)2=-25<0.

Por tanto, el dominio de la funcidn es el conjunto de puntos que es-
tan dentro y sobre la elipse.

6.

Solucion

EL dominio de la funcién fconsta de todos los puntos del plano don-
de el argumento de la raiz debe ser positiva. Esto es,

D= {(x, y): In(1 + 2x> + 4y*) > 0}
D = {(x,y): 1 +2x*+4y*>1}

D, = {(x y): 2x* + 4y* > 0}
D,=R*-{(0, 0)}

7. f(xy) =senl(x*+y)
Solucion

Puesto que el dominio de la funcidn sen™x es el intervalo [-1, 1],
entonces

D = {x,y):-1<x*+y<1}
D={(xy): -1 -x*<ys<1-x%.

Es decir, el dominio de f es el
conjunto de puntos que se en-
cuentran entre las parabolas
y=-x*-1yy=-x*+1,incluyen-
do los puntos de ellas.

8.

Solucion
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Puesto que la funcién fes radical con indice par, tenemos:

D= {(xy): sen(x?* + y*)m = 0}

7

Para encontrar qué puntos del plano satisfacen la desigualdad, de-
bemos recordar que la funcion sen x es positiva en el primer y se-

gundo cuadrante, por lo tanto

D= {(x,y): 2km < (x* + y*)m < (2k + 1)m}

Donde k es un entero no negativo.
Ahora, dividiendo entre m se ob-
tiene

D= {(x y): 2k< (x*+y?) < (2k+ 1)}

La grafica de este conjunto esta
formada por infinitos anillos, uno
gue pertenece al dominio (cuando
x? + y? cae en el primer o segundo
cuadrante) y uno que no pertene-
ce (cuando x? + y? cae en el terce-
roy cuarto cuadrante)
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9.

Solucion

Al igual que el ejercicio anterior, tenemos

D, = {(x,y):ycosx =0}

Para quey cos x = 0 hay dos posibilidades: que los dos términos sean
positivos o los dos sean negativos, esto es

sz{(x,y):yz 0,cosx=0}U{(x,y):y<0,cosx<0}

Para graficar el dominio debemos partir el eje x en intervalos de la
forma

Ademas, hay que recordar que la funcién cos x es positiva en los
cuadrantes I, IV y negativa en I1, ITI. Sien el intervalo la funcién
cos x es positiva, se desplaza el segmento de recta sobre el eje y
positivo y si en el intervalo la funcidn cos x es negativa, entonces se
desplaza el segmento de recta hacia el eje y negativo.
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10. f(x, y)=In[yIn(x+y + 1)]
Solucion

Debido a que el dominio de la funcién logaritmo natural es (0, =),
tenemos:

D ={(xy):yIn(x+y+1)>0}

Realizando un analisis similar al ejercicio anterior se obtiene

D, ={(xy):y>0, In(x+y+1)>0}U{(x,y):y<0, In(x+y+1)<0}
D, ={(xy):y>0, x+y>0}U{(xy): y<0,-1<x+y<0}

El primer conjunto esta formado por todos los puntos del plano que
se encuentran arriba de la recta x + y = 0 y del eje x. Mientras que el
segundo conjunto esta formado por todos los puntos del plano que
se encuentran entre las rectas x + y = -1 y x + y = 0 abajo del gje x.

11.

Solucion

EL dominio de la funcidn de tres variables esta dado por el conjunto

D, ={(xy2):4-x*-y*20,z€R}
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Es decir, el conjunto de puntos dentro y sobre el cilindro que se
muestra a continuacion

14.f(x, y) = 3x

Solucion
12. f(x, y,z)=sen'x+sen'y +sen’' z

La grafica de la funcidn z = 3x también es un plano el cual se grafica
Solucidn dibujando la recta en el plano xz y desplazandola sobre todo el eje y.
D, ={(xy 2z):-1<x<1,-1<y<1,-1<z<1}

LLa grafica esta formada por todos los puntos del espacio que se
encuentran dentro y sobre el cubo.

15. f(x, y)=6-2x-3y

Solucion

La grafica es un plano que se dibuja uniendo los puntos de corte con

Dibujar la grafica de la funcion dada. los ejes coordenados
13.f(xy)=5
Solucion

La grafica de la funcidn z = 5 es un plano paralelo al plano xy.
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16.f(x y) =y
Solucion
La grafica de la funcidn z = y* es un cilindro parabdlico, el cual se

realiza dibujando la parabola en el plano yz y desplazandola sobre
todo el eje x.

17. f(x, y)=4-x*-)?
Solucion

La grafica de la funcion z = 4 — x2— y?es un paraboloide eliptico y
se dibuja realizando la gréfica en las tres trazas principales (planos
coordenados).

Plano xy(z = 0) - x* + y? = 4 (circunferencia)
Plano xz(y = 0) » z = 4 — x* (parabola).
Plano yz(x = 0) = z = 4 - y* (parabola).
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18.

Solucion

La grafica de la funcién

es un semicono y se dibuja como
el ejercicio anterior.

Plano
Plano
Plano

Plano

19.

Solucion

La grafica de la funcién es la parte positiva de la
esfera con centro en el origen y radio 2.
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20.

Solucion

La funcién z = representa la parte positiva del elip-
soide y se dibuja realizando la grafica de las trazas

en los planos coordenados.

Plano (elipse).
Plano (media circunferencia).
Plano (media elipse).

Para graficar las funciones de los ejercicios 21 y 22 es necesario el
uso de una calculadora graficadora o un computador.
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21.f(x,y) =Inx-1In (seny)

Solucion

22.f(x y) =sen (x*-y)

Solucion

Describa y dibuje las curvas de nivel para las funciones indicadas y
los valores de k especificados.

23.f(x,y)=xy, k=0, %1, 2

Solucion

Las curvas de nivel estan determinadas por la ecuacion xy = k, y son
hipérbolas para los valores +1 y +2, mientras que para k = 0 son los
ejes coordenados.
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Sik=0-xy=0-x=0 0 y=0
Si

Si

24.f(xy)=Ix-yl, k=0,1,2,3

Solucion

Las curvas de nivel son rectas paralelas, dadas por la ecuacién

Ix-yl=k - x-y=k o x-y=-k

Sik=0-x-y=0

Sik=1-x-y=1o0x-y=-1
Sik=2->x-y=2o0x-y=-2
Si k=3->x-y=3 0x-y=-3

25. f(xy)=x-Y% k=0,%1,+2

Solucion

Las curvas de nivel estdn dadas por x - y* =k (x =y* +k), y son
parabolas con vértice (k,0), abren sobre el eje x hacia la derecha.
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Sik=0-x=y?
Sik=1-x=y?+1
Sik=-1-x=y*-1
Sik=2-x=y*+2
Sik=-2-x=y*-2

Il
H-
=
H-

D] =

26. kK

Solucidén
Las curvas de nivel se determinan por
y son circunferencias con centro en el eje x

Sik=1->(x*-2x+1) +y*=1.
Luego, (x-1)*+y*=1
Sik=-1-(x*+2x+1)+y*=1.
Luego, (x + 1)?+y*=1

Si
Luego, (x-2)*+y*=4

Si

87
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27. fxy)=|xl-y, k=0,%1,+2

Solucion

Las curvas de nivel estan dadas por la ecuacion |x| —y =k e y = |x|-k,
las cuales representan la funcidn valor absoluto desplazada verti-
calmente k unidades.

Sik=0-y-=|x|
Sik=1-y=|x|-1
Sik=-1-y=|x|+1
Sik=2-y=|x|-2
Sik=-2-y=|x|+2

28.f(x,y)=1-|x| - y|, k=0,-1,-2

Solucion

Las curvas de nivel estdndadas 1 - x| - [y| =k |x| + |y|=1-k ¥
son rombos que cortan a los ejes coordenados en 1, 2 y 3, respec-
tivamente.

Sik=0- x|+ |y|=1

Para realizar la grafica de la ecuacion
debemaos hacerlo en cada cuadrante.
a) I cuadrante, la ecuaciénes x+y=1
b) 1T cuadrante, la ecuacion es
x+y=1

c¢) ITTI cuadrante la ecuacion es
-x-y=1

d) IV cuadrante la ecuacidnes x-y=1

Para k=-1y k=-2 se hace un proceso similar.

Describa las superficies de nivel para la funcién dada.
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29. f(xy,z)=x+3y+5z

Solucion

Las superficies de nivel estdn determinadas por la ecuacion
x + 3y + 5z =k, las cuales representan planos, para todo valor real de k.

30.

Solucion

Las superficies de nivel estan dadas por: 24y g, y son parabo-
loides con ecuacion , Siempre zque k#0.Sik=0la
superficie de nivel es el eje z.
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31. Una placa metalica delgada en el plano xy, tiene temperatura
T(x, y) en el punto (x, y). Las curvas de nivel de T se denominan
isotermas porque en todos los puntos de una isoterma la tem-
peratura es la misma. Trace algunas isotermas si la funcién de
temperatura esta dada por:

Solucion

Las isotermas estan dadas por la ecuacién

0<k<100
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32. Si V(x,y) es el potencial eléctrico en un punto (x, y) del plano
xy, entonces las curvas de nivel de V se llaman curvas equipo-
tenciales porgue en todos los puntos de dicha curva el potencial
eléctrico es igual. Trace algunas curvas equipotenciales si

Solucion

Las curvas equipotenciales estan dadas por

[ . .
Donde " = .Enelcasodeque k =< , lacurvade nivel es el origen
k
. . T .
y si k> <, las curvas de nivel son circunferencias con centro en el
T

origen y radio
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Determinar si z es una funcion de x ey
1.x*+yz-xy=10 2. xz*+xy-y*=4

3. 4,.xz2°+Iny-8=0

5. Sea g la funcidn de dos variables x, y y el conjunto de pares orde-
nados de la forma (Bz) tales que

Calcule: (@) g(3,5); (b) g(-4,-9); (c)g(x +2,4x +4); (d)

6. Sea fla funcidn de las tres variables x, y, z, y el conjunto de pares
ordenados de la forma (B, w) tales que

Calcule: (a) £(1,2,3); (b) ; (€ f(x+1,1,x-2)

Describir y dibujar el dominio de la funcién dada. De ser posible por
simple observacion halle el recorrido.

7. 8.

9.f(xy) =In(xy - 6) 10. z = g

11. f(x, y) =& 12.

13. 14. f{x,y) = In (y sen x)

15. 16.

17. f{xy) =In (x In (x-y))
19.

21.

23. flxy) =In (x*+y)

25.

27.

29,

31.

33.
35.flxyz)=Inx+Iny+Inz
37.

39.

Dibujar la superficie dada
40.f(x, y)=3

42. f(x,y)=5-x-5y
44, f(x,y) = cos x
46.f(x, y) =4x*+y*+ 1

48.
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18.

20. f{xy) =In (x secy)
22.
24, f(xy) =sen’l(x +Yy)
26.

28.

30.
32.
34.
36. f(x,y, z) = In(8 - x*— Z9)+y|

38.f(xy z) =yz cos™ (x*-1)

4l.f(xy)=y
43.f(xy)=y*+1
45.f(x,y) =3 — x> y*

47.
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Describir y dibujar las curvas de nivel para la funcién y los valores
dados de k.

49. f(x,y)=|x*-y|, k=0,1,23,4 50.f(xy)=x*-y> k=0,+1,+2

51. 52.f(x,y)=|x|,k=0,5,10, 15
53.
54. 55.f(x,y)=x*y,k=-1,3,6

56.f(x,y)=y-cosx, k=0,2%1,+2 57.

58.
59. Encuentre una ecuacién para la curva de nivel de la funcién dada
f(x,y) =ytan x, que pasa por el punto (1, 4)

60.Encuentre una ecuacion para la superficie de nivel de la funcién
dada

f(x,y,2) = x*+ 4y*- 7%, que pasa por el punto (2,-1,3)

Dibujar la grafica de la superficie de nivel f(x, y, z) = k para el valor
de k que se especifica

6l.f(x y z)=x-2y+3z, k=6 62.f(x,y,z)=4x+y+ 2z k=4
63.f(x,y,z)=x*+y*+22, k=4 B4.f(x,y z)=4x*+4y*- 7% k=0
65.f(x,y,z) =—x*+4y*+47% k=0

66.f(x,y,z)=senx-z k=0
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Describa las superficies de nivel de las siguientes funciones
67.f(x,y, z) =9x* - 4y*- 7* 68.f(x,y,z)=x*+y*-27*

69.f(x,y,z) =In (x*+y*+ 7% 70.f(x,y,z) = 4x*- 9y*

71. Explotacion forestal: la regla de los troncos de Doyle es uno de
varios métodos para determinar el rendimiento en madera aserra-
da (en tablones-pie) en términos de su didmetro d (en pulgadas) y
su longitud L (pies). EL nimero de tablones-pie esta dado por:

a) Hallar el nimero de tablones-pie de madera aserrada pro-
ducida por un tronco de 22 pulgadas de didametro y 12 pies
de longitud

b) Evaluar N (30,12)

72. Distribucion de temperatura: la temperatura T (en grados Cel-
sius) en cualquier punto (x, y) de la placa metélica circular de
acero de 10 metros de radio esta dada por:

T (x,¥) = 600 - 0.75x*- 0.75y% donde x e y se miden en metros.
Dibujar algunas de las curvas isotermas.

73.Costo de produccion: una caja rectangular abierta por arriba
tiene x pies de longitud, y pies de ancho y z pies de alto. Cons-
truir la base cuesta $0.75 por pie cuadrado y construir los lados
$0.40 por pie cuadrado. Expresar el costo € de construccién de
la cajaen funciéndex, yy z.
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74.Ley de los gases ideales: de acuerdo con la ley de los gases
ideales, PV = KT, donde P es la presion, Ves el volumen, T es la
temperatura (Kelvin), y K es una constante de proporcionalidad.
Un tanque contiene 2.600 pulgadas cubicas de nitrdgeno a una
presion de 20 libras por pulgada cuadrada y una temperatura de
300k

a) Determine K
b) Exprese P como funcion de V'y Ty describa las curvas de
nivel.

75. La funcion de produccion f para cierto articulo esta definida por

, donde x y y son las cantidades de los insumaos.
Dibuje un mapa de contorno de fque muestre las curvas de pro- y
duccién constante para 30,24,18,12,6.

76. La presién de un gas en el punto (x,y, z) del espacio tridimensio-
nal es P (x,y, z) atmdsferas, donde

. Describa las superficies de nivel, deno-

minadas superficies isobaricas, de P para 4,2,1,§ . '

N

Ca[;itulo 5

Limite de funciones
de varias variables
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Después de analizar los conceptos mas importantes de funciones
en dos y tres variables, nos enfocaremos en extender el concepto
de limite para este tipo de funciones.

Inicialmente, debemos recordar que el concepto intuitivo de limite
para una funcién en una variable significa que cuando
x se acerca mas y mas al valor real a, f(x) se aproxima mas y mas
a L. Recuerde que cuando afirmamos que x se acerca mas y mas al
valor a queremos expresar que x se aproxima arbitrariamente a este
valor desde cualquier lado de a (derecha o izquierda). Ademas, el
limite debe ser el mismo cuando x se acerca al valor de a en las dos
direcciones. Para funciones en varias variables, la idea es similar.
Cuando expresamos

Queremos afirmar que cuando (x, y) se acerca mas y mas al punto
(a,b), f (x, y) se aproxima mas y mas al valor real L. En este caso
(%, y) se puede acercar al punto (a, b) por cualquier trayectoria que
pase por este punto. Observemos que, a diferencia de lo que ocurre
con las funciones de una variable, hay infinitas trayectorias diferen-
tes que pasan por el punto dado (a, b). Por lo tanto, si encontramos
dos trayectorias que pasan por el punto (a, b), donde la funcidn tien-
de a valores diferentes o se disparen, entonces no existe

En el debemos identificar qué ocurre con la funcidén

,cuando x se acerca amy y se acerca a 1, simultédnea-
mente. Es inmediato observar que la funcidn se aproxima al valor

De aqui tenemos,
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De manera similar, se puede razonar que

En otras palabras, para muchas funciones, podemos evaluar limites
por simple inspeccidn. Pero nuestro interés es estudiar limites que
no son inmediatos.

Ahora, recordemos la definiciéon formal de limite para una funcién
en una variable.

Definicidn

Sea funa funcién en una variable, definida en un intervalo abierto
gue contiene al valor a, excepto posiblemente en a, decimos

Si para todo £ > 0, existe su correspondiente 6 > 0 tal que

If(x)-L| <€ siempreque O0<|x-a|<d
En otras palabras, no importa qué tan cercano se quiera hacer f(x)
a L (representamos esta distancia con &), esto se puede lograr, ha-
ciendo simplemente a x suficientemente cercano al valor a (es decir,

a una distancia no mayor que & de a).

La definicién formal para una funcidn fen dos variables es analoga,
esto es.

Definicidn

Sea funa funcidn definida en el interior de una circunferencia con
centro en el punto (a, b), excepto posiblemente en (a, b). Decimos
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Si para todo € > 0, existe su correspondiente 6 > 0 tal que

If (x,y) - L| < & siempre que
En la definicidn se expresa que dado cualquier € > 0 (no importa qué
tan pequefio sea), es posible encontrar otro valor 6, tal que todos los

puntos que se encuentran dentro de la circunferencia con centro en
(a, b) y radio 6, suimagen cae en el intervalo (L —¢, L + €).

EJEMPLO

Demuestre que

Solucion

o 2
Inicialmente observemos que y 23; -<1
. . X
porgue el denominador es mayor o igual al numerador. Y

Debemos demostrar que para todo € > 0, existe su correspondiente
6> 0, tal que

siempre que

El primer paso consiste en hacer un analisis preliminar para encon-
trar la relacion entre e y 6. Esto es,
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Las desigualdades anteriores se sustentan en las observaciones ini-
ciales y la hipdtesis.

Del andlisis preliminar se observa que se puede elegir 6 = g y supo-

niendo que , tenemos:

Entonces,

Aligual que en los limites de funciones en una variable, a partir de la
definicidn se pueden demostrar los resultados usuales para limites
de sumas, productos y cocientes. Es decir,

(propiedad homogénea)

(propiedad aditiva)

Anteriormente determinamos que para demostrar que un limite no
existe, debemos encontrar por lo menos dos trayectorias diferentes
gue pasen por el punto especificado en donde la funcién tienda a
valores diferentes o se disparen. Ahora, surge un interrogante: ;Qué
herramientas se pueden utilizar si el limite existe, pero no es inme-
diato? Una de ellas es la definicion formal como ya se ilustré en
el ejemplo precedente, otra es una manipulacion algebraica para
tratar de eliminar la indeterminacién o intentar utilizar coordenadas
polares, si es posible. A continuacidn, formalizamos otra herramien-
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ta que es la generalizacién del teorema del emparedado para limi-
tes de funciones en una variable.

TEOREMA

Supongamos que |f(x,y) — L| < g (x,y) para todo (x, y) dentro de una
circunferencia con centro en (a,b), excepto posiblemente en (a, b).

Si , entonces

DEMOSTRACION

Para cualquier £ > 0, sabemos por la definiciéon de ,

gue existe un nimero 6 > 0 tal que
garantiza que |g (x, y) — 0] < . Para tales puntos (x, y), tenemos

fxy)-Llsgxy)<e

Por lo tanto,

EJEMPLO

Calcule

Solucion

El primer paso es encontrar el valor de L utilizando una trayectoria
cualquiera que pase por el punto (0,1). Consideremos la trayectoria
y =1, por consiguiente

De lo anterior, suponemos que L = 0. Ahora se debe encontrar la
funcién g (x, ) gue sea mas grande o igual que y que
tenga limite 0 en dicho punto. Esto es,
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Como , entonces

Observacion

Todos los analisis hechos para el concepto de limite de una funcidén
en dos variables se extienden para funciones de tres (o mas) varia-
bles, de forma natural.

Definicidn

Sea f (x, y, z) una funcidon definida en una esfera con centro en
(a, b, ¢), excepto posiblemente en (a, b, ¢). Decimos que

Si paratodo e > 0, existe su correspondiente ¢ > 0 tales que,

|f(x,y,z) -L| <& Siempre que

Observemos que, lo mismo que con los limites de funciones de dos
variables, la definicidn anterior expresa que para que se cumpla

debemos tener que f (x, y, z) se acerca a L
por cualquier posible trayectoria que pasa por (a, b, ).

Lo mismo que para una funcién de dos variables, se observa que si
una funcién de tres variables se acerca a diferentes limites por dos
trayectorias particulares o se disparen, entonces el limite no existe.
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Ejercicios complementarios

Demuestre la existencia de cada limite usando la definicion

1.

Solucion

Se demuestra que para todo € > 0, existe su correspondiente § > 0,
tales que

siempre que

Inicialmente, se hace un andlisis preliminar para encontrar la rela-
ciénentre € y 6. Es decir,

Las desigualdades anteriores se sustentan en la hipdtesis y las si-
guientes desigualdades

Del analisis preliminar se observa que . Entonces,
suponiendo que se tiene que , obtenemos:

Por lo tanto,
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Solucion

Se debe demostrar que para todo € > 0, existe su correspondiente
6> 0, tal que

If (x,y) -0| = |(x—4)*+ (y - 3)? | < &, siempre que

Realizando el analisis preliminar se obtiene:

Considerando y suponiendo que

, tenemos

En consecuencia,

Solucion

Se demuestra que para todo & > 0, existe su correspondiente 6 > 0,
tales que
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Inicialmente, se realiza el andlisis preliminar. Esto es,

LLas desigualdades anteriores se sustentan en la hipétesis y en la
desigualdad

4X*+ 2y2 2 X% + )*

De lo primero se observa que &=

=1 Y suponiendo que
, Se obtiene:

Por lo tanto,

4.

Solucion

Se demuestra que para todo € > 0, existe su correspondiente § > 0,
tales que

If (x,y) -26] = |3x + 5y — 26| < &, siempre que

Realizando el analisis preliminar, obtenemos:
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F(x, ¥)-26| = |3x+ 5y - 26| = |3x— 6 + 6.+ 5y— 20 + 20— 26| =
13 (x-2)+5(-4)|

If (x,y)-26] < |3(x = 2)| + [5(y ~ 4)| =3|x - 2| +5]y - 4|=

Las desigualdades anteriores se sustentan en las propiedades del
valor absoluto y la hipdtesis.

Del andlisis se observa que . Ahora, suponiendo que
se cumple que , tenemos

If (x,y)-26|=|3x+5y-26|=|3x-6+6+5y-20+20-26|=|3(x-2)+5(y-4)|

If (x,y) =26] < |3(x = 2)| + [5(y ~ 4)| =3|x - 2| +5]y - 4] =

If (x.y) 26| <€

De lo anterior decimos que

Muestre que el limite indicado no existe

5.

Solucion

Debemos encontrar por lo menos dos trayectorias diferentes que
pasen por el punto (0,0), en donde la funcién tiende a valores dife-
rentes. Las trayectorias mas sencillas que pasan por (0,0) son los
ejes coordenados. Esto es,
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Trayectoria y = 0 (eje x). En esta trayectoria tenemos,

Trayectoria x =0 (ejey). Entonces

Puesto que la funcidn tiende a valores diferentes, podemos afirmar
gue el limite no existe.

6.

Solucion

Si utilizamos también los ejes coordenados como las trayectorias
gue se van a utilizar, obtenemos

Trayectoria x = 0 (eje y). Entonces,

Trayectoria y = 0 (gje x). Entonces,

Como el resultado es igual, es necesario que se analice otra trayec-
toria lineal (cualquiera)

Trayectoriay = 2x
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Como se obtuvo un resultado diferente de cero, se tiene que no exis-
te el limite.

7.

Solucion

En este limite vamos a encontrar que al utilizar cualquier trayectoria
lineal que pase por el punto (0,0), la funcidn tiende al mismo valor,
esto no significa que el limite exista, si no que debemos encontrar
otra trayectoria que dé como resultado un valor diferente

Utilizando las Trayectoriasy = mx, m # 0, se obtiene

Como la variable y del denominador tiene potencia dos y x tiene po-
tencia cuatro, por consiguiente, esto sugiere que se considere una
trayectoria cuadratica en x. Por ejemplo,

Trayectoria y = x2 Entonces,

Como se obtuvo un resultado diferente, se puede afirmar que no
existe el limite
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Solucion

Como el punto no es el origen, los ejes coordenados no se pueden
utilizar como trayectorias. En su lugar estan las trayectorias x = 1

yy=2

Trayectoria x = 1

Se puede verificar que al utilizar la trayectoria y = 2 el resultado
también es cero, por tanto, es necesario trabajar otra trayectoria
lineal que pase por el punto (1, 2). Por ejemplo,

Trayectoria y = 2x

Entonces, no existe el limite dado

9.

Solucion

Otra forma para demostrar la no existencia de un limite consiste
en trabajar todas las trayectorias lineales (o cuadraticas, o cubicas,
etc.) al tiempo. Esto es,

Trayectorias y = mx, m # 0
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Como tenemos un limite en una variable con la indeterminacion (g)
podemos utilizar la regla de L'Hopital dos veces. Esto es,

Como la respuesta es una expresion en términos de m, entonces
siempre obtenemos resultados diferentes por trayectorias lineales
diferentes. Por tanto, no existe el limite dado

10.

Solucion

Para mostrar que el limite no existe podemos utilizar una trayecto-
ria lineal con pendiente positiva y otra con pendiente negativa. Por
ejemplo

Trayectoria y = x

Trayectoriay =-2x

Entonces, no existe el limite

11.
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.z

Solucion

Este ejercicio es un limite en tres variables, por lo cual las trayec-
torias son curvas en el espacio, las cuales se determinan por medio
de un par de ecuaciones que relacionan dos variables en términos
de la tercera. Por ejemplo, si utilizamos el eje y, esta trayectoria esta
determinada por las ecuaciones x =0 y z= 0. Entonces,

Trayectoria x=0y z=0 (ejey)

Si utilizamos los otros ejes coordenados obtenemos el mismo resul-
tado, por lo tanto, analizando el numerador de la funcidn se sugiere
utilizar una trayectoria en donde y y z estén dados por ecuaciones
lineales en x. Por ejemplo,

Trayectoriay=x y z=12x

Entonces, no existe el limite

Encuentre el limite indicado utilizando: propiedades de los limites,
operaciones algebraicas, regla de L'Hopital, teorema del empareda-
do o la definicidn. (Recuerde que el limite existe y, por tanto, utilizar
trayectorias no es conveniente ya que no se demuestra la existencia).

12,
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13.

Observacion

En el ejercicio anterior se aplicd la regla de L'Hopital.

14.

15.

Solucion

Se multiplica el numerador y denominador por el conjugado del de-
nominador

16.

Solucion

Para utilizar el teorema del emparedado se debe considerar una tra-
yectoria que pase por el punto (0, 0) para determinar el valor del
limite L.

Trayectoriay = x
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Suponiendo que L = 0, obtenemos

Donde

Por tanto,

17.

Solucion

Trayectoria x = 0 (ejey)

Suponemos que L = 2. Entonces,

Donde

Entonces

18.

Solucion

Trayectoria y = 0 (eje x)

Suponemos que L = -3, entonces

Donde

Por tanto,

19.
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.y

Solucion

Trayectoriax=0y y =0 (eje z)

Suponemos que L =0, entonces

Donde

Por tanto,

Observacidn

Hay una herramienta que se puede utilizar para encontrar o demos-
trar que un limite no existe, la cual consiste en transformar un limite
de coordenadas cartesianas a coordenadas polares (dos variables)
0 esféricas (tres variables). Una condicién necesaria pero no sufi-
ciente para realizar las transformaciones es que el punto de analisis
sea el origen.

Use coordenadas polares o esféricas para calcular o determinar que
no existen los siguientes limites

20.
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'

Solucion

Recordando las ecuaciones para transformar las coordenadas
de cartesianas a polares son: x = r cos 6, y = r sen 6. Ademas, si
(x,¥) — (0,0) esto implica que r - 0.

Por tanto,

21.

Observacion

En los dos ejercicios anteriores se aplicd la regla de L'Hopital.

22,

Solucion

En este limite se presenta otra clase de indeterminacion (1%). Ade-
mas, es necesario aplicar la propiedad e '"® = x, Entonces,

En los dos ultimos pasos se utiliza una propiedad de los logaritmos
y el hecho de que la funcidn exponencial es continua. Ahora, para
resolver el se aplica la regla de L"Hopital. Esto es,
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Entonces,

23.

El limite dado no existe porque cos? 8 oscila entre 0 y 1, dependiendo
de la trayectoria utilizada

24,

Solucion

Recordando las ecuaciones para transformar las coordenadas
cartesianas a esféricas tenemos: x = psen@cosO, y = psen@senb,
z = pcos@. Ademas, si (x,y, z)—(0, 0, 0) implica gue p —0. Entonces,
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Ejercicios propuestos

1. Dado que \
hallar el limite indicado.

2 3.
4, 5
6. 7
8. 9
10. 11.
12, 13.

Demuestre que el limite dado existe.
14, 15.

16. 17.



120 Introduccién al célculo en varias variables

18.

Determinar el limite dado, si existe o demuestre que no existe.

20.

22.

24.

26.

28.

30.

32.

34.

36.

38.

40.

42,

44,

46.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43.

45.

47.
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48.

49.

Usar el teorema del emparedado para probar la existencia de los
siguientes limites.

50. 51.
52. 53.
54.

Use coordenadas polares o esféricas para calcular o determinar que
no existen los limites dados.

55. 56.
57. 58.
59. 60.
61. 62.
63. 64.

65. ; Cuales de los siguientes enunciados son verdaderos?
a) Siel , entonces

b) Siel , entonces
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c) Siel , entonces

66. Del , es cierto que:

a) Las trayectorias que permiten calcularlo pasan por el punto
(0,0).

b) ELl limite no existe.

c) Ellimite es 0.

d) Las trayectorias que permiten calcularlo pasan por el punto
(-3,1).

Capitulo 6

Continuidad de funciones
de varias variables
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Recordando el concepto de continuidad en una funcién de una va-
riable nos damos cuenta que esta conectado con el concepto de
limite. En este caso la funcién es continua en un valor, siempre que
el limite y la imagen de este coincidan. Esta misma caracterizacion
se aplica a las funciones continuas de varias variables. En seguida
se presentan los tres casos que corresponden a la caracterizacion
de las funciones:

La funcion f es continua en su  La funcion f es discontinua en
dominio x = a (hueco)

La funcion fes discontinua en
x = a (salto)

Definicidn
Una funcién fde dos variables es continua en un punto (a, b) si se
satisface
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Si fno es continua en el punto (a, b), entonces (a, b) se llama una
discontinuidad de f.

Observacion

Como la definicidn de continuidad para una funcién f de dos varia-
bles es analoga a la de continuidad para una funcién en una variable,
por lo tanto, la interpretacion geométrica es similar. Es decir, la gra-
fica de la superficie correspondiente a una funcién continua de dos
variables no presenta ninguna interrupcién (huecos o saltos).

Antes de definir el concepto de continuidad en una regién R C R?,
necesitamos definir primero el concepto de regién abierta y cerrada
en dos dimensiones. Denominaremos “disco abierto” a la regidn in-
terior de una circunferencia y “disco cerrado” a la regidn interior de
la circunferencia junto con los puntos de esta.

Definicidn

i) Un punto (a, b) en R se denomina “punto interior" de R, si existe
por lo menos un disco abierto centrado en (a, b) que esta dentro
de R.

i) Un punto (a, b) en R se denomina “punto frontera” de R, si todo
disco abierto centrado en (a, b) contiene puntos dentro de Ry
fuera de R.

iii) Un conjunto R es cerrado si contiene todos sus puntos frontera.

iv) Un conjunto R es abierto si no contiene ni uno de sus puntos
frontera.

Definicidn

i) Una funcion fde dos variables es continua en un conjunto abierto
R, si fes continua para todo (a, b) € R.
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i) Una funcién fde dos variables es continua en un conjunto cerra-
do R, si fes continua en el abierto y si fes continua en todo punto
frontera (a, b) en R. Esto es, si

Observacion

LLa notaciodn adicional (x,y) € R indica que el limite se toma a lo largo
de todas las trayectorias contenidas completamente en el interior
de R.

Puesto que la definicién de continuidad estd en términos de limites,
tenemos de manera inmediata los siguientes resultados:

Si f(x,¥) y g(x, y) son continuas en (a, b), entonces las siguientes
funciones también son continuas en (a, b): f+g, f-g.f* gy f/9
donde g(a, b) # 0 en el ultimo caso.

Observacion

Al igual que en las funciones continuas en una variable, se cumple
gue las funciones de dos variables de la forma: polinémicas, racio-
nales, radicales, trigonométricas, trigonométricas inversas, expo-
nenciales y logaritmicas son continuas en todo su dominio.

El siguiente resultado demuestra que podemos usar todos nuestros
resultados establecidos para la continuidad en funciones de una va-
riable, al considerar funciones de varias variables.

TEOREMA

Sean f (x, y) una funcién continua en (a, b) y g una funcién continua
en f(a, b). Entonces,

(gef) (x,¥)=9(f (x,y)) es continua en (a, b)
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Observacidn

Todos los analisis que se hicieron para funciones continuas en dos
variables se extienden a funciones de tres (o mas) variables, en for-
ma natural.

Definicion
Una funcidn fde tres variables es continua en (x,y, z) sise satis-

face

Si fno es continua en (a, b, ¢), entonces llamamos a (a, b, ¢) una
discontinuidad de f.
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Ejercicios complementarios

Analice la continuidad de la funcidn indicada.

1

Solucion

La funcién fes continua en todos los puntos del plano que se en-
cuentran fuera de larectay = 1.

2.

Solucion

La funcién h es continua en todos los puntos del plano que se en-
cuentran fuera del eje y.

3.

Solucion

La funcién g es continua en todos los puntos del plano que se en-
cuentran dentro de la circunferencia con centro en el origen y radio
5 (sin tomar los puntos de la circunferencia).

4.

Solucion

La funcidn fes continua en los puntos (x,y), talesque -1 <x+y <1,
Es decir, en la region del plano que se encuentra entre las rectas
x+y=1y x+y=-1,incluyendo los puntos de ellas.
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Solucion

La funcidn fes continua en todos los puntos del plano diferentes del

origen, porque en este conjunto esta representada por
, la cual siempre es continua alli. Se debe determi-

nar f'si es o no continua en (0, 0). Para esto, se utiliza la definicidn

Entonces,

Por tanto, ftambién es continua en (0, 0).

Solucion

La funcidn fes continua en todos los puntos del plano diferentes del
origen (similar al ejercicio anterior). Verifiguemos si es continua en
(0, 0). Esto es, si se cumple

En este caso se puede mostrar facilmente que el limite no existe,
considerando las siguientes trayectorias:

Trayectoriay = x
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Trayectoria y = x?

Por tanto, fno es continua en (0,0).

7.

Solucion

La funcidn fes continua en todos los puntos del plano gue se encuen-
tran fuerade larectay =-x, porque endicho conjunto fes representada
por , la cual siempre es continua en dicho conjunto.

Falta determinar si fes continua en los puntos que se encuentran en
la recta y = -x. La caracteristica de estos puntos es que la suma de
sus componentes es cero. Por lo tanto, se debe determinar si

Entonces, si u = x +y, se obtiene

Lo anterior muestra que ftambién es continua en todos los puntos
de larectay = -x.

8.

Solucion

La funcién f es continua en todos los puntos del espacio que se
encuentran fuera de la esfera con centro en el origen y radio 1
(x*+y*+2z°=1).
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9. f(x ), z) =Ln (36 - 4x* - y* - 97?)

Solucion

LLa funcidn fes continua en los puntos del espacio que estan dentro
del elipsoide

10.

Solucion

La funcién f es continua en todo el espacio, excepto posiblemente
en el origen. Entonces, se debe determinar si es continua en (0,0,0).
Estoes,

Aligual que el ejercicio 6 se puede demostrar que el limite no existe
usando trayectorias.

Trayectoriax=0y z=0 (ejey)

Trayectoriax=0yy =0 (eje z)

Por tanto, fno es continua en (0, 0, 0).
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LLa funcion dada es discontinua en el origen, determine si la discon-
tinuidad es evitable y en caso de serlo redefina la funcién para que
esta sea continua en todo el plano.

11.

Solucion

Recuérdese que la discontinuidad en un punto es evitable si el limite
de la funcidn en dicho punto existe. Por lo tanto, analizando el limite
con coordenadas polares se tiene:

De lo anterior, la discontinuidad es evitable. Redefiniendo la funcién
obtenemos

12,

Solucion

En esta funcién el limite en el origen no existe. Se pueden utilizar
trayectorias o coordenadas polares.

Trayectoria x=0 (ejey)

Trayectoria y = 0 (eje x)

Como el Limite de la funcidn en el origen no existe, entonces la dis-
continuidad es inevitable.
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13.

Solucion

Usando coordenadas polares se tiene,

Entonces, la discontinuidad es evitable. Por tanto, redefiniendo la
funcion obtenemos

14, | a funcién G esta definida por

Muestre que la regién de continuidad de G consta de todos los pun-
tos en R?, excepto los que se hallan en la elipse x* + 4y% =5.

Solucion

Inicialmente, observe que la elipse divide al plano en dos regiones.
En la regidn que se encuentra dentro y sobre la elipse, la funcion G
esta determinada por la funcién polinomica G (x, y) = x* + 4y? y fuera
de la elipse por la funcidn constante G (x,y) = 3
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Por tanto, en los puntos del plano diferentes a los de la elipse, la
funcidn G es continua (es una funcién polinomica o constante).

Para demostrar que G no es continua en todo punto de la elipse, se
debe mostrar que el limite en un punto arbitrario (x,, y,) de la elipse
no existe. Para esto, hay que tener en cuenta dos casos. El primero,

en donde se utilizan trayectorias totalmente contenidas dentro de la
elipse (R,) v, el segundo, trayectorias fuera de la elipse (R,).

para todo (x,y) € R,

para todo (x,y) €R,

Como se obtienen resultados diferentes, entonces

15.Considerando la funcidn

Encuentre una expresion g(x) para que la funcidn fsea continua en
todo R2
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Solucion

De forma similar al ejercicio
anterior f es continua en todo
punto del plano que se encuen-
tra fuera de la recta x=2y.
Para encontrar g(x) se analiza
el limite de f en un punto ar-
bitrario (x,, y,) sobre la recta
x=2y (x,=2y,) Estoes,

Luego, para este punto (x,,y,), la expresion es g(x) = 2x,. Entonces,
de manera general, obtenemos que g(x) = 2x para todo punto de la
recta x = 2y. Reemplazando se tiene
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Ejercicios propuestos

Encontrar el conjunto S donde las funciones dadas son continuas.

1. f(x, y) = 4xy + sen 3x?%y 2.f(xy)=e¥*Y+x2-y

3. 4. f(x,y)=In(3-x*-y?)
5. 6. fx, y) =sen’}(x* + y* - 2)
7. 8.

9. 10.

Encuentre el conjunto de puntos en donde cada una de las siguien-
tes funciones es discontinua.

11. 12,
13.

Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en el punto critico.

14.

15.

16.

17.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

Determinar, si la discontinuidad en el origen de las siguientes fun-
ciones es evitable. Si lo es, redefinir la funcién de manera que sea
continua en dicho punto.

24, 25.
26. 27.
28. 29,

30.Determinar si cada uno de los siguientes enunciados es verda-
dero o falso. Justificar su respuesta.

a)
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b)

c) Sifes continua para todo (x,y) distintos de ceroy f(0, 0) = 0,
entonces

f)

31. La funcidn F esta definida por

Demuestre que F es continua en todos los puntos de R? excepto en
aquellos de la hipérbola

x2-3y2=1

Capitulo 7

Derivada de funciones
de varias variables
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Seccion 7.1. Derivadas parciales
de primer orden y orden superior

Recordando, la derivada de una funcién fen una variable esta dada

Partiendo del supuesto que el limite exista.
En esta seccidn nos enfocaremos a extender el concepto a funcio-

nes de dos y mas variables, asi como el concepto de derivadas par-
ciales de orden superior.

Definicidn
Las primeras derivadas parciales de una funcidn f de dos variables
estan dadas:

Derivada parcial en x

Derivada parcial eny
Partiendo del supuesto que los limites existan.

EJEMPLO

Aplicando la definicién, encontrar las primeras derivadas parciales
de la funcidn

fxy)=x*y
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Solucion
Considerando y como una constante, tenemos:

Considerando x como una constante, entonces

Observaciones

i) Otras notaciones que se utilizan para mostrar las primeras deri-
vadas parciales de la funcion f (x, y) son:

i) Aligual que ocurrié con las funciones en una variable, las prime-
ras derivadas parciales de la funcién f(x, y) se pueden interpre-
tar como limites, razones de cambio instantaneas en direcciones
paralelas a los ejes coordenados y, a continuacion, veremos que
también representan la pendiente de una recta tangente en un
punto dado.

iii) De la definicion se desprende que para derivar parcialmente una
funcién de varias variables con respecto a una de ellas, se con-
sideran las demas variables como constantes y se utilizan las
derivadas ordinarias en dicha variable.

iv) Interpretacion geométrica. Consideremos la superficie z = f (x, y)
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Elplanoy =y, corta a la super- El plano x = x, corta a la super-

ficie enuna curva C. Larecta ficieenunacurva C. La recta
tangente alacurva Cen tangente a la curva Cen
p(x, y, flx,y,) tiene como p(x,y, f(x,y,)) tiene como
pendiente pendiente
m=£, (x, ;) m=£ (x,¥,)
EJEMPLO

Una empresa fabrica dos tipos de estufas de combustion de made-
ra, el modelo auto estable y el modelo para insercién en una chime-
nea. La funcion de costo para producir x estufas auto ajustable y y
de insercidn en una chimenea es:

Calcular los costos marginales ,cuandox =80y y = 20.

Solucion

Las primeras derivadas parciales son
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Por tanto,

EJEMPLO

La superficie ,y el plano y = 1 se intersecan en
una curva C. Encuentre la pendiente de la recta tangente a C en el
punto (v2,1,2).

Solucion

La pendiente de esta recta tangente esta dada por . Enton-
ces

Por tanto,

EJEMPLO

Hallar las primeras derivadas parciales de la funcion f(x,y) = xet".

Solucion

Para hallar f, (x, y), se debe resolver como la derivada de un produc-
to considerando a y constante. Entonces
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Para encontrar f, (x,y) se considera a x como constante. Por tanto

El concepto de derivadas parciales se extiende en forma natu-
ral a funciones de tres 0 mas variables independientes. Esto es, si
u=f(x,x,X,.,X, ..,x ) €s una funcion en n-variables, entonces las
primeras derivadas parciales estan dadas.

Paratodoi=1,2,..,n. Partiendo del supuesto que los limites existan.

Derivadas parciales de orden superior

De igual manera que ocurrié para funciones en una variable, pode-
mos encontrar las derivadas parciales de una funcién de varias va-
riables, de orden 2, orden 3, etc. Veamos un diagrama considerando
una funcién en dos variables f (x, y), el cual se puede extender a
funciones de tres o mas variables.
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EJEMPLO

Calcular las cuatro derivadas parciales de segundo orden de la fun-
cién
z = 2xe’ - 3ye™

Solucion

Las primeras derivadas parciales son

Considerando la funcién 22, se deriva con respecto ax ey

ax

Ahora, derivando la funcién 2z con respecto a x ey se tiene
dy

Observacion

En el diagrama se puede ver que una funcién de dos variables
f(x y) tiene dos primeras derivadas parciales, cuatro derivadas par-
ciales de orden dos, ocho derivadas parciales de orden tres, dieci-
séis derivadas parciales de orden cuatroy asi sucesivamente. De las
cuatro derivadas parciales de orden dos, hay dos que se denominan
derivadas cruzadas (fxy yfyx). De orden tres hay dos ternas que se
denominan derivadas cruzadas (f,, f,. f,. V f,,, [,y /). €tc. Estas
derivadas cruzadas tienen la caracteristica de que el resultado se
extiende a las derivadas cruzadas de tercer orden y mas.
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TEOREMA DE CLAIRAUT

Sifxy (xy) y f, (xy)son continuas en un conjunto abierto que con-
tiene a (x,, y,), entonces

[y X o) = fx (X, ¥,)

EJEMPLO

Muestre que las derivadas parciales cruzadas (mixtas), para la fun-
cidn que aparece a continuacién son iguales

Solucion

%z . . .,
Para encontrar ;5. primero se deriva la funcion con respecto a x y

luego este resultado en y. Entonces,

Luego,

%z . . .,
Para encontrar ; =, primero se deriva la funcion con respecto ayy

luego este resultado en x. Entonces,

Entonces,
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Ejercicios complementarios

1. Ladeformidad fde un pistdn en la camara de admision, depende
del coeficiente de rozamiento u y de la temperatura a la cual
es sometida. En la siguiente tabla se presentan los datos de la
deformidad de un pistdn:

s @@
1 (%) 800 1000 1200 1400
40 0.03 0.04 0.06 0.07
50 0.05 0.06 0l 0N
60 0.07 0.09 012 0.14
10 0.09 013 0.16 018

Encuentre la razdn de cambio de la deformidad f con respecto a
cada variable independiente en

a) u=50%, T=1000°F b) u=60%, T=1200°F

Solucion

a)

b)
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2. Enlasiguiente tabla se presentan los datos del indice calorifico
I que depende de la temperatura T y de la humedad relativa H.

T(F) 50 95 60 65 10 15 80 85
90 96 98 100 103 106 109 112 115
92 100 103 105 108 112 115 19 123
94 104 107 [l 114 118 12 121 132
96 109 113 116 12 125 130 135 14]
98 114 118 123 11 133 138 144 150
100 119 124 129 139 14] 147 154 161

Encuentre la tasa de cambio del indice calorifico I con respecto a
cada variable independiente en

a) T=92°F, H=80 b) T=96°F, H=65

Solucion

a)

b)

Utilice la definicidn para encontrar las primeras derivadas parciales
de la funcion dada.
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3.

Solucion

Partiendo de la definicidn se encuentra la derivada parcial en x
4. f(x,y)=3xy*-5x*+3

Solucion

Multiplicando por el conjugado del numerador Derivada parcial en x

f,xy)= 3y? - 10x

Derivada parcial eny

De igual manera, encontramos la derivada parcial en y

Multiplicando por el conjugado del numerador
Encuentre las primeras derivadas parciales de la funcién dada.

5. flxy)=y senx* +x*
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Solucion

f, (x,¥) =y(cos x*)(2x) + 3x* = 2xy(cos x?) + 3x*

f, (xy) = 1(sen x*) + 0 = sen X

6. f(x y)=x*sen(xy) - 3)3

Solucion

f. (x,y) = 2x sen(xy) + cos(xy)yx* - 0 = 2x sen(xy) + X’y cos(xy)

f, (% y)= x2 cos(xy) x — 9y? = x3 cos(xy) — 9y?

7.

Solucion

8. f(xy, z)=3xseny+4x*y*z

Solucion

f.(xy, z)=3seny+12x*y*z
f,(xy,z)=3xcosy +4x* 2yz=3x cosy + 8x° yz

f,(xy,2) =0 +4xy*(1) = 4x° y?
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Solucion

Encuentre las derivadas parciales indicadas.

10.

Solucion

11. f(u, v, w) = wtan(uv); f, (2,0,3)
Solucion
f, (u, v, w) = w sec? (uv)u = uw(sec(uv))?,

luego f, (2,0,3) = 2(3) (sec(0) )* =6

12, , encuentre f,(0,0)

Solucion

Para encontrar f (0, 0) se debe utilizar la definicion, porgue al aplicar
las reglas de derivacion y evaluar f (x, y) en el origen no se puede
concluir nada (verificar).

Partiendo de la definicion general
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Evaluando en el origen se obtiene

Halle todos los puntos donde
13. f(xy)=x*+y*-Xx*

Solucion

Las primeras derivadas parciales son

Tgualando a cero las primeras derivadas parciales se obtiene un sis-
tema de ecuaciones de orden 2 x 2.

(D2x-4x3=0, (2)2y=0

Resolviendo la primera ecuacion en x, obtenemos

y de la segunda ecuacion se tiene que y = 0. Por tanto, los puntos
son

14. f (x, y)= e

Solucion

Realizando un procedimiento similar, tenemos

£ 0o )= (e (-2 = -2xe 7, £ (%)= (7 )(-2y) = ~2ye
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El sistema de ecuaciones es
(1) -2xe*** =0, (2)-2ye* =0

Como la funcion exponencial nunca se anula, se obtiene que la uni-
ca solucion es: x=0yy=0. Es decir, el Unico punto es (0,0).

15. La temperatura en un punto (x,y) en una placa metalica plana esta
dada por ,donde T'se mide en °Cy x ey en metros.

Encuentre la razdn de cambio de la temperatura con respecto a la
distancia del punto (2,1) en (a) la direccidn x y (b) la direccién y.

Solucion

En el problema se pide encontrar las primeras derivadas parciales
de la temperatura en el punto (2,1). Entonces,

Observacion

El signo negativo nos indica que la temperatura en el punto (2,1) en
las dos direcciones esta disminuyendo.

16. Encuentre T donde R es la resistencia total producida por tres
conductores con resistencias R, R, R, conectadas en un circui-
to eléctrico en paralelo estd dada por la formula

Solucion

Inicialmente se reescribe la funcidn R realizando la suma de las
fracciones.
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. entonces

Ahora, se deriva el cociente con respecto a R,

17. El valor de una inversién de 1.000 délares a una tasa r por 5 afios

con una tasa de impuesto de 28% es , donde I
es la tasa de inflacién. Calcule ';—V, 'Z—V y analice cudl de las dos
tasas (inversion o inflacidn) tiene mayor influencia en el valor de

la inversidn.

Solucion

Las razones de cambio de la inversidn con respecto a las tasas de
interés e inflacién estan dadas por

Tiene mayor influencia la tasa de inversidn g—"

T

18. El elipsoide 4x* + 2y? + z2 = 16 interseca al plano y = 2 en una
elipse. Encuentre ecuaciones paramétricas para la recta tan-
gente a esta elipse en el punto (1, 2, 2).

Solucion

Recordando las ecuaciones paramétricas para una recta en el es-
pacio son:
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x=x,+at, y=y, +bt, z=z +ct, donde (x,y, 2,) es un puntode la
recta, que para nuestro ejercicio es (1, 2, 2) y el vector director es
v=ai+ bj+ck.

Puesto que la recta tangente esta en el plano y = 2, entonces la
componente en j del vector director vale cero (b = 0) y para hallar
las componentes en iy k es necesario la pendiente de la recta tan-
gente , que determina los valoresde a y c.

Si , tenemos

Luego, la pendiente de la recta tangente a la elipse dada es:
m

Esta pendiente determina el cociente entre c y a. Es decir, ¢/a = -2
(existen infinitas posibilidades).

Si consideramos, por ejemplo, los valoresde a =1y ¢ = -2, obte-
nemos las siguientes ecuaciones paramétricas x =1+t y =2,
z=2-2t

19. Halle todas las segundas derivadas parciales de la funcién
f(x, y)=ytan 2x

Solucion
Primero se encuentran las primeras derivadas parciales

f. (x,y) =y sec* 2x(2) = 2y sec* 2x, f, & y) = (1)tan2x = tan2x
Ahora, consideremos a f, (x, y) = 2y sec* 2x y se deriva tanto en x
como eny.

f., (x¥) = (2)2y sec2xsec2xtan2x(2) = 8y sec’2xtan 2x,
f, %)= 2sec* 2x
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De igual manera se considera af,(xy)=tan2xy se deriva tanto en
X como en y.

[ xy)= sec® 2x(2) = 2 sec? 2x, f,xy)=0
Obsérvese que las derivadas parciales cruzadas son iguaLesty=fyX

20. Verifique que se cumple el teorema de Clairaut u,=U, para
U(x, y) = xye’

Solucion

Para hallar U, debemos derivar la funcién U con respecto a x y lue-
go el resultado con respecto a y.

U, xy)=()ye=yer — U, (xy)=(1)(e)+ )(e) =e'+ye
Ahora se realizan las derivadas parciales en el orden contrario
U (xy)=x)(1e'+ye) = x(ye’' +ye') — U (xy)=(1)(e+ye) =e'+ye’
Por tanto, se observa que u,=U,

21. Para la funcion f(x, y, z) = xy? 23 — %7 halle las derivadas parcia-
les que se indican

fyy’ fZZ’ fxyy
Solucion
f, &y, 2) = x(2y) 73-e97 (xz) = 2xyz° — xze¥*
Luego,
f, &y 2)= 2x7%— xze¥* (xz) = 2xz° — x* 7> eV*
Ahora,

f,(xy z) =xy* (37*) - e (xy) = 3xy* z* - xye™”
Entonces,

f.. &y, 2) = 3xy* (22) — xye”” (xy) = 6xy* z — x* y* %"
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Finalmente,
f,(xy, z) =y* z* - e% (yz) = y* 2° — yze¥*

Luego,
fo X%y, 2) = 2y73 — (ze™* + yzeY” (xz)) = 2yz° — ze¥” — xyz* eV*

Por tanto,

[y &y 2) = 273 — zeV” (xz) — (xz% 9% + xyz* e¥* (xz))
=273 - 2x7% e¥* - X* yz8 ev*

22.Halle la derivada parcial indicada de la funcién

Solucion

Entonces,

23. Verifique que la funcidn u = eC"*¥*9 sen kx es una solucién de la

ecuacion de conduccion de calor u, =y’ u_

Solucion

Se encuentran las derivadas parciales u,u_

212 22
u= et (-y*k?) sen kx = —y*k?e-r"*" sen kx

212¢ 2p2¢

u =e"rtcos kx k = ke"**°t cos kx

212 212
u, = ket (-sen kx) k = ~k*e""*"* sen kx

Reemplazando en la ecuacion de calor u,= y* u se observa que la
funcidn si es una solucién de la ecuacion.
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24, Verifique que la funcién , sea solucion de la ecua-
cién de Laplace en tres dimensiones u_+u_+u_=0
XX Yy zz

Solucion

Inicialmente se encuentra u_

Luego,

Es decir,

De la misma forma se muestra que

Por tanto,

25. Demuestre que la funcidn z = xe’ + ye* es solucion de la ecuacion
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'

Solucion

Encontremos las derivadas parciales

Ahora,

Ademas,

Finalmente,

Reemplazando en la ecuacidn observamos
ye* +xe¥ = xe¥ + ye*
26. Si a usted le dicen que hay una funcidn f, cuyas derivadas parcia-

les estan dadas por: f, (x, ) =x + 4y, f, (x,y) = 3x-yy cuyas deri-
vadas parciales de segundo orden son continuas, ¢debe creerlo?

Solucion

La afirmacion es falsa, porque por consiguiente se deberfa cumplir
que las derivadas cruzadas fxy xy)=4y fyx (x, y) = 3 deben ser
iguales, lo cual no es cierto.
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27. Sea

Demuestre quefxy (0,0)=-1 yfyx (0,0)=1.

Solucion

Para encontrar las primeras derivadas parciales de f{x, y), se deriva
a fen x ey como un cociente, para todo punto diferente del origen'y
utilizamos la definicion para hallar £(0, 0) y £,(0, 0). Entonces, para
todo (x, y) # (0,0)

Ahora, utilizando la definicion se encuentran £, (0, 0) y £, (0, 0).

Por tanto, se definen f(x, y) yf(x y) dela siguiente forma
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Para haLlarﬁ(y (0,0)) yfyx (0, 0) se debe utilizar nuevamente la de-
finicién
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Calcule las primeras derivadas parciales de la funcién dada.

L f(xy)=y>-3xy 2.f(x t)=etcosx
3.z=(2x+3y)?° 4,

5.f(a, B) =sen acosf 6.f(r,s)=rIn(r*+s?)

7. f(w, t)=te"/t 8.

9. 10. f(x, y) = (3x3 y? - 2xy3)*
11. £ (x.y) = (cos y)" 12. (3 y) =y 5° =

13. 14.

15. f (x, y, z) = xz — 5x?%y3z* 16. f (%, y, z) = In(x+2y+32)

17. f(x, y, z) = xy sen”(yz)

18.f(x, y, z) = ¥ senh 2z — € cosh 2x
19. f(x,y, z) =x3y* z — cot X* + cosh 7
20.f(x y, z) =y senx + x cosz — sen"'yz

21.

22,
23.f(X,y, z) = (cos X)(ser,z)cmy

24.f(x,y,2) =X tan™z

Derivada de funciones de varias variables 165

25.f(xy, z t) =xyz® tan(yt)
26.
27. u =sen(x, + 2x,+ 3x, + -+ nx )

Determine las derivadas parciales indicadas.
28.

29,
30.

3L.f(xy z)=e¥ +In(y + 2); £, (3,0,17), £, (1,0,2), £, (0,0,1)

Usando la definicidn, determinar las primeras derivadas parciales
de la funcion dada.

32. f(xy)=xy*-x*y 33. f(x,y) =xy*-5y+6
34.

Mediante derivacién implicita determine g_iy :_;.

35.x*+y*+ 72 =3xyz 36.x-z=tan'(yz)
37.3x*y* z+ In 2yz* = e¥* 38. 4 senxyz + 2xy* 28 = yz

39.

Determine todas las segundas derivadas parciales de la funcidn dada.
40.f(xy)=x3y°+ 2x"y 41,

42,
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Compruebe que se cumple el teorema de Clairaut, es decir,

£, &) =f, 0%
43.f(x,y) =xsen(x + 2y) 44.

45. 46.

47.f(x,y)=e" cosy +tan'xIny 48.f(x,y) = 3xcoshy -sen™ e*
Encuentre la derivada parcial indicada.

49.f(x y) =33+ X% f.f,,

50.f(xy)=x*cose'; f,, f,,
SL.f(r0)=e"sen®;f,
52. f(x, v, z) = cos(4x + 3y + 2z); for Lo
53.f(xy,2) = tan*(3xy2); f,,. f,,

54.

Determine si cada una de las siguientes funciones es una solucion
de la ecuacion de Laplace. U + u,=0

55. U=x%+ 3xy? 56.
57.U=e*cosy—e” cosx 58.
59.

Demuestre que cada una de las siguientes funciones es una solu-
cion de la ecuacion de onda. U, = a*U_

60. U = sen(kx) sen(akt)

61U= ¢

aZr2—y2
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62. U =sen(x - at) + In(x + at)
63. Sea . Verifigue que
64. Sea w = x%y + y?z + xz%. Verifique que

65. La ley de los gases para una masa prefijada m de un gas ideal
a temperatura absoluta T, presién Py volumen V, es PV = mRT,
donde R es la constante de los gases. Demuestre que:

66.La energia cinética de un cuerpo con masa m y velocidad v es
k= %mvz. Demuestre:

67. La temperatura en cualquier punto (x, y) de una placa delgada

esta dada por la funcién . Si la distan-
cia se mide en centimetros, calcule la tasa de variacion de la
temperatura con respecto a la distancia recorrida a lo largo de
la placa en las direcciones positivas de los ejes x y y, respectiva-
mente, en el punto (3, 1).

68. Calcule la pendiente de la recta tangente a la curva de intersec-
cién de la superficie dada 36x? — 9y? + 422 + 36 = 0 con el plano
x=1enel punto

69. El paraboloide z = 6 — x — x* - 2y? corta el plano x = 1 en una pa-
rabola. Encuentre ecuaciones paramétricas de la recta tangente
a esta pardbola en el punto (1, 2, —4)

70. Determine ecuaciones de la recta tangente a la curva de inter-
seccion de la superficie dada x* + y> + z2=9 conel planoy =2 en
el punto (1, 2, 2)
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71. Suponga que la posicion de una cuerda de guitarra de longitud
L varia de acuerdo con p(x, t) = sen x cos t, donde x representa
la distancia sobre la cuerda, 0 < x < L, y t representa el tiempo.
Calcule o or

dx at

72. Suponga que la concentracidon de algun contaminante en un
rio, como funcidn de la posicidn x, y el tiempo t, esta dada por
p(x, t) = p, (x - ct) e* para las constantes p_0,c,u. Demuestre
que

73.En una reaccién quimica, la temperatura T, la entropia S, la
energia libre de Gibbs G, la entalpia H, se relacionan mediante
G =H-TS. Demuestre que

74, Si , determine £,(0,0)

75. Si , utilizando la definicién deter-
mine f (1,0)

76. encuentre f (0,0), fv (0,0)

Calcu[efxy (0,0) y £,(0,0) si existen

77.

78.

79.
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Seccion 7.2. Plano tangente,
aproximacion lineal, diferenciales

Recordando que, al aproximarse a un punto de la grafica de una fun-
cién en una variable diferenciable, la curva y su recta tangente en
dicho punto tienden a confundirse y podemaos aproximar la funcién
con una funcidn lineal. Este resultado se extiende a funciones dife-
renciables en dos variables.

Esto es, a medida que nos acercamos a un punto de una superficie,
que es la grafica de una funcién diferenciable en dos variables, la
superficie y un plano (plano tangente) tienden a confundirse. Por
tanto, podemos aproximar la funcién mediante una funcién lineal de
dos variables.

Plano tangente

Sean z = f (x, y) una superficie S, donde f tiene primeras derivadas
parciales y p(x, ¥, z,) un punto de S. Sean C, y C, las curvas de in-
terseccion de la superficie S con los planos dados pory =y, y x=Xx,,
respectivamente.

Sean T, y T, las rectas tangen-
tes a las curvas C, y C, en el
punto p. Entonces el plano tan-
gente a la superficie dada por
z=f(x,y) enel punto p(x, y, Z,)
es el plano que contiene las rec-
tas tangentes T,y T,.

Para determinar la ecuacién del plano tangente, partimos del hecho
de que cualquier plano que pasa por el punto p(x, y,, z,) y tiene
como vector normal v = ai + bj + ck tiene una ecuacion de la forma

ax-x)+b(y-y)+c(z-2)=0



170 Introduccidn al célculo en varias variables

Entonces, despejando se tiene

Si la ecuacién anterior representa el plano tangente en p, entonces
la interseccion del mismo, con el plano y = y, debe ser la recta T,.
Sustituyendo, se obtiene

Pero en la seccién anterior se vio que la pendiente de la recta tangen-
te T, esta dada por f, (x,,,). Por tanto, tenemos que

De igual forma, si se intersecta con el plano x = x,, obtenemos

Donde, de forma similar se llega a que

Entonces, la ecuacion del plano tangente a una superficie z = f(x, y),
en el punto p(x, 5, 2,), estadada

Z-2Z, =fx (Xo'yo )(X_Xo) +fy (Xo,yo) (y_yo)
EJEMPLO
Encuentre la ecuacion del plano tangente a la superficie

en el punto (1, -1, 1).

Solucion

Las primeras derivadas parciales son
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Luego,

Por tanto, reemplazando los valores se obtiene

z-1=-1x-1)+2@y-(1)—z-1==x+1+2y+2 —
Z=-X+2y+4

Observacion

Mas adelante se observara que el plano tangente a una superficie
en un punto es aquel plano que contiene todas las rectas tangentes
a las curvas que se encuentren en la superficie y pasen por el punto
indicado.

Aproximaciones lineales

LLa ecuacidn del plano tangente a la superficie z = f(x, y) en el punto
(xp Yo f(xp¥,)) €5

z2=f(xpY,) +f, Xy ) x=x) + f (%, 5) (V- y,)
La funcidn lineal cuya grafica es el plano tangente dado, es decir,
L(xy)=f(xpy)) + f, Xy ) (x = x)) + £ (x5, ) 0V = y,)
Se denomina “linealizacién de fen (x, y,)" y la aproximacion
f&Y) =fxpy )+ f oy )(x=x) + £, (x,, 7)) O~ ,)

Se llama “aproximacion lineal de fen (x,y )"
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EJEMPLO

Encuentre la linealizacion y aproximacién lineal de la superficie
dada por en (1,-1, 1).

Solucion

En el ejemplo anterior se encontré la ecuacion del plano tangente
a la funcién dada en dicho punto. Por tanto, la linealizacion de fen
(1,-1) esL(x,y) =—x+ 2y +4 y la aproximacion lineal

Observacion

Al inicio de la seccidn, se dijo gue se quiere extender la interpreta-
cion geométrica de las funciones de una variable diferenciable, a
funciones en dos variables diferenciables. Por lo tanto, hay que defi-
nir el concepto de diferenciabilidad para funciones en dos variables.

Definicidon (diferenciabilidad)

Una funcion z = f(x, y) es diferenciable en (x,, y,), si 4z se puede
expresar en la forma

Az =f, (Xy Y )AX + f, (X0, Y )Ay + €, Ax + e Ay.

Donde €, €, = 0 cuando (4x, 4y) — (0,0).

Observacion

Az representa el incremento en z cuando f cambia de un punto
(x,y,) a otro punto (x,+ 4x, y +4y) y Ax, Ay son los incrementos en
x ey, respectivamente.

Si una funcién f de dos variables es diferenciable en un punto
(x,, ¥,). significa geométricamente que la superficie z = f(x, y) y el
plano tangente en dicho punto tienden a confundirse.
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A veces es dificil utilizar la definicién para mostrar que una funcién
fde dos variables es diferenciable. Por tanto, el siguiente resultado
proporciona una herramienta facil de usar.

TEOREMA

Silas derivadas parciales f (x,y) y f,(xy) existen cerca de (x,,y,) Y
son continuas en (x,, y,), entonces fes diferenciable en (x,, y,).

EJEMPLO
Demuestre que f(x,y) = e* cosxy es diferenciable en (0, 0).
Solucidn

Las derivadas parciales de fson

f,(x,y) =€ cosxy - ye* senxy,luego f (0,0) =1
f, (x,y) = —xe* sen xy, entonces f (0,0) =0

Tanto f,(x, y) como f, (x, y) son funciones continuas en (0, 0), de
modo que fes diferenciable en (0, 0).

Diferenciales

Recordando, para una funcidn de una variable y = f (x), si considera-
mos el diferencial dx como una variable independiente, entonces, el
diferencial dy se define como

dy = f’(x)dx

En la siguiente figura se muestra la relacion entre el incremento 4y
y el diferencial dy
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Ay representa el cambio en altura que sufre la curva cuando x
cambia en un valor 4x.

dy representa el cambio en altura que sufre la recta tangente
cuando x cambia en un valor dx = 4x

Si Ax es muy pequefio, entonces Ay = dy

Definicidn

Para una funcidn de dos variables z = f (x, y), definimos los diferen-
ciales dx y dy como variables independientes. Entonces, el diferen-
cial dz (diferencial total) se define

Considerando dx =Ax=x-x, y dy =4y =y -y, , entonces el dife-
rencial dz es

dz=f, (7, )~ %) + £, (% Y - ¥,)

Por tanto, en la notacién de diferenciales, la aproximacion lineal se
expresa.

fy) = fx,y,) +dz.

En la siguiente figura se muestra la interpretacién geométrica del
diferencial dz y el incremento Az. Donde: Az representa el cambio
en altura que sufre la superficie cuando (x, y) cambia del punto
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(x,,y,) al punto (x,+4x,y,+ 4y), dz representa el cambio en altura que
sufre el plano tangente cuando x cambia un valor dx = Ax y y cambia
un valor dy = Ady. Ademas, Si 4x y Ay son muy pequefios, entonces
Az = dz

Observacion

LLa aproximacidn lineal, la diferenciabilidad, y los diferenciales se de-
finen de manera semejante para funciones de mas de dos variables.
Para el caso de una funcidn de tres variables tenemos:

Aproximacion lineal

fxy,2) =flx, ¥y 2)) + f (X Yy 2)(x=X) + f, (X0, ¥y 2) Y = y) +
fz (Xo'yo’ Zo)(z - Zo)

Donde la parte derecha es la linealizacion L(x, y, z).

Diferenciabilidad

Una funcion f de tres variables es diferenciable en (x,, y,, z,) Si
Aw = fX (XO, Yo ZO)AX + }; (XO, Vo ZO)Ay + fz (xo, Yy ZO)AZ +g Ax+e, Ay +¢, Az
Donde ¢, €, &, — 0 siempre que (4x, 4y, 4z) — (0, 0, 0).

La diferencial dw
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A continuacidn, se enuncia un resultado que se cumple para fun-
ciones diferenciables en una variable y se extiende a dos o0 mas
variables.

TEOREMA

Si f es una funcidn de dos variables diferenciable en un punto
(X, ¥,), entonces fes continua en (x,, y,).
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Ejercicios complementarios

Encuentre la ecuacién del plano tangente a la superficie dada en el
punto especificado.

1. z=sen(x+y),(1,-1,0)

Solucion

Las primeras derivadas parciales de fen (1, -1) son:

Por tanto, la ecuacion del plano tangente esta dada por
z-0=1(x-1) + 1(y + 1), simplificando se tiene z=x+y

2. z=¢"1ny, (3,1,0).

Solucion

Por tanto, la ecuacion del plano tangente esta dada por:
z-0=0x-3)+e(y-1)—>z=¢€y-¢

Expligue por qué la funcién es diferenciable en el punto dado. Ade-
mas, encuentre la linealizacién L(x, y) de la funcién en ese punto.
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3. f(x,y)=¢e* cosxy, (0,0)

Solucion
Las primeras derivadas parciales de fson:
f,(x,y) = e cos xy - ye* senxy, fy (x,y) = —xe* senxy
Por lo tanto, f, (0,0) =¢€® cos 0 = 1£,(0,0)=0.
Puesto que f, (x,y) y fy (x, y) existen y son continuas en (0, 0), en-

tonces, fes diferenciable en (0, 0). Ademas, f{0, 0) = €e° cos 0 =1,
entonces L (x,y) estd dada

L (xy)=£(0,0) +f (0,0)(x-0) + £ (0,0)(y - 0)
Lxy)=1+1x-0)+0(y-0)=x+1

4, f(x,y)=tant(x+2y),(1,0)

Solucion

Similar al ejercicio anterior se muestra que f, (x, y) S, (%) existen
y son continuas en (1, 0)

Las primeras derivadas parciales de la funcion fen el punto (1, 0) son:

Ademas, . Por tanto, la linealizacion esta
dada por
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Encuentre la aproximacién lineal de la funcidn dada en el punto in-
dicado y utilicela para aproximar el nimero dado.

5. f(x,y)=In(x —3y)en (7, 2), aproximar f(6.9,2.06).

Solucion

Se encuentra la linealizacién L(x,y) en (7, 2)

f(72)=In(7-6)=0

Sustituyendo, se tiene,
L(xy)=0+1(x-7)-3(y-2)=x-3y-1

Entonces, la aproximacion lineal de la funcidn es

In(x-3y) =x-3y-1

Por tanto,

f(6.9,2.06) ~ 6.9 -3(2.06)-1=-0.28
6. en (3,2,6) aproximar f(3.02,1.97,5.99).
Solucion

Haciendo un proceso similar, tenemos:
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Sustituyendo, obtenemos,

Entonces, la aproximacion lineal de la funcidn es

Por tanto,

Encuentre el diferencial de la funcién
7. z=xy’ >dz=f (x y)dx +f (x,y)dy = 2xy* dx + 3x* y* dy
8.

9.

10.w=xsenyz
=senyz dx +x cosyz(z) dy + x cos yz(y) dz
dw = senyz dx + xz cos yz dy + xy cos yz dz.

11.Si z=5x*+y? y (x,y) cambiade (1,2) a(1.05,2.1), compare los
valores Az y dz.
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'

Solucion

Az =f(x+Axy + Ay) - f(x,y), donde (4x = dx = 0.05) y (4y =dy =0.1)
Az =f(1.05,2.1) - f(1,2) = [5(1.05)2 +(2.1)2] - [5(1)% + (2)?]
Az=9.9225-9=0.9225.

Ahora se encuentra dz,

dz=f (x y)dx +fy (x,y) dy = 10xdx + 2ydy
dz =(10) (1)(0.05) + (2)(2)(0.1) = 0.9

Observe que 0.9225 = 0.9

12.Siz=x*-xy + 3y2 y (x, y) cambia de (3,-1) a (2.96, -0.95),
compare los valores 4zy dz.

Solucion

Az =f(x+Axy + Ay) - f(x,y), donde (4x = dx=-0.04) y (Ay =dy = 0.05)
Az =f(2.96,-0.95)-f(3,1)

Az =[(2.96)*-(2.96)(-0.95) + 3(-0.95)*] - [(3)*- (3)(-1) + 3(-1)?]
Az=14.2811-15=-0.7189

El diferencial total es

dz=f (x,y)dx + f (x,y)dy = (2x - y)dx + (=x + 6y)dy
dz=(2(3) - (-1))(-0.04) + (-3 + 6(-1))(0.05)
dz=-0.28 - 0.45 =-0.73

Observe que 0.7189 = -0.73

13. La longitud y ancho de un rectangulo son 30 y 24 cm, respec-
tivamente, con un margen de error en la medicién de 0.1 cm
en cada dimensidn. Utilice diferenciales para estimar el maximo
error en el area calculada del rectangulo.
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Solucion

La funcién que determina el area del rectangulo de lados x y y
esta dada

Sustituyendo los valores x = 30, y=24, dx = dy = 0.1, se tiene
dA = (24)(0.1) + (30)(0.1) = 5.4 cm?.
14. L as dimensiones de una caja rectangular cerrada son 80,60 y
50 cm, respectivamente, con un posible error de 0.2 cm en cada

dimensidn. Utilice diferenciales para estimar el maximo error en
el drea calculada de la caja rectangular.

Solucion
El &rea superficial de una caja de lados x, y, y ,z estd dada
S(x,y,2z) =2xy + 2xz + 2yz

El diferencial dS esta dado

= (2y + 22)dx + (2x + 2z)dy + (2x + 2y)dz
Remplazando los valores x=80,y =60,z=50,dx=dy=dz=0.2
dS = (120 + 100)(0.2) + (160 + 100)(0.2) + (160 + 120)(0.2) = 152 cm?.
15. Utilice diferenciales para estimar la cantidad de estafio en una

lata cerrada con diametro de 8 cm y altura de 12 c¢m, si la lamina
tiene un grosor de 0.04.
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Solucion

El volumen de un cilindro circular recto de radio (E) y altura h esta dada
2

Sustituyendo datos r=4 cm, h=12 cm,dr=0.04y dh =0.04 + 0.04 = 0.08
dV = 2m(4)(12)(0.04) + m(4)? (0.08) =~ 16.08 cm?®.

16. Se pinta una franja de 3 pulgadas de ancho, como frontera al-
rededor de un rectangulo, cuyas dimensiones son 100 por 200
pies. Utilice diferenciales para aproximar el nimero de pies cua-
drados de pintura en la franja.

Solucion

El area del rectangulo de lados x,y y esta dado

Remplazando los valores x = 100, y = 200, dx = dy = 223 = i Se

. 12
obtiene

17. Utilice diferenciales para estimar la cantidad de metal en una
lata cilindrica cerrada que mide 10 cm de alto y 4 cm de diame-
tro, si el metal de la tapa y del fondo tienen 0.1 cm de grosor y el
metal de los costados tiene un grosor de 0.05 cm.

Solucion

EL volumen del cilindro circular rector de radio y altura h
esta dado.
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Sustituyendo los datos r=2 cm (2), h=10cm,dr=0.05,dh=0.2
(2 tapas) 2
dV = 2m(2)(10)(0.05)+ m(2)? (0.2) ~ 8.8 cm®.

18. Cuatro nimeros positivos, cada uno menor de 50, se redondean
a una cifra decimal y luego se multiplican. Utilice diferenciales
para estimar el maximo error posible en el producto calculado
como resultado del redondeo.

Solucion

Sia, b, ¢, d son los cuatro nimeros positivos, menores que 50, en-
tonces la funcidon producto esta dada

Entonces,
dP = (bce)da + (ace)db + (abe)dc + (abc)de

Donde los cuatro productos (bce), (ace), (abe) y (abc) son nimeros
menores que (50)3= 125000 (porque cada numero es menor que
50) y el maximo error al redondear a una cifra decimal en cada uno
de los cuatro nimeros es 0.05, entonces

da =db =dc=de=0.05.

Por tanto, dP < (125000)(0.05) + (125000)(0.05) + (125000)(0.05) +
(125000)(0.05)

dP < 4(125000)(0.05) = 25000

19. Demuestre que la funcién f (x, y) = xy — 5y? es diferenciable,
calculando los valores ¢, y €, que satisfacen la definicion.
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Solucion

Recordando: una funcidn fes diferenciable en todo punto del plano si

Az =fx (x, y)Ax +fy (x, y)Ay + £, Ax + g, Ay
Donde &, £,~0 siempre que (4x, 4y) - (0,0)

Partiendo de la definicion de 4z, tenemos

Az=f(x+Axy+4y) - f(xy) = [(x+Ax)(y + Ay) =5 (y + 4y)* | - [xy - 5¥°]
Az = xy + xAy + yAx + AxAy — 5y? - 10yAy — 54y — xy + 5)2.

Az = (y)Ax + (x — 10y)4y + AxAdy — 54y

Simplificando y agrupando términos

Az = (y)Ax + (x - 10y)4y + (Ay)Ax + (-54y)Ay.

Donde, fX xy) =y,]; (x,¥) =x-10y, g =4y¢,= -54y
Obsérvese que si 4y — 0, entonces ¢, £, 0. Por tanto, queda de-
mostrado que f{x, y) es diferenciable en todo punto del plano.

Observacion

Para funciones en una variable se tiene que f es diferenciable en
X, 0 que ftiene derivada en x, son equivalentes. Este hecho no se
extiende a funciones de dos o mas variables como se aprecia en el
siguiente ejercicio.

20.

Demuestre que £, (0,0) vy £, (0, 0) existen, pero que f no es diferen-
ciable en (0, 0).
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.y

Solucidn
Para hallar £, (0,0) y £, (0,0) sedebe utilizar la definicién. Entonces,

Luego, £, (0,0)=0yf (0,0)=0
Para demostrar que f (x, y) no es diferenciable en (0, 0) se debe

mostrar que f(x, y) no es continua en (0, 0). Es decir, debemos pro-
bar que no existe el limite

Utilizando trayectorias diferentes podemaos observar que la funcién
ftiende a valores diferentes.

Trayectorias: y = mx, m # 0 (rectas que pasan por el origen)

Derivada de funciones de varias variables 187

Ejercicios propuestos

Determine la ecuacion del plano tangente a la superficie dada en el
punto especificado.

l.z=4x2-y*+2y,(-1,2,4) 2.z=sen (x+Yy), (1,-1,0)
3.z=¢9 Iny,(-2,1,0) 4,z= e”‘z’yz,(l, 1,e?)

5. 6.

7. 8.

9.z=ycos (x-y), (222)

Explique por qué la funcidn fes diferenciable en el punto dado. Lue-
go determine la linealizacion L(x, y) de la funcién en ese punto.

10.

11.

12. f(x,y) =e™ cosy, (m,0)

13.

14.

Verifique la aproximacion lineal en el punto dado.
15.

16.

17.
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18. sen x cosy = —x, (0,m)

19. xe” - 4x = - 3x, (2,0)

Calcule la aproximacion lineal de la funcién en el punto dado.
20.

21.

22. f(x,y) = xe¥* + 3y%,(0,1)

23.f(x,y,z) =senyz*+xz, (-2,0,1)

24,

25. f(x,y, z, w) = xyw*— 7%, (3,1,0,-2)

26. f(x,y,z,w) = cos xyz — x* w3, (-1,4,0,2)

27. Calcule la aproximacion lineal de la funcion
en(2,1)yconellaaproximef(1.95,1.08)

28. Calcule la aproximacion lineal de la funcidn f(x,y) = In (-3x + 20y)
en (7,2) y con ella aproxime f(6.89,1.96)

29. Calcule la aproximacion lineal de la funcion

en (3,2,6) y con ella aproxime
£f(3.02,1.97,5.99)

Determine la diferencial de la funcion.

30.z=x* In ()¥) 3l.m=p°¢

32.f(x,y)=x>-x*y + 3)? 33.
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34.R=af* cosy 35.z=ye*-3xy
36. 37.
38.w=x*yz* +senyz 39.w=¢ cosx+7*

Si la funcion dada cambia de (1,2) a (1.05,2.01), compare los valo-
resdedzy dz

40.z=5x"+y* 41.z=9-x*-)*
42.z=xseny 43. 7 =xe’

44| os catetos de un tridngulo rectangulo miden respectivamente
20 y 34 ¢m, con un error maximo en la medicién de 0.1 cm en
cada una de las dimensiones. Utilice diferenciales para estimar
el error maximo en el area calculada del triangulo.

45, Use diferenciales para estimar la cantidad de estafio en una lata
cerrada cuyo radio es 3 cmy altura 15 c¢cm si el estafio tiene 0.02
de espesor.

46. Alrededor de un rectangulo de 80 por 220 pies, hay pintada una
franja de 6 pulgadas de ancho, que sirve como limite. Emplee
diferenciales para aproximar la cantidad de pies cuadrados de
pintura en la franja.

47. Si R es la resistencia total de tres resistores, conectados en pa-
ralelo con resistencias R, R,, R,, entonces

Si la resistencia se mide en ohm como R, = 250, R, = 40Q, R,= 500
con un error posible de 0.5% en cada caso, estime el error maximo
en el valor calculado de R.
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48.Un modelo para el area superficial de un cuerpo humano estd
dado por S =0.109w*?> h°725 donde w es el peso (libras), h es la
altura (pulgadas), y S se mide en pies cuadrados. Si los errores
en la medicién de wy h son de 2%, use diferenciales para esti-
mar el maximo error porcentual en el area superficial calculada.

49,Una topdgrafa desea determinar el drea de cierto campo. Ella
mide dos lados adyacentes, obteniendo a = 500 pies y b = 700
pies, con un error maximo posible de 1 pie en cada medicién. Ella
determina que el angulo entre estos dos lados es 8 = 30°, con
un error maximo posible de 0.25°. EL campo es triangular. Utilice
diferenciales para estimar el maximo error posible en el calculo
del area de este campo.

50.Una compafiia va a manufacturar 10000 cajas de madera ce-
rrada con dimensiones de 3,4 y 5 pies. El costo de la madera
gue va a ser usada es de 5 centavos por pie cuadrado. Si las
maquinas que usan para cortar las piezas de madera tienen un
posible error de 0.05 pies en cada dimensidn, encontrar aproxi-
madamente, usando diferenciales, el maximo error posible en la
estimacién del costo de la madera.

51. Suponga que el lector necesita saber una ecuacion del plano
tangente a la superficie S en el punto p(2, 1, 3). No tiene una
ecuacion para S pero sabe que las curvas

ri(®=02+3t)i+(1-¢7) j+(3-4t+t?) k
r,(w=0+v?)i+Q2u*-1) j+Q2u+1) k

Se encuentran ambas en S. Determine una ecuacién del plano tan-
gente en p.

Demuestre que la funcidén dada tiene primeras derivadas parciales
en el origen, pero fno es diferenciable en dicho punto.

52,

Derivada de funciones de varias variables 191

53.

54.

55. Demuestre que fes diferenciable en (0,0,0)
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Seccion 7.3. Regla de la cadena
y derivacion implicita

En el curso de calculo diferencial se trabajé la regla de la cadena
para funciones en una variable fy g diferenciables, donde establece
que

El propdsito de esta seccién es extender la regla de la cadena a fun-
ciones de varias variables, la cual toma formas ligeramente diferen-
tes, dependiendo del nimero de variables independientes. Debemos
tener en cuenta que estas variaciones son de la ya conocida regla de
la cadena para funciones de una sola variable.

Un primer caso corresponde a una funcion de dos variables f (x, y)
diferenciable en x e y, y a su vez suponer que x ey son funciones
diferenciables en una variable t.

TEOREMA

Sea z = f(x,y) una funcién diferenciable en x e y. Si x=g(t),y = h(t)
son funciones diferenciables en t, entonces f es diferenciable en t,
donde

EJEMPLO

Usar la regla de la cadena para hallar dz _de la funcién
dt

Derivada de funciones de varias variables 193

Solucion

Las derivadas parciales de fcon respecto a x ey, y las derivadas de
x ey, en testan dadas por

Reemplazando, se obtiene

Sustituyendo las funciones x ey

Por tanto,

En un segundo caso, se puede considerar que las dos variables inde-
pendientes x e y son funciones diferenciables en otras dos variables.

TEOREMA

Sea z = f (x, y) una funcion diferenciable en x e y. Si x = g(s, t),
¥y = h(s, t) son funciones diferenciables en sy ¢t, entonces

EJEMPLO

Use la regla de la cadena para hallar a_zy 9z donde
ds ot

f(x,y)=¢eY x=3ssent, y=4st
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Solucion

Similar al ejemplo anterior se tiene

Por tanto,

Expresando en términos de sy t, se obtiene

Sustituyendo las funciones x e y, se tiene

Ahora, se puede extender la regla de la cadena a funciones en “n
variables”, donde cada una de las “n variables" son funciones dife-
renciables, en “m variables".
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TEOREMA

Seau=f(x, x,, .., x ) una funcion diferenciable en x,, x,, ..., x_, donde
x,es una funcion diferenciableent,, t,, .., t_,paratodoi=1,2,3,..,n
Entonces

Paratodoj=1,2,3,...m

Derivacion implicita

En el curso de calculo diferencial se estudié un procedimiento para
hallar la derivada 22 de una funcién implicita (es decir, aquella fun-
cién f que no se puede expresar como: y = f (x)). En esta seccidn,
inicialmente, se abordara el mismo problema, utilizando derivadas
parciales y, luego, se extiende el tema a funciones de dos y mas
variables.

Supdngase que F(x, y) = 0, define implicitamente a y como funcién

diferenciable en x. Utilizando la regla de la cadena para funciones de
varias variables y considerando a x como variable interna, se obtiene

Puesto que #* = 1, entonces
dx

EJEMPLO

Encuentre 4v de la funcién x sen x2y + e¥* = 3y?
dx
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.y

Solucion

Transponiendo todos los términos al lado izquierdo de la ecuacion,
se considera a F como

F(x,y) = x sen x*y + e¥’~ 38
Las derivadas parciales de F con respecto a x e y son

y

Por tanto,

Supongamos que F(x, y, z) = 0 define implicitamente a z como fun-
cién diferenciable en x e y. Entonces, se pueden hallar las derivadas

parciales g_zy 9z ysando la regla de la cadena. Esto es,
x 6y

Puesto que 9% _ 9 _ o, entonces
1 0
dx dax

Ahora,

Puesto que 2% — g y & _ 1, entonces
ay dy

EJEMPLO

Encuentre 22 y 92de la funcidn 3yz% — e** cos 4z - 3y* =4
dx ay
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1%

Solucion

Considerando F(x, y, z) = 3yz? — e* cos 4z — 3y* — 4, entonces sus
primeras derivadas parciales estan dadas

Por tanto,

Observacidn

De forma natural se puede extender la derivacién implicita a funcio-
nes de tres o mas variables.
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Ejercicios complementarios

Use la regla de la cadena hallar 4z o 4%
dt dt

1. Xx=¢e¥, y=e?

1%

Solucion

Las primeras derivadas parciales de z con respecto ax ey, y la deri-
vadadexeyen tson

Por tanto,

Sustituyendo las funciones x ey, se obtiene

2. w=xe?, x=t}, y=1-t, z=1+2t

1%

Solucion

De igual forma se hallan las primeras derivadas parciales de w con
respectoax yyz ylasderivadasdex yyzent.
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Entonces,

Utilice la regla de cadena para hallar
3. z=tan? (2x+y), x=5% y=sint

Solucion

Al igual que en los ejercicios anteriores se obtiene:
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Por tanto,

4, z=eY tany, x=s+2t, y=s/t

Solucion

De igual forma se tiene

Por tanto,
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5. Utilice la regla de la cadena para hallar las derivadas parciales
indicadas

Solucion

Entonces,

Por tanto,
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6. La temperatura en un punto (xy) es T(xy), medida en grados
Celsius. Uninsecto se arrastra de modo que su posicién después
de t segundos esta dada por , ,dondexyy
se miden en centimetros. La funcidn de temperatura satisface
T,(23)=4yT,(2,3)=3.;Conqué rapidez esta subiendo la tem-
peratura en la trayectoria del insecto después de 3 segundos?

Solucion

Se observa que la temperatura T es una funcidn de dos variables y
cada una de ellas depende del tiempo, entonces

Si t =3 segundos, entonces x =2 cm, y = 3 cm. Ademas,

Por tanto, reemplazando los datos se tiene

grados Celcius/segundo

7. Laproduccion de trigo W, en un afio dado, depende del promedio
de temperatura Ty la cantidad de lluvia anual R. Los expertos
estiman que el promedio de temperatura esta subiendo a razén
de 0.15 °C/afio y la lluvia esta decreciendo a razdén de 0.1 cm/
afio. También estiman que en Los niveles actuales de produccién
se tiene

(a) ¢Qué representan los signos de estas derivadas parciales?
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Solucion
ow

La primera derivada parcial 55 NOS indica que la produccién de tri-
go disminuye con respecto a (a temperatura y la segunda derivada
parcial 2 indica que la produccién de trigo aumenta con respecto a
la cantid&d de Wuvia.

daw

(b) Estime la razén de cambio actual de la produccion de trigo ar

Solucion

Por tanto,

8. El voltaje V en un circuito eléctrico sencillo estd decrecien-
do lentamente a medida que se consume la baterfa. La re-
sistencia R estd aumentando lentamente a medida que
se calienta el resistor. Utilice la Ley de Ohm V = IR, para ha-
llar cédmo estd cambiando la corriente I en el momento que

Solucion

En el momento en que
R=400Q e 1=0.08 4, entonces V= (400)(0.08) = 32V.

Partiendo de la funcién j = Yy utilizando la regla de la cadena para

hallar €1, se obtiene R
dt
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Remplazando los datos se encuentra

9. Siz=f(x,y)donde x=rcos0 y y=rsen 8, demuestre

Solucion

Se encuentra g_z y %uti[izando la regla de la cadena.
T

Partiendo del lado derecho de la ecuacién se obtiene
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10.Siz = f(x-y)), demuestre que

Solucion

Se parte de la sustitucién u = x — y y utilizando la regla de la cadena
se encuentran 2z y g_z_
X

a y

Por tanto,

11.Si z=f(x,y), donde x=s+t,y=s-t demuestre que

Solucion

Se encuentra 92y z_z. usando la regla de la cadena,
a t

5

Por tanto,

Utilice las derivadas parciales para hallar Z_}'
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12.y° + 3x2 y* + 5x* =12

Solucion Y
Considerando F(x, y) = y° + 3x? y* + 5x* -12, se encuentran sus pri-
meras derivadas parciales. Esto es, 15.In (x +yz) =1+ xy? 2
Solucion
Por tanto, Sea F(x, y, z) = In (x + yz) — xy? z* — 1. Entonces

13. cos (x —y) = xe’

Solucion
Por tanto,

Sea F(x, y) = xe” — cos (x - y). Por tanto

Luego,

Use derivadas parciales para hallar 2z 'y g_z
ax Yy
14.xyz=cos (x+y +z)

Solucion

Si F(x,y, z) =xyz — cos (x +y + z), entonces

Por tanto,
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Ejercicios propuestos

Use la regla de la cadena para hallar 420 4w
dt dt
1. z=Xy+xy*, x=2+th, y=1-¢8

2.

4. z=xIn (x+2y), x=sent, y=cost

5. z=ye*+xe’, x=cost, y=sent

6. z=Inxy+)y? x=¢', y=e*

7. w=ye’*, x=1+2t, y=t}, z=1-t

8. w=xy+yz’ x=¢', y=e‘sent, z=¢€' cost
Utilice la regla de la cadena para hallar g_z y %
9. z=x’+xy+y? Xx=s5+2t y=st

10.

11.

12.

13.z=senrtan B, r=3s+t, f=s-t

14.z=sen' (3x+y), x=r’¢’, y=senrs
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Utilice la regla de la cadena para hallar las derivadas parciales in-
dicadas.

15. cuando

16.

17. cuando
s=0,t=1

18. cuando

19. cuando

20.

21.Sean u =3xy-4y? x=2se’, y=re* Calcule ﬁ: en dos formas:
ar
a) Primero exprese u en términos de ry s.
b) Emplee la regla de la cadena.

22.Sean u =9x* + 4y?, x=rcos 0, y=rsen 6. Calcule 22« en dos
formas: ar?
a) Primero exprese u en términos de rys.
b) Emplee la regla de la cadena.

23.La demanda de cierto producto es Q(x, y) = 200 — 10x* + 20xy
unidades por mes, donde x es el precio del producto y y el precio
de un producto competidor. Se estima que dentro de t meses el
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precio del producto serd x = 10 + 0,5t délares por unidad mien- 28.El radio de un cono circular recto esta creciendo a razén de

tras que el precio del producto competidor sera y = 12,8 + 0,2t2 mientras que su altura esta decreciendo a razén de

délares por unidad. ;A qué razén cambiara la demanda del pro-

ducto con respecto al tiempo dentro de 4 meses? . ¢Cudl es la razén de cambio del volumen cuando el ra-
24, Suponga gue el capital y el trabajo de una determinada com- dio es de 120 pulg y la altura es de 140 pulg?

pafifa varfan en el tiempo de la siguiente forma k(t) = 2t

I(t) = 2t + 5. Si dicha firma tiene una funcion de produccion 29.La longitud I, el ancho w, y la altura h de una caja cambian

Q(k, I) = kI*>. Determine a qué tasa cambia la produccién con el con el tiempo. En cierto instante, las dimensiones son I =1 m,

tiempo. w=h=2m,lywaumentan a una razén de 2? mientras h esta

decreciendo a una razon de 3?. Halle la razén de cambio de las

25. La longitud x de un lado de un tridangulo esta aumentando a ra- siguientes magnitudes en este instante:

zén de 3 P4, a longitud y del otro lado estd disminuyendo a a) Elvolumen.

: b) La longitud de una diagonal.
razon de o pulg, y el dngulo 8, comprendido entre los dos lados, c) Elarea superficial.
5
estd creciendo a razén de 0,05 7%¢. Con razén estd cambiando el 30.La presion de 1 mol de un gas ideal estd aumentando a razon de

5

y la temperatura esta subiendo a razén de 0.15%. Utilice
la ecuacidn PV =8.31 T para hallar la razén de cambio del volumen
cuando la presidn sea 20 kPa y la temperatura sea 320 K.

area del triangulo cuando

26. La temperatura T de una placa metdlica en T(x, y) = e*~ 3 grados.
31. El auto A se desplaza hacia el norte por la carretera 16 y el auto

Un escarabajo camina hacia el noreste a razén de (es de- B viaja hacia el oeste por la carretera 83; cada uno se aproxima
al cruce de estas carreteras. En cierto momento, el auto A estd

cir, ). Desde la perspectiva del escarabajo, ¢cémo cam- a 0.3 km del cruce y viaja a 90%™ mientras que el auto B est4 a
0.4 km del cruce y viaja a 80 ¥™."; Cuél es la razdn de cambio de

bia la temperatura con el tiempo cuando este cruza el origen? la distancia entre los autos en'ese momento?

27. La temperatura en grados Celsius de una region en el espacio Use derivacion implicita para hallar v
estd dada por T(x, y, z) = 2x* — xyz. Una particula se mueve en ax
esta regidn y su posicidn en el tiempo t estad dada por x = 2¢%, 32.)5+3x2y? - 4x3y? =15y + 7

y=3t,z=-t% donde el tiempo se mide en segundos y la distancia
en metros. ;Con qué rapidez cambia la temperatura experimen-
tada por la particula, en grados Celsius por segundo, cuando la 34.2X% +3xy° =5

particula esta en el punto p(8, 6, -4)? 35.xcosxy +ysenxy =1

33.x* +y*=8xy

36.cos (x+y) =y senx
37.sen (x-y) =ye* + xe¥
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Use la derivacion implicita para hallar giy g_z
X y

38.xy° +yzt+x*z=3

39.3x2 +y? + 22 -3xy +4xz-15=0

40.z = (x* + y*) sen xz

41.ye¥* cos3xz=5

42.ze” + 2xe¥ — 4ev = 3

43.xe’ +yz + ze¥=0

44.In (X2 +yz*) =1 +xy?

45.7 = (x* + y*) sen xz

46.Si f es una funcion diferenciable de la variable u, considere

u = bx - ay. Demuestre que se cumple que z = f (bx — ay) satisfa-
ce la ecuacion , donde a y b son constantes.

47.Siu=f(x y) v v=g(xYy) entonces las ecuaciones y
se denominan ecuaciones de Cauchy-Riemann. Demues-
tre gue las ecuaciones de Cauchy-Riemann son satisfechas si

48.Siu=f(x,y),dondex=e‘cost y y=e°sent, demuestre que

49.Siu =f(xy)) donde x=e°cost yy = e’ sen t, demuestre que

50.Siz=f(x y), donde x=rcos 0,y =rsen 8, demuestre que
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Seccion 7.4. Derivada direccional

Recordando que las derivadas parciales de una funcién fde dos va-
riables f(x y) y£x ) miden la razén de cambio o la pendiente de
una recta tangente en direccidon del eje x y el eje y; el objetivo de esta
seccion es estudiar la razon de cambio de f en cualquier direccién
(derivada direccional). Pero antes de definirla, se necesita tratar un
vector muy importante (vector gradiente).

Definicidn

Si fes una funcién de dos variables x,y, entonces el gradiente de fes
la funcidn vectorial Vfdefinida por

Si fes una funcion de tres variables x, y, z, entonces el gradiente de
festa dado

EJEMPLO

Encuentre el gradiente de f
1. f(xy)=xe¥

Solucion

Aplicando la definicidn se tiene

2. f(xy,z)=xzsen (x+y+2)
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.z

Solucion

Por definicidn se obtiene

Propiedades del operador gradiente

TEOREMA

Sea funa funcion de dos o tres variables. Entonces

A continuacion se define la derivada direccional de una funcion f
Definicidn

Sean funa funcién de dos variables y u un vector unitario. Si el limite

Existe, luego D, f{p) se denomina “derivada direccional de fen p en
la direccidén del vector u".

La interpretacidon geométrica del concepto nos afirma que el vec-
tor u determina una recta L que contiene al punto (x,, y,). El plano
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que contiene a L y es perpendicular al plano xy corta a la superficie

z=f(x,y) enunacurva C. La recta tangente a la curva C en el punto

(xp Yy f1x,,¥,)) tiene como pendiente D, f(x,, y,).

Otra interpretacion Util es que mide la razén de
cambio de fcon respecto a la distancia recorrida en la direccion u.

A continuacion, se enuncia la relacion que hay entre los dos concep-
tos de esta seccion.

TEOREMA

Sean funa funcién diferenciable en el punto p y u un vector unitario.
Entonces

EJEMPLO

Encuentre la derivada direccional de fen el punto p en la direccidn
del vector v

1.

Solucion

El vector V£(p) y el vector unitario u estan dados por



216 Introduccién al calculo en varias variables

Luego,

Ademas,

Por tanto,

2. fxyz)=22-x*y; p=(162), v=3i+4j+12k

Solucion

Luego,

Ademas,

Entonces,

Maxima razén de cambio

Dada una funcién f, es importante preguntarse en qué direccion
cambia con mayor rapidez fen un punto p. Es decir, en qué direccidén
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es mas grande D, f (p). Utilizando el teorema de esta seccion y la
férmula del producto escalar (u - v = |u]|v|cos 6), se obtiene

, donde 6 es el
angulo entre los dos vectores. Se presentan dos casos

EL mayor valor que toma la funcidon coseno es (1) y ocurre cuando
6 = 0°, por tanto la funcidn fcrece con mayor rapidez en direccion
del vector Pf(p), a una tasa de

Por otro lado el minimo valor que toma la funcién coseno es de (-1)
y ocurre cuando 8 = 180°, por tanto, la funcidn fdecrece mas rapida-

mente en direccion del vector a una tasa de

EJEMPLO

¢ En qué direccion u disminuye mas rapido f(x, y) =1 - x*-y? en el
punto (-1, 2)?

Solucion

La funcidn f decrece mas rapido en la direccion del vector
La funcién vectorial estd dada por

Por tanto, el vector unitario u es

Plano tangente y recta normal

En la seccidn 4.2 se introdujo la nocién de plano tangente a una su-
perficie, pero se trabajo con superficies determinadas por funciones
explicitas de dos variables (z = f (x, y)). Ahora, se quiere extender
este concepto a funciones implicitas, las cuales determinan superfi-
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cies dadas por F (x, y, z) = k. (Adviértase que si la superficie estd dada
por z = f(x, y) se puede expresar como F(x, ), z) =f(x,y) —z=0).

Definicidn

Sea F(x, y, z) = k una funcién que determina a una superficie y
suponga que F es diferenciable en el punto p(x, y, z,), donde
(vector nulo).

El plano que contiene a p y es
perpendicular a VF(p) se deno-
mina “plano tangente a la su-
perficieen p".

La recta que pasa por p y tiene
como vector director VF(p) se
denomina “recta normal a la
superficie en p"

Ecuaciones del plano tangente y la recta normal

Para la superficie F(x, y, z) = k, la ecuacion del plano tangente en
(x, Y, 2,) esta determinada.

Las ecuaciones paramétricas de la recta normal estan dadas por

EJEMPLO

Halle las ecuaciones del plano tangente y la recta normal a xe” = 1
enel punto (1,0,5)
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'

Solucion

Para hallar las ecuaciones del plano tangente y la recta normal se
debe encontrar el gradiente a la funcion F(x, y, z) = xe”” en el punto
(1,0,5). Estoes,

Por tanto, la ecuacion del plano tangente y las ecuaciones paramé-
tricas de la recta normal son

1(x-1)+5(p-0)+0(z-5)=0—x+5y=1

x=1+¢t y=5t z=5
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Ejercicios complementarios

Encuentre la derivada direccional de fen el punto dado, en la direc-
cién indicada por el angulo 6.

1

1%

Solucion

Para calcular se necesita hallar el vector y el
vector unitario . Estoes,

luego

Por tanto,

‘s

Solucion

luego

Entonces,

Encuentre la derivada de la funcidén en el punto dado en la direccion
del vector v.

3.
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Solucion

De igual forma se encuentran los vectores:

luego

Por tanto,

4,

Solucion

luego

Por lo tanto,

5. f(xy z) =xy + z*endireccion hacia (5,-3, 3)

Solucion

Ladirecciénestadeterminadapordos puntos, portanto, sedebe cons-
truir el vector director v. Sea CEL
vector gradiente y el vector unitario estan dados
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luego

Por tanto,

6. Encuentre las direcciones en los que la derivada direccional de la
funcion f(x, y) = x*+ senxy, en el punto (1,0) tiene el valor de 1.

Solucion
En el problema se pide encontrar los vectores unitarios u, tales que

. El vector gradiente esta dado por

Ahora, considerando el vector unitario , se tiene

Obsérvese que se debe resolver el siguiente par de ecuaciones
(1) a®+b*=1y (2) 2a+b=1

Despejando de la ecuacién (2) a la incégnita b = 1 — 2a y reempla-
zando en la ecuacién (1) se tiene

a*+b*=a*+(1-2a)=1a*+1-4a+4a*=5a*-4a =0

Resolviendo la ecuacion cuadratica se tiene: a(5a - 4) = 0.
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Sia =0, se obtiene la direccion de u = 0i +j
Sia= E se obtiene

7. La elevacion de una montana sobre el nivel del mar estd dada
por la funcion

. El semieje positivo de las x apunta hacia
el este y el de las y hacia el norte. Un alpinista esta exactamente
arriba del punto (10,10). Si se mueve hacia el noroeste, ;asciende o
desciende y con qué pendiente?

Solucion

Al preguntarse si el alpinista estd ascendiendo o descendiendo y
con qué pendiente, se pide encontrar la derivada direccional de fen
el punto (10,10). Entonces,

Luego,

Ahora, para hallar el vector unitario u, se considera otro punto sobre
la recta que pasa por el punto (10,10) y tiene direccidon N4520; por
ejemplo, considerando el punto (8,12), se determina el vector vy se
transforma en un vector unitario dividiéndose por su magnitud. Esto
es, Sea

Entonces,
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Teniendo los vectores y u se evalla la derivada direccional

Puesto que el resultado es negativo, significa que el alpinista esta
descendiendo con una pendiente de

8. Latemperatura Tengrados Celsius esta dada
donde las distancias estan en metros. Una abeja esta volando
desde un foco caliente que se encuentra en el origen con una
trayectoria espiral, de tal manera que su vector pasicién en el
tiempo t segundos es . Determine la
razon de cambio de T con respecto a la distancia recorrida en
t =1 segundo.

Solucion

Al igual que el ejercicio anterior se pide determinar la derivada di-
reccional. Entonces,

Donde, transcurrido t = 1 segundo, la abeja se encuentra en el punto
r(1) =(-1,0,1).

Por tanto,
Puesto que es el vector posicidn, su
derivada , deter-

mina la distancia recorrida en un tiempo determinado. Entonces el
vector unitario estd dado por
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Entonces,

9. Encuentre un vector unitario en la direccion en la que f aumenta
con mayor rapidez en p. ¢/ Cual es la razén de cambio en esa di-
reccion para la funcién dada?

f(xy z) =xe” p(2,0,-4)
Solucion

Recordando, la direccion de mayor crecimiento de una funcion fen p
estd dada por Vf(p). Entonces,

Por tanto, el vector unitario que determina esta direccién es

LLa razén de cambio de la funcidn fen esa direccidn es

10. Halle la direccidn en la que la funcion f(x, y) = x*y — x? y® decrece
con mayor rapidez, en el punto (2, -3).

Solucion

Se encuentra el vector gradiente en el punto dado, para luego hallar
su vector con direccidn opuesta, el cual representa la direccion de
maximo decrecimiento. Entonces

Luego,
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Por tanto, la direccién en la que la funcidn decrece con mayor rapi-
dez es

11. La temperatura T en una bola metalica es inversamente pro-
porcional a la distancia desde el centro de la bola situado en el
origen. La temperatura en el punto (1, 2, 2) es 1202
a) Encuentre larazén de cambio de Ten (1, 2, 2) en la direccidn
que va hacia el punto (2, 1, 3).

b) Demuestre que en cualquier punto en la bola metélica la di-
reccion de maximo aumento de la temperatura esta dada
por un vector que apunta hacia el origen.

Solucion

La funcién que describe el fendmeno fisico es

donde T(1, 2, 2) =1202 Por tanto, se encuentra el valor de la cons-
tante de proporcionalidad . Reemplazando se
obtiene la funcién

En eliinciso (a) se pide encontrar la derivada direccional D, T(1, 2, 2).
Entonces
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Luego,

Ahora, paraencontrarel vector unitario u se considerael vector deter-
minado por los puntos dados. Estoes,

Luego

Por tanto,

En el inciso (b) se debe mostrar que el vector es para-
lelo y tiene direccidn opuesta al vector Estoes,

En la ecuacidn se observa que los vectores cumplen las dos condi-
ciones, son paralelos y tienen direccién opuesta.

12. Suponga que, en cierta regién del espacio, el potencial eléctrico
V esta dado por
V(x, y, z) = 5x* - 3xy + xyz

a) Encuentre la razon de cambio del potencial en p(3, 4, 5), en
la direccion del vector v = i+ —k.
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Solucion
Los vectores Yu= |lesta’n dados por

v|

Luego,

Entonces,
b) ¢En qué direccién cambia ¥V mas rdpidamente en p?

Solucion

Cambia mas rapidamente en la direccién del vector

c) ¢Cual es la mayor razén de cambio en P?

Solucion

Encuentre las ecuaciones del plano tangente y la recta normal a la
superficie dada en el punto especificado

13.x*-2y*-3z°+xyz=4, (3,-2,-1)

Solucion

Recordando el vector normal del plano tangente y el vector director
de la recta normal a la superficie dada es , donde

F(x,y, z)=x*-2y*- 3z*+ xyz
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Entonces,

Por tanto, la ecuacion del plano tangente y las ecuaciones paramé-
tricas de la recta normal son:

8(x-3)+5(y+2)+0(z+1)=0 — 8x+5y=14
x=3+8t y=-2+5¢ z=-1

14.z+1=xe’cosz, (1,0,0)
Solucidn
Realizando un proceso similar y considerando
F(x,y,z)=z—-xe cosz
Se obtiene:
De esto, la ecuacidn del plano tangente y las ecuaciones paramétri-

cas de la recta normal son

-1x-1)-1(y-0)+1(z-0) — x-y+z=-1 > x+y-z=1
x=1-t¢ y=-t z=t

15. Demuestre que la ecuacién del plano tangente al paraboloide

eliptico en el punto (x,, ¥, z,) se puede escribir como
Solucion
Considerando , se encuentra la funcién vectorial
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Por tanto, la ecuacion del plano tangente a la superficie en el punto
(X Yy 2,) €S

Por hipétesis se tiene que , luego, reemplazando en (),
se obtiene

Por tanto, queda demostrado que se cumple

16. Encuentre los puntos del elipsoide x? + 2y? + 3z% = 1 donde el
plano tangente es paralelo al plano 3x-y +3z=1

Observacidn

Debe tener en cuenta que dos planos son paralelos si sus vectores
normales son paralelos.

Solucion

Por lo anterior, se debe cumplir que y el vector

deben  ser  vectores paralelos, donde
F(x y, z) = x* + 2y* + 3z% Entonces,

(escalar)
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De la ecuacidn vectorial se extrae el siguiente sistema de ecuacio-
nes lineales

Sustituyendo en la ecuacidn del elipsoide se obtiene

Portanto,lospuntosdelelipsoideson

17. Demuestre que la esferax? + y? + z2 - 8x -6y -8z + 24 =0 y el
elipsoide 3x% + 2y? + z? = 9, son tangentes entre si en el punto
(1, 1, 2). (esto significa que tienen un plano tangente comun en
el punto).

Solucion

En la observacidn se afirma que se debe mostrar que la ecuacion del
plano tangente a cada superficie en el punto (1, 1, 2) es la misma.

Elipsoide

Sea . Por
tanto, . Luego, la ecuacién del plano tangen-
tees

6(x—-1)+4(y-1)+4(z-2)=0—>6x+4y+4z=18

Esfera

Sea G(x,y, z) = x* + y* + 72 - 8x - 6y — 8z, entonces
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La ecuacidén del plano tangente es
-6(x-1)-4(y-1)-4(z-2)=0 — -6x-4y-4z=-18

Es decir,
6x+4y+4z=18

Por tanto, las dos superficies son tangentes entre si en el punto
(1,1,2)

18. Demuestre que todo plano que sea tangente al cono z? = x? + y?
pasa por el origen.

Solucion

Se encuentra la ecuacion del plano tangente al cono en (x,, y,, Z,).

Sea . Luego,

Entonces, la ecuacion del plano tangente es

2x, (x-x)+2y, v-y,)—22,(z-2)=0
Simplificando

2

_ -y 2 2 _
X X+Y V-Z,Z=X"+Y 7,

Comox?+y,? -z =0, porque (x,¥, %) pertenece al cono, entonces
gueda demostrado que todo plano tangente al cono pasa por el origen.

19. Demuestre que toda recta normal a la esfera x* + y* + z2 = r?
pasa por el centro de la esfera.

Solucion

Al igual que el ejercicio anterior se determinan las ecuaciones pa-
ramétricas para la recta normal a la esfera en el punto (x,, y,, z,).
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Sea .
Por tanto, las ecuaciones paramétricas para la recta normal en el
punto (x,, ¥, Z,) son

X=X+ 2XtLy=y,+ 2Vt z=2+2z¢t

Sit =-1 tenemos que x =y = z = 0, independientemente del punto
Xy Vo Z)-

20.Encuentre los puntos del hiperboloide x? — y? + 222 = 1, donde

la recta normal es paralela a la recta que la enlaza los puntos
(3,-1,0) vy (5,3,6).

Observacion
Dos rectas son paralelas si sus vectores directores son paralelos.
Solucion

Portanto, los vectores
deben ser paralelos, donde F(xy,x) = x*-y? + 2z% Entonces,

(escalar)

Similar al ejercicio 16 tenemos,

Remplazando en la ecuacion del hiperboloide se tiene

Por tanto, los puntos del hiperboloide son
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Ejercicios propuestos

Halle el gradiente de la funcion dada en el punto indicado.
1.

2.f(x,y) =sen3xy +y?% (m1)

3.

4.f(x,y,z)=3x*y-zcosx, (0,2,-1)

5.fxy z)=2z2e*7-4xz°, (1,2,2)

6.f(x,y,z)=xtan (y+z), (43,-1)

Halle la derivada de la funcién en el punto dado en la direccién del
vector v.

7.

10.
11.
12,
13.

14.
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15.

16.

Encuentre la derivada direccional de la funcidn en P en direccién de Q.
17.f(x y) = x*+ 4y%, P(3,1),Q(1,-1)

18.

19.f(x, y)=e™~ cosy, P(0,0),Q(2,1)

20.

21.f(x y,z)=In(x+y+2z), P(1,0,0),0(431)

22. f(x,y, z) = xye?, P(2,4,0), Q(0,0,0)

Encuentre la maxima y minima razén de cambio de fen el punto
dado y la direccidn en la que esta se verifica.

23. f(x,y) =xe”? +3y, (1,0)
24. f (x,y) = sen(xy),(1,0)

25. f (x,y) =y* €%, (0,-2)

26. f(x,y) = x cos 3y, (-2,7)
27.

28.f(x,y, 2) = 4x*yz, (1,2,1)

29.

30.Encuentre las direcciones en las cuales la derivada direccional
de f(x,y) =ye™ en el punto (0,2) tiene el valor de 1.
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31. Sea f una funcién de dos variables que tienen derivadas par-
ciales continuas y considere los puntos A(1,3), B(3,2), C€(2,7)
y D(6,15). La derivada direccional de fen A en la direccion del
vector AB es 3 y la derivada direccional en A en la direccion del
vector AC es 26. Encuentre la derivada direccional de fen A en la
direccion del vector AD.

32.La temperatura T en una bola con centro en el origen esta
dada por

a) Porinspeccidn, decida donde estd mas caliente la bola.

b) Encuentre un vector gue apunte en direccion del maximo au-
mento de temperatura en el punto (1,-1,1).

c) ¢Apunta hacia el origen el vector del inciso b?

33.Dadoquef (2,4)=-3 v/, (2,4) =8 encuentre la derivada direc-
cional de fen (2, 4) en direccidn hacia (5,0).

34.Sean . Suponga que la derivada direc-
cional de fen el punto p en direccién de los vectores u y v es
D ,f=-6y D f=17 Encuentre Vfen p.

35. Suponga que la elevacidon de una colina estd dada por
f(x y) =200 - y*-4x% Desde el lugar situado en (1, 2), ¢en qué
direccioén correra el agua lluvia?

36.La temperatura en el punto (x, y) de una placa metalica es
. Hallar la direccidn de mayor incremento de calor

en el punto (3,4).

37. Sila temperatura en el punto (x, y, z) esta dada por
T(x,y,z) =80 +5e* (x?+y™1)
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a) Halle ladireccion desde el punto (1, 4, 8) en la que la tempe-
ratura decrece mas rapidamente.

b) Halle la direccién desde el punto (1, 4, 8) en la que la tempe-
ratura crece mas rapidamente.

38.La temperatura en un punto (x, y, z) esta dada por
T(x,y, 2) = 200e™*~¥* %

Donde T se mide en grados centigrados y x, y, z en metros.

a) Encuentre la razén de cambio de la temperatura en el punto
p(2, -1, 2) en la direccion que va hacia el punto (3,-3, 3).

b) ¢Enqué direccién aumenta mas rapido la temperatura en p?

c) Encuentre la mayor razdn de incremento en p.

39. Suponga que el lector esta escalando un cerro cuya forma esta
dada por la ecuacion z = 1000 - 0.01x*> - 0.02y* , y esta en un
punto de coordenadas (60, 100, 764).

a) ¢Enqué direccion debe avanzar inicialmente para llegar a la
cima del cerro mas rapidamente?

b) Sisube en esa direccidn ;con qué angulo sobre la horizontal,
debe subir inicialmente?

Halle las ecuaciones del (a) el plano tangente y (b) la recta normal
a la superficie dada en el punto especificado.

40. x>+ 2y*+3z=21, (4-11)

41. x*+y -7 -2xy+4xz=4, (1,0,1)
42.x+1=ye* cosz (1,2,0)
43.y=¢" cosz, (1,e0)

44,

45,



238 Introduccidn al calculo en varias variables

46. x* z - xy* - yz* =18, (0,-2,3)

47. Demuestre que la ecuacion del plano tangente al elipsoide
en el punto (x,, y, z,) se puede escribir como

48.Encuentre la ecuacion del plano tangente al hiperboloide

~ooen (’fo'yo' z,) y exprésela en forma semejante a
la del ejercicio anterior.

49.Encuentre los puntos del elipsoide x? + 2y? + 3z% = 1 donde el
plano tangente es paralelo al plano 2x+y - 4z=1.

50.Encuentre los puntos del hiperboloide x* — y?+ 2z? = 1 donde
la recta normal es paralela a la recta que enlaza los puntos
(6,-2,0) y (-5,-3,-6).

51. Demuestre que toda recta normal a la esfera x*+ y* + z> = 16
pasa por el centro de la esfera.

52.Demuestre que la suma de los puntos de interseccidn con
los ejes x, y y z de cualquier plano tangente a la superficie
, €S una constante.

53.Demuestre que el producto de los puntos de interseccidon con
los ejes x, y y z, de cualquier plano tangente a la superficie
xyz = ¢, es una constante.

54.Demuestre que las esferas x* + y* + Z2=a*y (x — b)* + y* + z* = (b — a)?
son tangentes en el punto (a, 0, 0)

55. Demuestre que las superficies 4x* + y? + 922 =108 y xyz = 36 son
tangentes en el punto (3, 6, 2)
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56.Halle ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la
curva de interseccién del paraboloide z = x2 + y? y el elipsoide
4x*+y*+7*=9 enelpunto (-1, 1, 2)

57.El planoy + z =3 corta el cilindro x2 + y2 = 5 en una elipse. En-
cuentre las ecuaciones parameétricas de la recta tangente a esta
elipse en el punto (1, 2, 1).

58. Una abeja estaba en el punto (1, 2, 1) en el elipsoide x* + y* + 222 =7
(distancia en pies). En t = 0, se fue a lo largo de la recta normal
con una rapidez de 4pies. Donde y cuando choco con el plano
2x+ 3y +2z=497 s

Determinar si la proposicidn es verdadera o falsa. Si es falsa, expli-
car por qué o dar un ejemplo que demuestre que es falsa.

59.5i , entonces D, f(0, 0) = 0 para todo vec-
tor unitario.

60.Sif(x,y) =x+y,entonces -1 <D flxy)<1
61.Si D f(x,y) existe, entonces D, f (x,y) =-D_f(x,y).
62.SiD, f(x,y,)=c paratodo vector unitario u, entonces ¢ = 0.

63. Hallar una funcidn ftal que Vf(x, y,z) =e* cosy i—e* senyj+zk
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Seccion 7.5. Valores maximos
y minimos, multiplicadores
de Lagrange

Una de las principales aplicaciones de las derivadas ordinarias es
encontrar valores maximos y minimos. En esta seccion extendere-
mos esta aplicacién a funciones de dos variables. En adelante, con-
silderargmos un punto variable p(x,y) y un punto fijo p, (x,,y,) en dos
dimensiones

Definicidn

Sea funa funcion de dos variables con dominio Sy p, un punto de S.

i) f(p,) esunvalor maximo absoluto de fen Ssif(p,) = f(p) para
todo p de S.

i) f(p,) es un valor minimo absoluto de fen S si f(p,) < f (p) para
todo p de S.

iii) f(p,) es un valor extremo absoluto de fen S si es un valor méxi-
mo absoluto o minimo absoluto.

iv) f(p,) es un valor méximo relativo de f'en S'si f (p,) 2 f (p) para
todo p cerca de p,,.

v) f(p,) es un valor minimo relativo de fen S si f(p,) < f (p) para
todo p cerca de p,,.

El siguiente resultado nos proporciona las condiciones necesarias
y suficientes para la existencia de los valores extremos absolutos.

TEOREMA

Si fes una funcién de dos variables continua en un conjunto cerrado
y acotado S, entonces falcanza un valor maximo absoluto y un valor
minimo absoluto.
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Al igual que ocurre en las funciones de una variable, estos valores
extremos se presentan en unos puntos llamados criticos, los cuales
son de tres tipos:

i) Puntos frontera: un punto p, interior a S es un punto frontera si
toda vecindad (circunferencia) de p, contiene puntos dentro y

fuerade S.
ii) Puntos estacionarios: un punto p, interior a S se denomina punto
estacionario si . En dicho punto, el plano tan-

gente a la superficie es horizontal.

iii) Puntos singulares: un punto p, interior a S se denomina punto
singular si fno es diferenciable en p,. Por ejemplo, un punto de
la superficie donde ftiene una esquina.

EJEMPLO

Encuentre los puntos criticos de la funcién f(x, y) =x*— 6x+y* -8y + 7.

Solucion

Como la funcidn f es polinomica, solamente se pueden presentar
puntos estacionarios. Los puntos criticos de la funcién estan dados
por: Vf(x,y) = 0i+ 0j. Entonces,

Vf(x,y)=(2x-6)i+(2y-8)j=0i+0j - 2x-6=0, 2y-8=0 -
x=3, y=4

De modo que el tUnico punto critico es (3,4). Ademas, completando
cuadrados se expresa la funcion de la siguiente forma

fley)=(x-3)"+(y-4)-18

Observe que f (x, y) = —-18, para todo punto (x, y). Por tanto,
f(3,4) =-18 es un valor minimo relativo y de hecho es el valor mi-
nimo absoluto de f. No hay valores maximos relativos.
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Observacidn

Si una funcion falcanza un valor maximo o minimo relativo en un
punto p,, entonces p, es un punto critico de f. Lo contrario no siem-
pre es cierto. Es decir, podemos encontrar un punto critico p, en
donde f{p,) no es un valor ni maximo ni minimo relativo.

A continuacion se presenta un resultado para determinar los valo-
res extremos relativos, el cual es andlogo a la prueba de la segunda
derivada para funciones de una variable.

TEOREMA

Sea funa funcién de dos variables que tiene segundas derivadas
parciales continuas en una vecindad de p,, donde
Sea

D=f (p)f, b)) - If, (p)]?

Entonces,

i) SiD>0yf (p,)>0,entonces fp,) es un valor miimo relativo.

i) SiD>0yf (p,)<0,entonces fp,) es un valor maximo relativo.

i) SiD<0,entonces f{p,) no es un valor extremo relativo, p, se
denomina punto de silla.

iv) Si D=0, el criterio no decide nada.

EJEMPLO
Encuentre los valores maximo y minimo, y puntos de silla de la fun-
cion

f(x,y)=x3y+12x*-8y

Solucion

Inicialmente, se hallan los puntos criticos estacionarios con la ecua-
cién vectorial

Vf(x,y)=(3x*y + 24x)i + (x*-8)j = 0i + 0f
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Luego, primero hacemos 3x*y + 24x =0y segundox*-8=0. Dela
segunda ecuacion se tiene x = 2, por lo tanto, al reemplazar el valor
en la primera ecuacion se obtiene 12y + 48 = 0, entonces y = —4. Es
decir, el punto critico es (2,-4). Para determinar si alli se presenta
un valor maximo o minimo relativo, se encuentran las segundas de-
rivadas parciales. Esto es,

fuy)=6xy+24, f (xy)=0, f (xy)=3x"
Luego,

D=f,(2-4) f, (24 -[f, 2-4)]* = (-24)(0) - (12)* = -144

Por lo tanto, el punto (2,-4) es un punto silla.

Observacion

Para hallar los valores extremos absolutos, garantizados en el pri-
mer resultado de esta seccidn, se procede de la siguiente manera:

i) Encuentre los puntos criticos de la funcién fdentro del conjunto
cerrado y acotado Sy evalue la funcién en estos puntos.

i) Halle los puntos criticos frontera y evalue la funcién en dichos
puntos.

iii) El resultado mas grande es el valor maximo absoluto y el mas
pequefio es el valor minimo absoluto.

EJEMPLO

Encuentre los valores maximo y minimo absolutos de
fx,y)=x*+2xy+3y* donde Seslaregiontriangularcerradaconvértices
(-1, 1), (2, 1),(-1,-2).

Solucion

La grafica del tridngulo y las primeras derivadas parciales de la fun-
cién son

fixy)=2x+2y, f(xy)=2x+6y
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Al resolver el sistema de ecua-
ciones
2x+2y=0, 2x+6y=0

Se obtiene el punto critico (0, 0),

donde

£(0,0)=0
Para encontrar los puntos frontera, analizamos la funcidn fen cada
recta L, L, L..

Para L:y =1,-1< x <2 Entonces, f(x1) =x*+2x+3 >
. Ahora, se evalua la funcion fen los va-
lores criticos -1 y en los extremos del intervalo -1 y 2. Esto es,

f(1)=2,f(2) = 11.

Para L,: x = -1, -2< y <1. Por tanto, f(-1y) =1 - 2y + 3y* -

1

, Obteniéndose y = 3 luego f(=2)=17
y f(1)=2.

Para L,: y=x-1,-1<x<2. Entonces,
obteniéndose

Por tanto, el valor maximo absoluto es 17 y el valor minimo abso-
lutoes 0.

A continuacidn, se muestra la solucidn de un problema que requiere
minimizar una funcion.

EJEMPLO

Un tanque de metal rectangular, sin tapa, debe contener 256 pies
cubicos de liquido. ¢ Cudles son las dimensiones del tanque que re-
quiere menos material de construccién?
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Solucion

La funcién que se debe minimi-
zar representa el area superfi-
cial del tanque

f(x,y z)=xy + 2xz + 2yz.

Obsérvese que fes una funcidn de tres variables; por tanto, es ne-
cesario extraer una ecuacion gue relacione las variables x, y, z, para
transformar la funcion fen una funcién de dos variables. En el pro-
blema la ecuacién mencionada esta determinada por el volumen
V = xyz = 256. Despejando a y sustituyendo en la funcidn f
se obtiene

Se resuelve el sistema de ecuaciones

En la ecuacién (1) se despeja a y, y se reemplaza en (2), obte-
niéndose

x=00x=8

Puesto que x > 0, se descarta el valor de cero, entonces x = 8 y
y = 8. Es decir, el Unico punto critico de fes (8,8). Utilizando el teo-
rema de las segundas derivadas parciales se puede mostrar que en
este punto critico se presenta el valor minimo relativo.
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pies cubicos. Por tanto, el tan-
que de metal rectangular se debe construir con dimensiones de

Multiplicadores de lagrange

En el ejemplo anterior se minimizé la funcion £ (x,y, z) = xy + 2xz + 2yz,
sujeta a la restriccion xyz = 256. A continuacion se presenta el mé-
todo llamado multiplicadores de Lagrange para optimizar una funcidn
f (%, 5, z) sujeta a la restriccion g(x, y, z) = k. Presentamos la base
geométrica del método de Lagrange para funciones de dos variables.
Por tanto, buscamos los valores extremos de f(x, y) cuando se impo-
ne la restriccion de que el punto (x, y) debe estar sobre la curva de
nivel g(x, y) = k. Hacer maxima f(x, y) sujeta a g(x, y) = k es hallar el
maximo valor de C tal que la curva de nivel f(x,y) = Ccorte ag(x,y) =
k. O sea, esto ocurre cuando estas curvas se tocan solo en un punto,
luego tienen una recta tangente comun. Lo gue significa que las rec-
tas normales en el punto (x, y,) donde se tocan, son idénticas. Por
consiguiente, los vectores gradientes son paralelos, es decir,

VA, ¥,) = uV9(x,y,),. w (escalar),

Esta clase de argumento también se aplica a funciones en tres va-
riables f (x, y, z) sujeta a la restriccion g(x, y, z) = k.

Método de los multiplicadores de Lagrange

Para hallar los valores maximo y minimo de f(x, y, z) sujetos a la
restriccion g(x,y, z) = k

i) Encuentre todos los valores de x,y,z, y u tales que
Vfxy z2)=uVg(xy,2), gxy z)=k
i) Evalle fen todos los puntos (x, y, z) resultantes. El valor mas

grande es el valor maximo de f. El valor mas pequefio es el valor
minimo de f.
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EJEMPLO

Veamos el ejemplo anterior, utilizando el método de multiplicadores
de Lagrange.

Solucion

Se debe minimizar la funcién f (x, y, z) = xy + 2xz + 2yz sujeta a la
restriccion xyz = 256. Entonces,

Vflx,y, z) = (y+22)i + (x + 2z)j + (2x + 2y)k,
Vg(x y, z) = (y2)i + (xz)j + (xy)k

De la ecuacioén vectorial Vf (x, y, z) = uVg(x, y, z), y la restriccion
xyz = 256 se extrae el sistema de ecuaciones:

(D) y+2z=pyz, (2) x+2z=yuxz, (3) 2x+ 2y =puxy, (4) xyz=256

Multiplicando la ecuacién (1) por x y la ecuacidn (2) por y, se obtiene
la ecuacion

(5) xy+2xz=xy+2yz — x=y

Ahora, si se multiplica la ecuacion (2) por y y la ecuacién (3) por z,
se obtiene

(6) xy +2yz=2xz+2yz - y=2z
Reemplazando la ecuacion (5) y (6) en la ecuacion (4) se tiene
(22)(22)z=256 — 47°=256 - z°=64 - z=4

Entonces, x=8, y=8, z=4, pies.
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Ejercicios complementarios

Encuentre los valores maximo y minimo relativos, y puntos de silla
de la funcidn dada.

L flry)=ev

Solucion

Se encuentran los puntos criticos (estacionarios).

2

[ (o y)=-2xe" "y f (xy)=(4-2y) v
Resolviendo el sistema de ecuaciones
1) -2xev ¥ =0 - x=0, (2) (4-2y)e? ¥ =0 - y=2
.y y

Se obtiene el punto critico (0,2). Para determinar si en este punto se
presenta un valor maximo o minimo relativo, o es un punto de silla,
se encuentran las segundas derivadas parciales.

f;(x [X'-y) = _264“‘/7)(27}/2 + 4x? e4yfx2*y2 = (4‘)(2 - 2)€4y*x2—y2

fyy xy)= _2et-x2-y 4 (4 - 2y)? e-x2-y% = [(4-2y)?- 2]e4y‘xz )2
fxy (x,y)=-2x(4- Zy)e4y*x2—y2

Luego,

D=f, (0,2)f, (0,2) - [f, (0,2)]? = (-2¢*)(-2¢*) - (0) = 4e°

Puesto que, D> 0y f_(0,2) = -2e* < 0, entonces f(0,2) = e* es un
valor maximo relativo.
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2. f(xy)=2x>+xy*+5x>+)?
Solucion
Las primeras derivadas parciales son
fixy)=6x*+y*+10x 'y f (xy)=2xy+2y
Se hallan los puntos criticos, resolviendo el sistema de ecuaciones
(1) 6x*+y*+10x=0 (2) 2xy+2y=0

De la ecuacion (2) 2y(x+ 1) =0, se tiene que, siy =0, entonces la
ecuacion (1) se transforma en

.Deigual formasi
x=-1- y*-4=0-y==2 Portanto, los puntos criticos de la fun-
cion son:

Ahora, se utiliza el teorema de las segundas derivadas parciales
para cada punto critico

fo & y)=12x+10, f (xy)=2x+2, f (xy)=2y
Para (0,0): D=(10)(2)-(0)?=20>0 y f,(0,0) =10>0. Luego,
f(0,0) =0 es un valor minimo relativo.

Para <0
Luego,

es un valor mdximo relativo.

Para (-1, 2): D=(-10)(0) - (4)2=-16 < 0. Luego, (-1, 2) esun
punto de silla.

Para (-1,-2): D= (-2) (0) - (-4)?=-16 < 0. Luego, (-1,2) es un
punto de silla.
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3

Solucion

Realizando un proceso similar se obtiene

Por tanto, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

Reemplazando la solucidn de (1) en (2) se obtiene

Entonces, el punto critico es Ahora, se encuentran las se-
gundas derivadas parciales

Por tanto,
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Como . entonces es un valor
maximo relativo.

Encuentre los valores maximo y minimo absolutos de fsobre el con-
junto S.

4 fxy)=+y vy + 4 S={(xy): x| <1, ly| <1}

Solucion

Las primeras derivadas parciales son
fey)=2x+2xy y f(xy)=2y+x

Resolviendo el sistema de ecua-
ciones

(1) 2x+2xy=0 (2) 2y+x*=0
Obtenemos de la ecuacién (1)
2x(1+y)=0-x=0; y=-1

Sustituyendo en la ecuacion (2)
se tiene

Six=0,entonces2y=0-y=0
Siy =-1, entonces se obtiene

Por tanto, los puntos criticos son , pero

son puntos que estan fuera del conjunto S. Por tal motivo no se
tienen en cuenta. Luego, se evalta la funcion Unicamente en (0,0).
Estoes, (0, 0) = 4.

Para hallar los puntos frontera se analiza cada recta por separado.

ParaL:y=1,-1<x<1 Entonces f(x,1)=2x*+5 - f'(x) =4x=0
-x=0
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Luego, evaluando la funcién fen el valor critico 0 y en los extremos
-1y 1, se obtienen los valores f(0)=5, f(-1)=7, f(1)=7

Para Lix=1-1<y<1 Entonces,
fAy)=y*+y+5-f()=2y+1=0

Obteniéndose ¥ = —i. donde

Para L;:y=-1,-1<x<1. En este caso se analiza una funcion cons-
tante f (x) = 5. Es decir, f siempre tiene como imagen 5 para todo
valor real entre -1y 1.

Para L,:x=-1,-1<y <1 Entonces, f(-1y) =y* +y + 5. Obsérvese
que esta funcion se analizd en la recta L,

Comparando las imagenes de los puntos criticos, se tiene que el va-
lor maximo absoluto es 7 y se presenta en los puntos (-1,1) y (1,1).
El valor minimo absoluto es 4 y se presenta en el punto critico (0,0).

5. f(xy)=1+xy—-x-yes laregion acotada por la parabola y = x*
ylarectay=1.

Solucion

Los puntos criticos estacionarios se hallan resolviendo el sistema
de ecuaciones

fey)=y-1=0, f(xy)=x-1=0

Obteniéndose el punto critico (1, 1), donde f(1,1) =0
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Para hallar los puntos criticos frontera, se analiza por separado la
parabolay la recta.

Paray =x? -1 < x <1. Entonces,
f)=x*-x*-x+1-f'(x)=3x-2x-1=0

Utilizando la férmula cuadrdtica se obtienen las raices
x=- 2y x=1.Evaluando estos valores en la funcién tenemos
3

Paray=1,-1<x<1.Entonces, f(x, 1) = 0. En este caso, se obtuvo
una funcién constante al igual que el ejercicio anterior.

Por tanto, el valor maximo absoluto es % y se presenta en el punto

y el valor minimo absoluto es 0 y se presenta en todos los
puntos de larecta y=1.

6. f(xy)=2x3+y", S={(xy):x*+y?*<1}
Solucion

Se encuentran los puntos criticos
estacionarios resolviendo el sistema

f(¥)=6x=0, f (x))=4y"=0

La solucidn es el punto (0, 0), don-
def(0,0)=0.

En este ejercicio se pueden analizar los puntos frontera, trabajando
una sola curva (circunferencia) en donde se expresa a y en términos
de x. Esto es y? = 1 — x2 Entonces,

f)=2%+(1-x*) >f(x)=x*+2x*-2x*+1, -1=sx<1
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Luego,
f(X)=4x3+ 6x*—4x=2x (2x* +3x-2)=2x(2x-1)(x+2)=0

Por tanto, los valores criticos son: 0,%.—2, en donde se descar-
ta a -2 porque esta fuera del intervalo [-1,1]. Evaluando, se tiene

Comparando los resultados, se observa que el valor maximo abso-
luto es 2 y ocurre en el punto (1,0) y el valor minimo absoluto es -2
y ocurre en el punto (-1,0).

7. Encuentre el punto del plano 2x -y + z =1 que sea mas cercano
al punto (-4,1,3) y halle la distancia minima.

Solucion

En el problema, la funcién que
se va a minimizar es la funcion
distancia entre dos puntos. En-
tonces,
d*=(x+4)+(y-1)+(z-3)?
y la ecuacion que permite trans-
formar esta funcién de tres a
dos variables es la ecuacion del
plano 2x-y+z=1

Despejando a z de la ecuacién del plano y sustituyendo en la funcidn
distancia, se construye una funcion de dos variables f. Es decir,

dExyz)=fxy)=x+4)?+y-1)+(-2x+y-2)
Para hallar los puntos criticos se resuelve el sistema de ecuaciones

(1) f(xy)=2(x+4)+2(-2x+y-2)(-2)=10x-4y+16=0
(2) j;(x,y):Z(y—1)+2(—2x+y—2):—4x+4y—6:0
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Sumando las ecuaciones (1) y (2) se obtiene

Ahora, reemplazando el valor de x en cualquiera de las ecuaciones
se encuentraque y = — g-- Entonces el punto critico es . Se
debe demostrar que alli se presenta un valor minimo. Por Lo tanto,
las derivadas parciales de orden dos son

fo6)=10, f (x))=4, f, (xy)=-4a
Obteniendo

, luego
, s un valor minimo relativo y absoluto.

Para determinar el punto del plano, falta hallar la componente en z,
y se puede encontrar usando la ecuacion del plano z=-2x +y + 1.
Esto es,

Por tanto, el punto es y la distancia minima es \[‘*_E

8. Encuentre tres ndmeros positivos cuya suma sea 100 y cuyo
producto sea un maximo.

Solucion

Si los nimeros positivos son x, y y z, entonces la funcién a maximi-
zar es P(x, y, z) = xyz, y la ecuacion que relaciona a z en términos de
xeyesx+y+z=100.Despejando a la variable z=100-x-y, se
obtiene la funcidn producto

P(x,y,z)=f(xy)=xy(100 - x - y) = 100xy — x* y — xy*
Entonces,
f. (xy) =100y - 2xy - y*=y(100 - 2x - y) = 0
f,&xy)= 100x - x* - 2xy =x(100-x-2y) =0

Puesto que x>0,y > 0, se tiene que

(1) 100-2x-y=0, (2) 100-x-2y=0
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Para eliminar a y multiplicamos la ecuacion (1) por -2 y se suma
con la ecuacion (2). Entonces, . Reempla-
zando en la ecuacion (1) o (2) obtenemos que y 12“ para hallar

el valor de z se sustituyen los valores de x e y en la ecuacion se-
cundaria, obteniéndose que z = 1—2“ Como en el ejercicio anterior, se
puede mostrar que en el punto critico se presenta unvalor
maéximo relativo (absoluto).

Utilice multiplicadores de Lagrange para hallar los valores maximo
y minimo de la funcidn sujeta a la restriccion dada.

9. fxyz)=x*+y*+2%, x*+y*+z'=1

Solucion

El gradiente de la funcidn fy la restriccion g(x, y, z) =x* + y* + z* - 1
son

Vf(xy z)=2xi+2yj+2xk vy Vg(x ) z)=4x3i+4y°j+4z°k
El sistema de ecuaciones resultante es
(1) 2x=4ux’ »x=2ux%(2) 2y=4w’ -»y=2w?
(3) 2z=4uz® -z=2uz, (4) x*+yt+zt=1

Para hallar la solucidon se analizan tres casos:

i) Que las tres variables x, y, z sean diferentes de cero.
i) Que dos de las tres variables sean diferentes de cero.
i) Que una de las tres variables sea diferente de cero.

Veamos cada posibilidad. Supongamos quex # 0,y # 0, z # 0, luego,
de las tres primeras ecuaciones se obtiene

por tanto, 2x2= 2y%= 27> — x?=y*=z% Reemplazando esta Condlc:lon
en la cuarta ecuacion tenemos,
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De aqui se obtienen ocho puntos criticos, en donde la imagen de
todos ellos es

Supongamos quex#0, y#0, z=0, luego de las dos primeras ecua-
ciones se obtiene que:
Reemplazando en (4)

La imagen de los cuatro puntos criticos es

Observe que en este caso hay otros ocho puntos criticos (cuando
x=0 o y=0), perolaimagen tambiénes V2.

Supongamos que x # 0, y =0, z=0, por tanto la cuarta ecuacién
se transforma

X*+yt+zt=1-xt=1-x=1%1

Entonces, hay dos puntos criticos, en donde f (1, 0, 0) = 1. Al igual
que en el caso anterior hay otros cuatro puntos criticos (cuando
y#00z#0); pero laimagen de ellos también es 1.

Analizando los resultados se obtiene que el valor maximo absoluto
es /3 y el valor minimo absoluto es 1.

10. Encuentre el volumen de la mayor caja rectangular con bor-
des paralelos a los ejes, que pueda estar inscrita en el elipsoide
9x? + 36y° + 4z = 36.
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Solucion

En el problema se pide maximizar la funcién V(x, y, z) = xyz sujeta a
la siguiente restriccidn g(x, y, z) = 9x? + 36y? + 42> - 36.

Inicialmente se extrae el sistema de ecuaciones determinado por:
Wy z)=uVg v g(xy z)=0,donde
W(xy z)=yzi+xzj+xyk Vg(xy z)=18xi+72yj+ 8z k Estoes,

(1) yz=18ux (2) xz=72uy (3) xy=8uz
(4) 9x*+36y* + 42z =36

Ahora, multiplicando la ecuacién (1) por la variable x y la ecua-
cién (2) por la variable y, se igualan sus partes derechas. Esto es,
18ux? = 72uy* — x* = 4y2

Ademas, multiplicamos la ecuacion (3) por la variable z e igualan-
do a la ecuacién (2) multiplicada por y, se obtiene 72uy? = 8uz?> —
7' =9y?,

Reemplazando las ecuaciones resultantes en (4)

Considerando (regién en el primer octante)
y multiplicando por ocho (octantes), el volumen maximo de la caja
rectangular es
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Ejercicios propuestos

Encuentre los valores maximo y minimo relativos, y puntos de silla
de la funcidn dada.

f(x,y)=9-2x+4y-x*-4y?
fx,y)=x*+y*+ X*y+4
fx,y)=1+2xy+x>-y?
fry)=xy-2x-y

f(x,y)=¢€" cosy
f(x,y)=xseny
fly)=(2x-x*)(2y -y
fxy)=x*+y*-4xy+2
flry)=1+x)(x+y)
10.f(x,y)=xy+x1+y!

11. f(x,y) = (X +y*) e*
12.f(x,y) =2x* +y? - x* -2y
13.f(x,y)=x*+y’-6x*+y-1
14.f(x,y) =y* - 4y3 + 2x* + 8xy
15.f(x,y)=x3+)y%+3y?-3x-9y + 2
16.f(x,y) =x>+y*-18xy

17. f(x,y) =y*-2ycosx, 1<x<7

© ®@ N g NN H

Encuentre los valores maximo y minimo absolutos de fsobre el con-
junto S.

18. f(x,y) =5-3x+4y, Ses laregion triangular cerrada con vérti-
ces (0,0), (4,0), (4,5)
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19.f(x,y) =x*+y* - 4x - 8y + 16, S es la region triangular cerrada
con vértices (0,0),(4,0),(0,8)

20.f (x, y) = x* - 2xy + 2y, S es la region acotada por la parabola
y=4-x*yelejex

21.f (x, y) = x* + 2xy + 3y% S es la region triangular con vértices
(-1,1),(2,1),(-1,-2).

22.
23.f(x,y)=2x*+x+y* -2, S={(xy): x* +y* < 4}.

24.f(x,y) =x>-3x-y*+ 12y, Ses el cuadrildtero cuyos vértices son
(-2,3),(2,3),(2,2),(-2,-2).

25.f(x,y) =y? + x*- 3y, Ses laregidn limitada por la circunferencia
X+ (y-1)=1.

26.f(x,y) = senx + seny, S es laregion acotada por el cuadrado
con vértices en los puntos (0,0),(m,0),(0,7),(m,m).

27. Encuentre la distancia mas corta del punto (2,-2,3) al plano
6x+4y-3z=2.

28. Encuentre los puntos de la superficie z2 = xy + 1 que sean mas
cercanos al origen.

29. Encuentre el volumen de la mayor caja rectangular situada en
el primer octante con tres caras en los planos coordenados y un
vérticeenel planox+ 2y +3z=6.

30.Encuentre el volumen de la mayor caja rectangular con bor-
des paralelos a los ejes, que pueda estar inscrita en el elipsoide
36x% + 4y* + 72 = 36.

31. Una caja de carton sin tapa debe tener un volumen de 32000
cm3. Encuentre las dimensiones que hagan minima la cantidad
de cartoén utilizado.
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32.La base de una pecera con volumen dado V, esta hecha de piza-
rra'y, los lados, de vidrio. Si la pizarra cuesta 5 veces (por unidad
de drea) mas que el vidrio, encuentre las dimensiones de la pe-
cera que reduzca el minimo costo de los materiales.

33. Encuentre el vector tridimensional de longitud g tal que la suma
de sus componentes sea maxima.

34.Un fabricante de articulos electrdnicos determina que la ganan-
cia o beneficio P (en ddlares) obtenido al producir x unidades de
un reproductor de DVD y y unidades de un grabador de DVD se
aproxima mediante el modelo

P(xy) =8x+ 10y - 0.001(x* + xy + y*) - 10000

Hallar el nivel de produccién que proporciona una ganancia o
beneficio maximo. ¢Cual es la ganancia?

35.Suponga que la temperatura T en la lédmina circular
D = {(x,y): x* +y*< 1} esta dada por T(x,y) = 2x* + y* - y. Encuen-
tre los puntos mas calientes y mas frios de la ldmina.

36. Una sonda espacial con la forma del elipsoide 4x? + y? + 4z° = 16
entra a la atmdsfera de la tierra y su superficie comienza a calen-
tarse. Después de una hora, la temperatura en cada punto sobre la
superficie de la sonda esta dada: T(x, y, z) = 8x* + 4yz - 16z + 600.
Determine el punto mas caliente sobre la superficie de la sonda.

37. La funcidon de produccion de un fabricante de dulces es
f(x,y) =4x+xy+ 2y, donde x es el nimero de unidades de traba-
joyy es el nimero de unidades de capital. Suponer que la can-
tidad total disponible para trabajo y capital es de $2000, y que
las unidades de trabajo y capital cuestan $20 y $4, respectiva-
mente. Hallar el nivel de produccidon maximo de este fabricante.
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38.Una empresa fabrica dos tipos de zapatos tenis: tenis para co-
rrer y tenis para baloncesto. El ingreso total de x unidades de
tenis para correr y y unidades de tenis para baloncesto es

I(x,y) = - 5x* - 8y? - 2xy + 42x + 102y

Donde x y y estan en miles de unidades. Hallar x y y que maximi-
zan el ingreso.

39. Mostrar gue la caja rectangular de volumen maximo inscrita en
una esfera de radio r es un cubo.

Utilice multiplicadores de Lagrange para hallar los valores maximo
y minimo de la funcién, sujeto a la restriccion dada.

40.f (x,y) =x*-)3, xX2+yt=1

41.f (x,y) =x%y, X2+ 2y'=6 2' 1r
42.f(x,y,z)=2x+ 6y +10z, x*+y*+2z°=35

43.f(x,y,z) =xyz, X2+ 2y +32°=6

44.f(x,y,2)=x*+y* + 7, xX*+ytezi=1 0 0

45.f(x,y, z) =x*+ y* + 24, X+yr+zi=1

Capitulo 8
Utilice multiplicadores de Lagrange para dar una solucion alternati- a p I u O

va al ejercicio indicado en esta seccidn.

46. Ejercicio 27.
48. Ejercicio 29.
50. Ejercicio 31.
52. Ejercicio 33.
54. Ejercicio 35.
56. Ejercicio 37.
58. Ejercicio 39.

47. Ejercicio 28.
49. Ejercicio 30.
51. Ejercicio 32.
53. Ejercicio 34.
55. Ejercicio 36.
57. Ejercicio 38.

Integrales
multiples
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Seccion 8.1. Integrales dobles

De los procesos principales en calculo estan la derivacion y la inte-
gracion. En el capitulo anterior trabajamos el concepto de derivacion
en el espacio n-dimensional (particularmente en dos y tres dimensio-
nes); por tanto, nuestro siguiente interés es considerar la integracion
en un espacio de dimensién n (en dos y tres dimensiones)

Integrales dobles sobre regiones rectangulares

Iniciemos recordando el concepto de la integral definida. Sea f(x)
una funcion definida sobre un intervalo cerrado [a, b]. Sea P una par-
ticion delintervalo [a,b] en n-subintervalos de longitud ~ x,=x,-x,_
Six, es un valor arbitrario de [x,_,x], entonces

1

Siempre y cuando el limite exista.

Con un proceso similar definimos la integral de una funcién de dos
variables. Sea R un rectangulo con los lados paralelos a los ejes
coordenados, es decir, sea

R={(x,y):asx<bh, c<sy<d}

Sea P una particion del rectdangulo R en n-subrectangulos
R,R,...R . Sean x, y, las longitudes de los lados de R, con drea

es un punto arbitrario de R, entonces forma-
mos la suma de Riemann
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Esta suma representa el volumen de las n-cajas (si f (x, y) = 0). Si
realizamos la particién cada vez mas fina, llegamos al concepto de
integral doble.

Definicidn

Sea funa funcién de dos variables definida sobre un rectéangulo ce-
rrado R con los lados paralelos a los ejes coordenados. Si existe

Se dice que fes integrable en R. Ademas, ffRf(x, y) dA, denominada
“integral doble de fsobre R" esta dada

Observaciones

|P|= Norma de la particion, es la maxima diagonal de cualquiera de
los subrectéangulos de la particidon. Ademas si f (x, y) = 0 para todo
(x,¥) € R, entonces el volumen del sélido bajo la superficie dada por
z=f(x,y)y arriba del rectangulo R es

v=|[ reayas

El siguiente resultado presenta las condiciones necesarias y suficien-
tes para que una funcién fde dos variables sea integrable sobre R.

TEOREMA DE INTEGRABILIDAD

Si fes acotada sobre Ry es continua en esa regién, excepto posible-
mente en un ndmero finito de curvas suaves, entonces fes integra-
ble en R. En particular, si fes continua en R, entonces fes integrable
enR.
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Observacidn

Puesto que el concepto de integral doble es la extensién del con-
cepto de la integral definida entonces, hereda la mayoria de las pro-
piedades de la integral simple

i) Propiedad de linealidad

[[krenaa=k | feyaa

R

i) Propiedad aditiva sobre rectangulos

Donde R=R ,UR, R, y R, no se superponen.
iii) Propiedad de comparacion

Sif(x,y) <g(x,y) para todo (x,y) € R, entonces

Todas estas propiedades se cumplen en conjuntos ain mas genera-
les que los rectangulos.

Evaluacion de integrales dobles

Recuérdese que evaluar una integral definida utilizando la defini-
cién es dificil, sin embargo, el tearema fundamental del célculo pro-
porciona un método mas facil. La evaluacion de una integral doble a
partir de la definicidn es incluso mas dificil, pero veremos la forma
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de expresar una integral doble como una integral “iterada”, que se
puede evaluar si se calculan dos integrales simples.

Sea f una funcion de dos variables continua sobre un rectangulo
R = [a, b] x [c, d]. La notacién nos indica que integra-
mos a fcon respecto a y, considerando la variable x como constante;
por tanto, el resultado es una expresion en términos de x (g(x)). Si
ahora integramos la funcién g(x) con respecto a x, desde a hasta b,
obtenemos

La integral del lado derecho se denomina “integral iterada”. Entonces,

Realizando un analisis similar e intercambiando el orden de las va-
riables, se obtiene el otro tipo de “integral iterada” Esto es,

EJEMPLOS

EvalUe las integrales iteradas

Solucion

Inicialmente se evalda la integral
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Donde u = xy = du = xdy (considerando a x constante). Luego,

Solucion

De forma similar, se evalda primero la integral

Donde u = x*+y = du = 2xdx (considerando a y constante). Luego,

Observacidn

Para evaluar unaintegral doble no es necesario resolverla utilizando
los dos tipos de integrales iteradas (érdenes de integracidén), pues-
to que el resultado es el mismo. Por tanto, al evaluar una integral
doble, es aconsejable analizar la funcién fpara decidir qué orden de
integracion es mas aconsejable.

EJEMPLO

EvalUe sobre R la integral doble

ﬂ xeVdA,  R=[01]x [0,1]
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Solucion

Analizando la funcién f (x, y) = xe¥ se observa que si se integra ini-
cialmente con respecto a x, se debe hacer utilizando integracion por
partes, mientras que si se integra con respecto ay, es inmediata. Por
tanto, es mas conveniente integrar eny, y luego en x. Esto es,

Integrales dobles sobre regiones generales

En la integral definida, la regién sobre la que se integra es siempre
un intervalo, pero para las integrales dobles debemos ser capaces de
integrar una funcién f de dos variables no solo sobre un rectangulo
sino también sobre regiones D que tengan una forma mas general.

Supongamos gue D es una regién acotada, lo cual significa que D
puede encerrarse en una region rectangular R. Entonces, definimos
una nueva funcién F.

Si la integral doble de F sobre R existe,
entonces se define la integral doble de
fsobre D como

J] f(x,y)dA = ffF(x,y) dA
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Los conjuntos con fronteras curvas pueden ser muy complicados.
Para nuestro interés, nos limitaremos a considerar conjuntos deno-
minados x-simple y y-simple (y las uniones finitas de tales conjuntos).

Un conjunto D es "y-simple” si hay funciones continuas g, (x), g, (x)
en [a,b] tal que

D={(x,y):g1 x) <y<g, (x),a<x<b}

Un conjunto D es “x-simple” si hay funciones continuas h, (), h, (y)
en [c, d] tal que

D={(x,y):h,(y)<x<h,(y),c<y<d}

Conjunto “y-simple” Conjunto “x-simple”

Por tanto, para evaluar una integral doble de f sobre una regién
y-simple, se tiene

Puesto que F(x,y) =0siy<g, (x) oy > g, (x) porque (x,y) se encuen-
tra fuera de D.

En forma similar, para evaluar una integral doble de fsobre una re-
gién x-simple se tiene
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Puesto que F (x,y) =0six<h, (y) ox>h, (y) porque (x,y) se en-
cuentra fuera de D.

EJEMPLOS

1. Evalle laintegral iterada

Solucion

Inicialmente, se evalua la integral

Donde se considera la funcidn e** como una constante.

Luego,

Siu=y*= du = 3y*dy. Por tanto,

2. Evalle laintegral doble
ﬂ- xy dA
D

D es la region limitada por la pardbola y=x* ylarectay=1.
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Solucion

Analizando la grafica de la regidn acotada por las ecuaciones dadas,
obsérvese que se puede considerar a D como una regién “y-simple”
0 x-simple. Se evalua la integral considerando a D como una region
"y-simple”.

Luego,

Observacion

Para evaluar una integral doble, es aconsejable, inicialmente, hacer
un analisis de la funcidn f para determinar si es mas facil integrar
primero en x 0 en y. Ademas, hay que observar la regidn D para es-
coger cual orden de integracién es mas conveniente.

Integrales dobles en coordenadas polares

Existen ciertas curvas del plano, tales como circunferencias, car-
dioides y rosas, que son mas faciles de escribir en términos de coor-
denadas polares que en coordenadas cartesianas. Por tanto, para
eyaluar unaintegral doble ffR f(x,y) dA, donde R esta encerrada por
dichas curvas, sera mas facil usar coordenadas polares.
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Considérese una region plana R determinada por las circunferencias
r=a,r=>bylosrayos 8 =a, 8=, lacual se denomina “rectangulo
polar”,

R={(r,0):a<r<bh,a<6<pf},dondea=0, f-a<?2m.

Sea z = f(x, y) una funcidn continua sobre R, por lo tanto, fes inte-
grable sobre R. Expresando la funcidn fen coordenadas polares
se tiene,

f(x,y)=f(rcos6,rsen08)=F(r,6)

Si P es una particion de R en N-subrectangulos polares R, R,, ...R,,
siendo r, y 6, las dimensiones de R, de aqui se puede demostrar
(usando el hecho de que el area de un sector circular con radio r
y dngulo central 6 esté dado por 1+26), que el drea del rectangulo
polar R es A= TAr, A6, donde T es el radio promedio de R..

AA; = FATAD

Usando un procedimiento similar al que se utilizd en la integral do-
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D es un rectangulo o una regién “x-simple” o “y-simple”, se obtiene

R es un rectangulo polar o una regidon denominada “r-simple” o
“6-simple”.

EJEMPLO

Evalule la integral doble usando coordenadas polares.

1. ff eX ¥’ d4
R

R es la regién encerrada por x*+ y*= 4

Solucion

En principio se dibuja la region R para extraer los limites del radio r
y el angulo 6.

Si x=rcos 6, y=rsen6, entonces x*+ y*=r? donde el radio r se
mide desde el origen hasta la circunferencia. Es decir, el radio varfa
entre r=0 y r=2.El dngulo 6 oscila entre Oy 2m. Luego,

Integrales multiples 275

Ahora, se evalla la integral simple interna usando sustitucién sim-
ple. Esto es,

Si u=r?>= du=2rdr. Entonces,

Por tanto,
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Ejercicios complementarios

Calcule la integral iterada

Solucion

Resolviendo la integral interna en y, considerando a x como cons-
tante, se obtiene

Por tanto,

Para evaluar la integral externa se utiliza integracidn por partes.
Esto es, sean

u=x>du=dx; dv=e‘dx=>v=¢e
Luego,

=In2 ((le'-e’) - (0e’-€e°))=In2(0+1)=In2

2 T
2. f J. rsen? 6 deo dr
o Jo

Solucion

Se evalua laintegral interna en 6, considerando a r constante,

Integrales multiples 277

Por tanto,

Evalue la integral doble de fdefinida en el rectangulo R

X
3, ﬂ 54 R=DUx [
R

Solucion

Analizando la funcién es conveniente integrar primero en y y luego
en x. Es decir,

Usando un procedimiento similar, se integra en y considerando a x
constante

Utilizando integracion por partes tenemos que
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Entonces,

Realizando la division,

1 1 1 11
=xIn(1+ x) —f 1—1 der=xIn(1+x)| +In(l1+x)| —-x
0o Yo X 0 o o
1
=(x+1)n(1+x)—x|] =2In2-1)—-(1ln1-0)=2In2-1
0
4,
Solucién

En esta integral doble es conveniente integrar primero en x y luego
eny

Utilizando sustitucién simple para evaluar la integral en x, se tiene

Sea u = x*y = du = 2xydx. Entonces,

Por tanto,
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Solucion

Para estaintegral doble se puede utilizar cualquiera de los dos dérde-
nes de integracion (la integral es inmediata). Por tanto,

Evalue la integral doble de fdefinida sobre la regién D.

6.

Solucion

Cuando la regidn donde se define la funcién fno es rectangular, es
importante tener en cuenta la regién D al momento de decidir qué
orden de integracién va a elegir. En este caso, se observa que la
funcion que se va a integrar es conveniente evaluarla en x (es inme-
diata) y no en y. Ademas, como esta definida la region, ya se tienen
los Limites de integracidn. Entonces,
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Usando sustitucién simple:

7. f f y*dA
D
D es la region triangular con vértices (0,2), (1,1) y (3,2)

Solucion

Si se utiliza el orden de integracién dA = dydx, la regién D se divi-
de en dos, porque tiene como limite inferior dos curvas diferentes.
Mientras gue, con el orden de integracién dA = dxdy se construye
una sola integral iterada. Inicialmente se determinan las ecuacio-
nes de las rectas que pasan por los puntos (0,2),(1,1) y (1,1),(3,2).

Para la recta que pasa por los
puntos (0,2) y (1,1) su ecuacion
estd determinada por

y-1=-1(x-1) > x=-y+2

Para la recta que pasa por los
puntos (1,1) y (3,2) se tiene

1
y—1=E(x—1)—>x=2y—1

Entonces,

8. ff@x—y) dA
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D estd acotada por el circulo con centro en el origen y radio 2.

Solucion

Analizando la funcién y la regién don-
de estd definida comprendemos que el
grado de dificultad en los dos dérdenes
de integracion es igual.

Considérese el orden de integracion
dA = dy dx, donde

—Va—xZ<y<a—x2Z, —2<x<2.

Entonces,
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Utilizando sustitucion simple obtenemos: si u = 4 - x?, entonces
du = -2x dx. Por tanto,

9. Bosqueje la regién donde se define la funcidn y cambie el orden
de integracion de

2 ~lnx
[ remdvax
1 0

Solucion

Los limites paraxeyen laregionson:0<y<Inx, 1<x<2. Alcam-
biar el orden de integracion los limites son: e¥<x<2,0<y<In?2

Por tanto,

10. Evalue la integral invirtiendo el orden de integracién de
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Solucion

Se realiza la grafica de la region
D con limites

m
arcseny S X < -, 0<sy<1:

Al cambiar el orden de integra-
cion, los limites para x e y son:
O<ys<senx,0<sx<m/2.

Entonces,

Usando sustitucion simple se tiene:
siu=1+cos*x, du=-2cosx senx dx.

Entonces,

11. Exprese a D como una unién de regiones y-simple o x-simple y

evalle la integral
ff xy dA
D

Solucion

Consideremos a D como la union de dos regiones D, y D, de la forma
x-simple. Los limites para las regiones D, y D, son
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Entonces,

Luego,

_1( 1+1 1+1)+1(1 1+1 1+4 1)_1( 1+4)_1(7)_7
“20 83 4 2/ 2\8 3 4 3 5 2/ 72\ 3 5/ 2\15/7 30

12. Al evaluar una integral doble sobre una regién D, se obtuvo una
suma de integrales iteradas, como sigue:
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Bosqueje la regidn D y exprese la integral doble como una integral
iterada con orden inverso de integracion.

Solucion

Los limites para las variables de la primera regidn son:
O0<xs<2y O0=<y<1

De la segunda region son:
0<x<3-y,1<y<3

Por tanto, cambiando el orden de integracion se tiene

13. Evalue la integral doble
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Sugerencia: utilice el hecho de que D es simétrica con respecto a
ambos ejes.

Solucion

Aplicando la propiedad aditiva obtenemos,

El resultado de las dos primeras integrales dobles es cero, porque
x? tan x es una funcion impar y D es simétrica con respecto al eje y.
De la misma manera y® también es una funcion impar y D es simé-
trica con respecto al eje x. Por tanto,

Evalle la integral iterada

% cos @
14. f f r? sen @ dr d@
(4] 1]
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Solucion

Utilizando sustitucidn simple, si u = cos 6, entonces du = -sen 0 d6.

Por tanto,

T ~1-cos@
15. J’ J' rsen8drdf
0 0

Solucion

Usando sustitucion simple, si u = cos 6, entonces du = -sen 6 d6.

Entonces,

Evalle, usando coordenadas polares. Dibuje primero la regidn de
integracion.

16. f f ¥+ g
D
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D es la region en el primer cuadrante encerrada por x*+ y*= 4.

Solucidn
La ecuacion x? + y?= 4, en coorde-
nadas polares equivale a r’=4 =
r = 2. Luego, observando la re-
gién tenemos:
m
0=sr<2 0=<6< 5
Entonces,

Por sustitucién simple obtenemos, si u = r?, entonces du = 2r dr. Por
tanto,

17.

D es el sector del primer cuadrante del circulo x? + y? = 4 entre
y=0yy=x
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Solucion

En el dibujo de la regién se observa que
0<r<2, OgGgE.Luego,

Empleando sustitucidon simple se tiene: siu =4 + r? du = 2r dr. En-
tonces,

1 (In2)m
H—dA:
4+ x? +y? 8
D

18.

Solucion

Para dibujar la regidn obsérvese que ,0<y<1 Por
tanto, la regidn es la cuarta parte del circulo x>+ y*= 1 que se en-
cuentra en el primer cuadrante.

Los limites para el radio ry el angulo 6
son0s<r<1 0<6<7.
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Entonces,

Por sustitucién simple, si u = r? entonces du = 2rdr. Luego,

_(I=cosD)m
=
19.

Solucidn

Al igual que el ejercicio anterior, los limites para x e y son:

, 1 <x< 2, donde > X2+ yt=2x=>
(x -1)*+ y*= 1 representa una circunferencia con centro en (1,0) y
radio 1, pero se considera solamente la region donde y 20, 1 < x <2.

Transformamos a  polares
la circunferencia dada por
ylarectax=1

a) Si =>x*+ y?=2x=r?=2rcos 6, entonces r=2 cos 6

1
cos @

b) Six=1=rcosf=1=r= =sec 6

Por tanto, los limites parary 8 son: sec<r<2cosf, 0<6<rx,
Entonces, *
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2
= 2§_1n|\/§+ 1|-0+In[1] =v2-In|v2 + 1|

20. Cambie a coordenadas cartesianas y evalle la integral iterada

Solucion

Se transforman las ecuaciones polares
r=0 y r=-5sec acoordenadas car-
tesianas.

a) Sir=0=>r*=0=x?+y?=0 (origen)

b) Sir=-5secO0=>r=_-=5 =rcosf=-5
cos @

Obteniéndose x = -5.

De otro lado, los rayos estan sobre las rectas y = x
y

Para evaluar la integral doble en coordenadas cartesianas es mas
adecuado utilizar el orden de integracion dA = dy dx.
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Por tanto, Resolviendo inicialmente la integral impropia
Por tanto,
1-3V3 625(3v3 -1)
=T OB =T

21. Demuestre

Solucion

La regidn es todo el primer cuadrante, por tanto, se tiene que
yrz0.

Entonces,
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Ejercicios propuestos

Calcule la integral iterada.

1

11.

13.

15.

10.

12,

14.

16.
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Dibujar la region D y evaluar la integral iterada.

17. 18.
19. 20.
21.
22.

Evalle la integral iterada impropia.

23. 24,

25. 26.

Calcule la integral doble de fsobre la regidn rectangular R.

27. ff xye¥ d4,donde R={(x,y): 0<x<2,0<y<1}
R

2
28. fjx?-,i-ldA' donde R={(x,y): 0<x<1,-3<y<3}
R
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1
29. £fmdA, donde R:{(X,y): OSXS4,0 SySZ}

30. J’f L 44 donde R=[1,2] x[0,1]
A x+y

31. J’J’xsen(x + y)dA, donde R = [O,E]x [Og]
R

32. ﬂ(l —ye*¥)dA, donde R=[0,2] x[0,3]
R

33. H X 4a donde R=1[1,2] x[0,1]
x*+y?
R

Haga una integral para cada orden de integracion y utilice el orden
mas adecuado para evaluar la integral en la region D.

34. ﬂ Y dA D esta limitada pory=x,y =2x,x=2
x% + y?
D

35. ﬂ —2ylnx dA D es laregidn acotada por y=4 -x%, y=4-x
D

36. ﬂ ydA D es el sector circular en el primer
D cuadrante acotado por y = v25 — x2,
3x-4y=0,y=0

37. ﬂ (x2+y?) dA D es el semicirculo acotado por
D y=v4—-x%y=0
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Evalue la integral doble

38, ﬂxfj’z dA D={(xy): 1sx<2,0<y=2x}
D

39. Heysz D={(xy):0<y<10<x<y}
D

40. ﬂex/ydA D={(x,y):1<y<2,y<x<y’}
D

41. _Hx y?—x2dA  D={(xy):0<y<10<x<y}
D

42. HXCOS)’dA D estd limitadapory=0,y=x*y x=1
D

43, H(}’Z —x)dA D estd limitadaporx=y, x=3-2y
D

44, ﬂ x3dA D es la region triangular con vértices
D (0,2),(1,1), (3,2)

45, ﬂ (2x —y)dA D esta limitada por el circulo con centro
D en el origen y radio 2

46. H ye*dA D es la region triangular con vértices
D (0,0), (2,4), (6,0)
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47. ﬂ ly — x?| dA R=[-1,1]x[0,2]

48. ﬂ erda D={(xy): x| + | < 1}
D
49, ﬂ x dA D es el sector circular en el
D primer cuadrante acotado por
, 3x-4y=0, y=0

Trace la regién de integracidn y cambie el orden de integracion.

50. 51.
52. 53.
54. 55.
56. 57.
58. 59.
60. 61.
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Evalue la integral invirtiendo el orden de integracion.

62. 63.
64. 65.
66. 67.
68. 69.
70. 71.

Evalue la integral doble pasando a coordenadas polares.

72. ﬂydﬂ D es la regién del primer cuadrante, limitada
D por el circulo x* +y* =9y lasrectasy =x,y = 0.
73. ﬂ xy dA D es la region del primer cuadrante, que se
D encuentra entre los circulos x*+ y* = 4

y x*+y*=25

74. J’J’ x2+y2 dA D:{[X’y): 1SX2 +y2S9,y20}
D
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75.

76

ﬂ e X dA D es la regién limitada por el semicirculo
D yelejey
1 ., .
. ﬂ’z—zg/d;l D es la region del primer cuadrante
p (L+x2+y2)2 interior al circulo x* + y* = 16.

77. f f (x? +y*)dA

78

7

[{<]

80

81

82

83

_ﬂxfm

.ﬂ&+wm
e
fran2 aa
.ﬂ(q—xz—aﬂ) A

. ffcos\fxz +y2 dA
D

D es la region limitada por las espirales
r=0yr=20para 0<60<2m

D es la region del primer cuadrante que se

encuentra entre los circulos x*+ y* = 4

y x> +y*=2x

D:x*+y*<4,x20,y20

D:x*+y*<25,x20,

D:x*+y*>1,x*+y*<4,0<y<x

D:x*+y*<9,x20,y20

D es la region limitada por
x*+y?=25

84. ffdi
D

85. HydA
D
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D es la region limitada por

r=1-cos@

D es la region limitada por
r=2-sen6

Evalule la integral iterada pasando a coordenadas polares.

86.

88.

90.

92.

94.

87.

89.

9l

93.

95.
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96.Combinar la suma de las dos integrales iteradas en una sola
integral iterada, pasando a coordenadas polares. Evaluar la in-
tegral resultante.

97. Utilice coordenadas polares para combinar la suma en una inte-
gral doble. En seguida, evalue la integral doble.

303

Seccion 8.2. Aplicaciones
de las integrales dobles

Area, volumen, centro de masa

Al emplear las integrales dobles para solucionar problemas, es im-
portante tener una idea clara de cada componente en una integral.
Consideremos una funcidn continua y positiva f definida sobre un
conjunto Dc R%.SeaD={(x,y): asxsbh, g, (x)sy<g, ()}

En la seccidn anterior se vio que el volumen V situado bajo la super-
ficie z = f(x,y) y sobre la regién D esta dado por

Donde A(x) es el area de la sec-
cién transversal del sélido co-
rrespondiente a ese valor parti-
cular de x. En el siguiente dibujo
se observa qué representa cada
elemento de la integral doble en
el volumen de cada caja.
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Al escribir una integral iterada que representa el volumen bajo la
superficie z = f (x, y) y arriba del conjunto
D={(x,y):a<x<b,g, (x)<y<g, (x)} de ahique

El elemento f (x, y) representa la altura de la caja, dy ancho de la
base de la caja, y dx el largo de la base de la caja. De igual for-
ma se puede obtener una interpretacion considerando la regidn

D={(x,y): csy<d h (y)<x<h, ()}

Ahora bien, para cualquier regién D c R?, ffD 1 dA, la cual se escribe
simplemente ffD dA, representa el volumen bajo la superficie z =1
y sobre la regidn D en el plano xy. Puesto que todas las secciones
transversales paralelas al plano xy son iguales, el sélido es un cilin-
dro y, por tanto, su volumen es el producto de la altura por el drea
transversal. Es decir,

Por tanto, se tiene la opcién de emplear una integral doble para ha-
llar el &rea de una regidén plana.

EJEMPLO

Emplee una integral doble para calcular el area de la regién limita-
da por las curvas.

1. y=x%} x=y°?
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Solucion
Se realiza el dibujo de la regidn limitada por las curvas dadas.

Del dibujo se observa gue las
curvas se cortan en los puntos
(0,0) y (1,1). Ademas, se puede
utilizar cualquier orden de inte-
gracion puesto gue el grado de
dificultad es igual. Entonces,

Por otro lado, se ha visto que el volumen de un sélido situado bajo la
superficie z = f(x,y) y sobre el conjunto D esté dado V={[ , f (x,y) dA,
entonces ¢ddnde esta la dificultad? La dificultad de plantear inte-
grales iteradas radica en observar la region D de modo que el sélido
esté encima y determinar luego los limites de integracion para las
integrales iteradas.

EJEMPLO
Calcule el volumen del sélido limitado por las superficies dadas.

z=1-y* x+y=1, ylos tres planos coordenados, en el primer
octante.

Solucion

Se dibuja del sélido limitado por el cilindroz=1-y?y el planox+y =1
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En la grafica se observa que el sélido que esta arriba del conjunto
D es el cilindro parabdlico z =1 - y?, y la regidon D del plano xy esta
limitada por lasrectasx+y=1, x=0,y = 0.

Analizando la funcion que se va a integrar f(x,y) = 1 - y* y la region
D se observa que los dos érdenes de integracion tienen el mismo
grado de dificultad. Por tanto, se escogera el orden dA = dxdy

Momentos y centros de masa

Considérese una regién D c R* que representa una ldmina plana
delgada cuya densidad (masa por unidad de drea) no es constante
(es decir, algunas areas de la ldmina son mas densas que otras).
Desde la visién de la ingenierfa, es importante encontrar el punto
donde un soporte puede equilibrar la ldmina. Este punto se denomi-
na centro de masa de la lamina.

Nuestro primer objetivo es encontrar la masa total de la ldmina. Su-
pongase que la ldmina tiene la forma de la regidn D y cuya funcion
densidad esta dada por p(x, y).
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Realizando una particién de la regién D en n-subrectangulos y con-
siderando gue la norma de la particion |P| es pequefia, por tanto,
la densidad sera casi constante en cada rectangulo de la particion.
Entonces, para todo i = 1,2,3,4,..,n y para algun punto (x, y) € R,
se tiene que la masa m, de la porcion de la lamina correspondiente
al rectangulo R, esta dada aproximadamente por m,= p(x,, y, JAA,
donde A, representa el area de R, Por lo tanto, la masa total de la
lamina esta dada aproximadamente por

n
m = Zp(xi,J’i) A4;
im1

Para obtener la masa con exactitud, se toma el limite cuando |P]-0,
el cual se debe reconocer como una integral doble
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Ahora, si se quiere balancear la lamina de izquierda a derecha y de
arriba hacia abajo, serd necesario hallar los primeros momentos,
de izquierda a derecha (se denomina momento respecto al eje y)
y de arriba hacia abajo (se denomina momento respecto al eje x).
Recordando, el momento con respecto a un eje se define como el
producto de la masa por la distancia al eje. Por consiguiente, si su-
ponemos que la masa del i-€simo rectangulo R, esta centrada en el
punto (x, y,), se tiene

Tomando el limite cuando |P] tiende a cero, se obtiene

Entonces, el centro de masa de la ldmina es el punto (x,¥) definido

EJEMPLO

Hallar el centro de masa de la lamina limitada porx=y*y x=1, con
densidad p(x,y) =y* +x + 1.

Solucion

Masa

Momento con respecto al eje y
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Al analizar la gréfica de la region
D que representa la ldmina, se
observa gque es mas conveniente
utilizar el orden de integracion
dA = dxdy. La masa y los mo-
mentos con respecto a los ejes
coordenados de la ldmina son
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Momento con respecto al eje x

Es decir, el centro de masa esta localizado en el punto

Momentos de inercia y radio de giro

Los momentos de inercia de una ldmina que tiene la forma de la
region D con densidad p(x, y), con respecto a los ejes x e y (I, 1)
miden la dificultad de giro de la ldmina alrededor del eje x y del
eje y, respectivamente. Estos segundos momentos se definen de la
siguiente forma.

Ademas, se define el momento de inercia de la ldmina con respecto
al origen I como

EJEMPLO

Halle los momentos de inercia 1, L1, de la ldmina limitada por la

2

rectax =8, lacurva y = x3, y el gje x, con densidad p(x, y) = xy

Solucion

Considerando el orden de integracion dA = dydx, se tiene
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El radio de giro de una ldmina alrededor de un eje es el nimero R
tal que mR? = I, donde m es la masa de la ldmina e I es el momento
de inercia alrededor del eje dado. En particular, el radio de giro y
con respecto al eje x, y el radio de giro x con respecto al eje y estdn
dados

my? =1, mx* =1,

Entonces, (x,y) es el punto en donde se puede concentrar la masa
de la ldmina sin cambiar los momentos de inercia con respecto a los
ejes coordenados.

EJEMPLO

Halle los radios de giro de la ldmina del ejemplo anterior alrededor
del ejexydelejey.
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Solucion

Primero se determina la masa de la ldmina

Por tanto, los radios de giro son

Area de una superficie

Considérese una superficie S con ecuacion z = f (x, y), donde ftiene
derivadas parciales continuas. Supdngase que f(x, y) = 0 y que el
dominio de f (D) es un rectangulo (para simplificar la deduccién de
la férmula y hallar el area de la superficie). Realizando una particion
de D en n-subrectangulos R, con 44, = Ax, Ay . Sea (x,y,) el vértice de
R, mas cercano al origen, y sea P(x, y, f (x, y,)) el punto de S.

El plano tangente a S en P es una aproximacion a S cerca de P. Por
tanto, el area T, de la parte de este plano tangente (que es un pa-
ralelogramo), que se encuentra directamente arriba de R, es una
aproximacion del area As, de la parte de S que esta directamente
arriba de R, . Entonces, la suma =1 AT; es una aproximacion del
area total de §, y esta aproximacion es cada vez mejor cuando el
numero de rectangulos aumenta. De esta forma se define el “area
de una superficie " como A(S) = ,{L’LE L AT;
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Ahora, consideremos los vectores a y b que coinciden con los la-
dos del paralelogramo de area AT, y tiene origen en P, entonces
AT = |a x b|. Ademas, recuerde que f, (x, ), f,(x y) sonlas pendientes
de las rectas tangentes que pasan por P en las direcciones de a y b.

Por tanto,
a=Ax+f (x,y )Axk
b =Ax],+]; (x,y,)Ay k
Entonces,
Luego,

Tomando el limite cuando n tiende al infinito se obtiene el drea de
la superficie S.
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Usando la definicidn de integral doble se tiene que el drea de la su-
perficie z = f (x, y), donde f, (x, y) yf, (x y) son continuas, esta dada

EJEMPLO

Encuentre el drea de la parte de la superficie z = 2x + y? que se
encuentra arriba de la regidn triangular D del plano xy con vértices

(0,0),(0,1),(1,1)

Solucion

Sif(x,y) = 2x +y? entonces f, (x,y) = 2, j;(x,y) =2y.
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Ejercicios complementarios
Utilice una integral doble para hallar el drea de la region D.
1. Destdlimitadapor y=x3 y=8-x%

Solucion

Se encuentran los puntos de
corte de las parabolas

X)=8-x* 22Xx*=8> x*=4

= x==2.Luego, los puntos son
(£2,4).

Analizando la regién es conveniente usar el orden de integracién
dA = dydx. Entonces,

2. Deslaregioninterior al circulo r=4sen 6, r=2y el exterior al
circulor=2

Solucion

Para graficar las circunferencias r = 4 sen 8, r = 2 se pueden realizar
usando coordenadas polares o transformando la ecuacién a coorde-
nadas cartesianas, esto es
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En este ejercicio es conveniente usar coordenadas polares, donde
2<r<4sen @ ypara hallar los limites de 6 se deben encontrar los
puntos de corte de las curvas. Igualando las ecuaciones se tiene

1 T
4senf =2 => senB:E => ngyﬁz—

Por tanto,

r=4sen0 = r*=4rsen?*@ =
X2+y?=4y =x*+y*-4y=0=
X+ (y-2)=4

r=2= r’=4 =sx*+y?=4

Encuentre el volumen del sdlido dado

3. Debajo del paraboloide z = x* + y? y arriba de la region limitada

pory =x% x=y>2
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1%

Solucion

Utilizando el orden de integracién dA = dydx, obtenemos

4. Limitado porelcilindrox?+z2=9y los planosx=0, y=0, z=0,
x + 2y = 2 en el primer octante.

Solucion
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Analizando la funcién para integrar, f(x,¥) =V9—x2% es conve-
niente hacerlo primero en y (porgue fes constante). Es decir, usando
el orden de integracién dA = dydx. Entonces,

Se resuelven las dos integrales (indefinidas), usando, en la primera,
sustitucion trigonométrica; y, en la segunda, sustitucion simple.

Si , entonces

Ahora, siu =9 - x? du = -2x dx, luego

Por tanto,
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5. Limitado por los cilindros x* +y*=r* y y*+z*=r?

Solucion

Para calcular el volumen del sélido limitado por dos cilindros es
mas sencillo analizar el primer octante y multiplicar el resultado
por ocho (debido a que el sélido es simétrico con respecto a los ejes)

Para la funcién que se va a integrar, f(x,y) =+/r? —y2, es mas util
realizarlo en x (porque fes constante) y la region D es la cuarta par-
te del circulo x?+ y?= r? (primer cuadrante).

Por tanto,

Puesto que el volumen del sélido en el primer octante es 2,3 unida-
A . - . 3 sy
des cubicas, se tiene que el volumen total es 18,-3 unidadés cubicas
3

6. Interior al paraboloide z=10 - 3x? - 3y?y al plano z = 4.
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Solucion

Se encuentra la curva de interseccién de las dos superficies, la cual
se proyecta sobre el plano xy para determinar la regién D. Esto es,

4=10-3x*-3y* => 3x*+3y?=6 => x> +y*=2

Esta ecuacién representa una circunferencia con centro en (0,0) y
r =+/2. Aligual que en el ejercicio anterior, utilizando coordenadas
polares, se obtiene

7. Arribadelcono z = /x? +y? ydebajode laesfera x¥*+y*+2z°=1

Solucion

Como en el ejercicio anterior se debe encontrar y proyectar sobre el
plano xy la ecuacidn que describe la curva de interseccion de las dos
superficies. Esto es,
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Por tanto,

Siu=1-r? du=-2rdr. Entonces,

V'~0.613434123 u?

8. Se emplea una broca cilindrica de radio a para taladrar un ori-
ficio que pasa por el centro de una esfera de radio b. Halle el
volumen del anillo sélido que queda, y exprese este volumen en
términos de la altura h del anillo.
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Solucion

La regién soélida es simétrica con respecto al plano xy. Luego,

Si u=>b%*-r? du=-2rdr. Entonces,

Ademas, usando un tridngulo rectangulo de base a, hipotenusa b y

altura ! se tiene
2

(teorema de Pitdgoras). Entonces,

3
V_4T[ hzf_nh3
~3\4) T 6

9. Una regadera agricola distribuye agua en un circulo de 100 pies
de radio. El agua es alimentada con una profundidad de e™ pies
por hora, a una distancia de r pies desde la regadera. ¢Cual es la
cantidad total de agua alimentada por hora en la region dentro
del circulo de radio R con centro en la regadera?
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1%

Solucion

LLa cantidad total de agua de la regadera cada hora en la regién con
radio R pies estd dada por

2T rR
V= f f e "rdrdf
0 0
Resolviendo la integral indefinida interna por partes, se tiene

u=r, du=dr, dv=e’dr, v=-eT

fe_"rdr: —re_r+fe_rdr = —re T —e "

Por consiguiente,

V= (1- Re-*-e™®) 27 pies®

Encuentre la masa y el centro de masa de la lamina que ocupa la
region Dy tiene funcidn densidad p dada

10.D es la regidn del primer cuadrante limitada por la parabola
y=x*ylarectay=1;p(x,y) =xy.

Solucion
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Masa

Momento con respecto al eje y

Momento con respecto al eje x

En consecuencia,

12
21 7’

=
1l
)
O\IHlHlm

11.

Solucion

De acuerdo con la gréfica, es
mas adecuado utilizar el orden
de integracion dA = dydx

|

ol =l =
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Masa

Usando integracidn por partes

u=x, du=dx, dv=cosxdx, v=senx

Momento con respecto al eje x e y

De igual forma, utilizando integracién por partes dos veces se tiene

u=x% du=2xdx, dv=cosxdx, v=senx. lLuego,

u=xdu=dx, dv=senxdx,v=-cosx
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Entonces,

12. Una lamina ocupa la regidn gue se encuentra dentro del circulo
x*+ y*= 2y, pero fuera del circulo x*+ y?= 1. Halle el centro de
masa, si la densidad en cualquier punto es inversamente propor-
cional a la distancia al origen.

Solucion

Para graficar la circunferencia x?+ y?= 2y se completa cuadrados en
y. Estoes,

Xo+yi=2y =>x*+yt-2y+1=1=>x*+(y-1)*=1
La densidad de la ldmina en cual-
quier punto esta dada por

p(x,y) =

]

x2+y

Analizando la regién D y la funcion
densidad se observa que es conve-
niente usar coordenadas polares.
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De tal modo que se debe transformar a polares las ecuaciones da-
das. Esto es,

X*+y*=2y=>r’=2rsen9= r=2sen6
X+yl=1=r=1=r=1

Tgualando las ecuaciones se obtienen los limites para 6 y se eva-
ldan las integrales

1
2senf =1 => Sen6=§ => 0=

Momento con respecto al eje y
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Momento con respecto al eje x

u = cos0, du = -sen 0 dO

Entonces,

13. Una lamina con densidad constante ocupa la regién bajo la cur-
vay = sen x, de x = 0 hasta x = w. Halle los momentos de inercia
I, 1,y los radios de giro X, y.
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Solucion

La funcion densidad de la lami-
na esta dada porp (x,y) =ky
utilizando el orden de integra-
cién dA = dydx, se obtiene

Momento de inercia con respecto a x

Haciendo la sustitucién u = cosx, du = - sen x dx, se tiene

Momento de inercia con respecto a y

T
!{J.x2 senx dx
0
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Aplicando integracién por partes

u=x% du=2xdx, dv=senxdx, v=-cosx

Utilizando nuevamente integracién por partes

u=x du=dx, dv=-cosxdx, v=senx

L=k [(-1? cost + 2msenTt + 2cosm)-(0 + 0 + 2cos0)] = k(m?-4)

Para los radios de giro X,y es necesario calcular la masa de la
ldmina

Entonces,

14, Considere la hoja cuadrada de un ventilador con lados de lon-
gitud 2 y el vértice inferior izquierdo colocado en el origen. Si
la densidad de la hoja es de p(x,¥) = 1 + 0.1x, ;sera mas dificil
hacer girar la hoja alrededor del eje x o del eje y?
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Solucion

Hay que encontrar los momentos de inercia I, I, para determinar
quién tiene el resultado mas grande

Momento de inercia con respecto a x

Momento de inercia con respecto a y

Por lo cual, es mas dificil hacer girar la hoja alrededor del eje y

Encuentre el area de la superficie
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15. La parte del plano 3x + 2y + z = 6 que esta en el primer octante.

Solucion

Entonces,

La funcién que representa el plano es f(x,y) = 6 - 3x - 2y, luego sus

primeras derivadas parciales son: f, (x,y) =-3, f, (x,y) = -2 Analizando la funcién que se va a integrar es adecuado hacerlo en x
(porgue es constante el integrando). Entonces,

Luego,

Utilizando la sustitucion u = 4y*+ 2, du = 8ydy, obtenemos

16. La parte de la superficie z = x + y? que esta arriba del triangulo
con vértices (0,0),(1,1),(0,1).

Solucion

Sif(x,y)=x+y? demodoquef (x.y) =1, f (x.y) =2y
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17. La parte del paraboloide hiperbdlico z = y? - x* que estd entre los
cilindros x*+y*=1y x*+y*=4.

Solucion

La region D (en el plano xy) esta limitada por las circunferencias
dadas por: x*+y?’=1y x*+y*=4.

Ahora, sif(x,y) =y*-x* luego f, (x,y) = -2, fy (x,y) = 2y . Por tanto,

Debido al integrando y la regidn D se utilizan coordenadas polares
para evaluar la integral doble, donde 1<r<2,0<6 <2m Porlo
tanto,

u=4r’+1,du=8rdr
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18. La parte de la esfera x?+ y?+ z?= 4 que esta arriba del planoz=1.

Solucion

La funcién que determina la superficie a la cual se quiere encon-

trar el area es f(x,y) =4 —x2—y2. Ademas, se observa que el
plano z = 1 corta a la superficie en una circunferencia con ecuacion

x?+ y?= 3, la cual se proyecta sobre el plano xy para determinar la
region D. Entonces,

Si flx,y)=4—x%—-y2 setiene

. Por consiguiente,

u=4 -r? du=-2rdr
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19. La parte de la esfera x? + y? + z= 4z que esta dentro del parabo-
loide z = x2 + y?

Solucion

Para graficar la esfera es necesario completar cuadrados en z. Esto
es,

X4y + 2P =4z X+ P+ 7P -4+ 4 =4 X2+ P+ (2 - 2)*=4

Se encuentra la curva de interseccion de las dos superficies

(X+y?) + (X +)? ) =4(x*+)?) > (X*+y})?-3(x*+y}) =0=>
0+ ) +59)-3) = 0

Vemos que la esfera y el paraboloide se cortan el origen (x*+ y*=0)
y en una circunferencia con ¢(0,0) y r =3 ((x¥*+y*)-3 =0), la cual
se proyecta sobre el plano xy, obteniéndose la regidn D. La funcién

que da la superficie es f(x,y) = /4 —x2 —y2 + 2, donde sus deri-
vadas parciales son
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Entonces,

Esta integral doble es igual a la del ejercicio anterior, por tanto,
A(S)=4mu?
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Ejercicios propuestos

Utilizar una integral doble para calcular el area de la regién limitada
por las graficas de las ecuaciones dadas.

1. Vx+/y=2x=0y=0 2.y=x3% y=2x
3.2x-3y=0,x+y=5y=0 4.xy=9,y=xy=0,x=9
5. X Y _ 6.y=x,y=8-x2

T tE =t o

7.y=x3, y=x* 8.r=3+2senb
9.r=3cos 6 10.Una hoja de r=sen 36

11. Interior a r=2sen 36y exterior ar=1, en el primer cuadrante
12. Interiora r=1yexteriora r=2-2cos 6

Calcule el volumen del sélido limitado por las superficies dadas.
13. 2x+ 3y +z= 6y los tres planos coordenados
14.z=1-x%x+y =1y los tres planos coordenados
15.z=1-x>-y%, x+y =1,y los tres planos coordenados
16.z=x+y?’+1,z=0,y=x%y=2x+3

17. Debajo de z = x*+y?, sobre z = 0, dentro de x*+ y?=9

18. Debajo de z = /xZ + y2, sobre z=0,dentro de x* + (y -1)?= 1

19. Debajodez=4-x*-)y* entrey=xy=0,x=1
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20.Debajo de z =./x2+ y2,debajo de z = 4,sobre el plano xy,
entrey=x,y=2x

Encontrar la masay el centro de masa de la ldmina limitada por las
graficas de las ecuaciones dadas y con la densidad especificada.

21.x°+y*=a% x=20, y=0, p(x,y) =x*+)?
22.y=Vx,y=0,x=4, p(x,y) =xy

23.

24.y=9-x*y=0, p(x,y) =y
25.xy=4,y=0,x=1, x=4, p(x,y)=x*
26.

27.

28.

29.y=x>-4, y=5, p(x,y) es el cuadrado de la distancia desde el

eey
30.

31. Una ldmina ocupa la parte del disco x2+ y?< 1 en el primer cua-
drante. Halle el centro de masa, si la densidad en cualquier pun-
to es proporcional a su distancia al eje x.

Hallar I, L,1, X, y,para la lamina limitada por las graficas de las
ecuaciones dadas.

32.y=Va2—x2, y=0, p(x,y) =y

33.y=4-x,y=0,x20, p(x,y) =x
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4.y=x,y=x, p(x,y) =xy

35.y=x% x=)2 p(x,y)=x*+)*

36.y=x% y=4x, p(x,y) = |yl

Encontrar el valor promedio de f en la regidn D, donde el valor pro-
medio de una funcion es %ffD f(x,¥y)dA yAesel dreadeD.
37.f(x,y) =x, Deselrectdangulo con vértices (0,0),(4,0),(4,2),(0,2)
38. f(x,y) =xy, D es el rectdngulo con vértices (0,0),(4,0),(4,2),(0,2)
39. f(x,y) = &%, Deseltridngulo con vértices (0,0),(0,0),(1,0)
Encuentre el drea de la superficie z = f (x, y) sobre la regidn D.

40.f(x,y) = 2 +x¥? D es el rectangulo con vértices (0,0), (0,4), (3,4),
(3,0)

41.

42.

43.f(x,¥) =9 +x2-y2, D={(x,y); x*+y*< 4}

44,

45.

46. Porcion del paraboloide z =16 - x2- y? en el primer octante.

47. Porcion de la esfera x>+ y?+ z2= 25 en el interior del cilindro
X2+ y2=9
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48.Porcion del cono z=2/x2+y2 en el interior del cilindro
X2+yi=4

49, Una carga eléctrica esta distribuida sobre el disco unitario
x?+ y>< 1 de modo que la densidad de la carga en (x, y)
es p(x,y) =1+ x*+y* (medida en coulombs por metro cuadrado).
Halle la carga total sobre el disco

50. La carga eléctrica se distribuye sobre el disco x*+ y?< 4, de modo
que la densidad de la carga en (x,y) es p(x,y) =x +y + x>+ y* (me-
dida en coulombs por metro cuadrado). Calcule la carga total
sobre el disco.

51. Se construye un auditorio sobre una base en forma de un cuarto
de circulo con radio de 50 pies. Asi, forma una regidén D acotada
por las graficas de x2+ y*=50% con x = 0, y = 0. Las ecuaciones
son modelo para el suelo y el techo. Suelo: :“Ti" y techo:

z=20+-2L
100

a) Hallar el volumen del auditorio, lo cual es un requisito para
determinar los requerimientos para la calefaccion y el aire
acondicionado.

b) Hallar el drea de la superficie del techo.

52. Una empresa produce un objeto esférico de 25 cm de radio. Ha-
cemos una perforacion de 4 cm de radio a través del centro del
objeto. Calcular

a) Elvolumen del objeto
b) El area de la superficie exterior del objeto.
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Seccion 8.3. Integrales triples

Considérese una funcidn f de tres variables definida sobre una caja
B con caras paralelas a los planos coordenados. Sea P una particion
de Bensubcajas B, B,,...,B_ . Si (x,, y, z) es un punto muestra de B,
entonces consideramos la suma riemanniana ¥, f(x;, yi, z;)

Vi = Ax,. Ayi AZi

LLa norma de la particion | P| se define como la longitud de la maxima
diagonal en todas las subcajas. Por tanto, la integral triple de fsobre
B esta dada por

Observaciones

Como ocurrid en la integral definida y la integral doble la condi-
cién necesaria y suficiente para que una funcion f de tres varia-
bles sea integrable sobre B es que fsea continua. Si la funcion f
es discontinua en un numero finito de superficies suaves, enton-
ces fdebe ser acotada sobre B

La integral triple tiene las propiedades de linealidad, aditividad
de conjuntos gue se traslapen solo en superficies frontera y la
propiedad de comparacion.

Existen seis drdenes de integracion. Esto es,
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dV =dxdydz, dV=dxdzdy, dV=dydxdz
dV =dydzdx, dV=dzdxdy, dV=dzdydx

EJEMPLO

Evalue fffoyZdv donde B={(x,y,2):1<x<2,0<sy<1,1<z<2}

Solucion

Utilizando el orden de integracion dv = dxdydz

2
3r1 1
—— a2
—zfzy z|0dz
1

Ahora, considere un conjunto E cerrado y acotado en el espacio
R3 y enciérrelo en una caja B con caras paralelas a los planos
coordenados.
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Sea f(x,y, z) una funcion definida sobre E, donde f (x,y, z) = 0 para
todo (x,y, z) & E. Entonces, se define

jf[f(x,y,z)dv = jf[f(x,y,z)dv

Como se anoté anteriormente en las observaciones, hay seis drde-
nes de integracién y para cada uno de ellos se puede hacer un dibujo
que ilustre la integral iterada que se construye en cada caso. Vea-
mos el orden de integracion dA = dzdydx

Sea E un conjunto simple de z (las rectas verticales intersecan a
E en segmentos de recta simples) y sea D su proyeccién sobre el
plano xy. Entonces,

Siademas, D es un conjunto simple de y, podemos escribir una inte-
gral doble como una integral iterada. Esto es,

Pueden ser posibles otros cinco ordenamientos de la integracion,
segun sea la forma de E, pero en cada caso se espera gue los limites
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de la integral interior sean funciones de dos variables y que los de la
integral exterior sean constantes. Veamos un ejemplo

EJEMPLO

Evalte [[f, 2xyzdv , donde E es el sélido limitado por el cilindro pa-
rabélico z = 2 —x?z y losplanosz=0,y=x,y=0

Solucion

Observando la region sélida E, se
tiene un conjunto z-simple y su
proyeccion sobre el plano xy es
y-simple. Consideremos el orden
de integracion dv = dzdydx. En-
tonces,
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Integrales triples en coordenadas cilindricas

Existen integrales triples de las cuales no es conveniente evaluarlas
en coordenadas cartesianas, debido a la region sélida E donde se de-
fine la funcidn f (x, y, z). Si la regidn sélida es simétrica con respecto
a un eje, es decir, aguellas regiones sdlidas limitadas por cilindros,
paraboloides elipticos, conos o esferas, por lo tanto, usamos coor-
denadas cilindricas en donde se considera invariante a la variable
que representa el eje de simetria y transformamos las otras dos
variables a coordenadas polares. Suponiendo que el eje de simetria
es z, entonces las coordenadas cilindricas estan relacionadas por
las ecuaciones

x=rcosf, y=rsenf, z=z
Como resultado de ello, la funcidn f(x,y, z) se transforma en
f(x,y,2)=f(rcos6,rsen6,z)=F(r, 0, z)
Supongamos ahora, que tenemos que evaluar [ff ,f(x,y, z)dv, donde
E es una region sélida simétrica con respecto al eje z. Consideremos

una particion P del sélido E mediante una malla cilindrica, en la que
un elemento de volumen tiene la forma
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Este elemento de volumen se denomina “prisma cilindrico”, y su vo-
lumen esta dado por

v=r, Ari AGI, AZI,

Por tanto, la suma riemanniana que aproxima la integral es
n
Z f (1, 65, 2;)riAz; Ar; AB;
i=1

Realizando la particion cada vez mas fina, se llega a una nueva in-
tegral triple en coordenadas cilindricas. Sea E un solido z-simple y
supongamos que su proyeccion sobre el plano xy es r-simple como
se muestra en la figura. Si fes continua sobre E

E={(r,6,2):u (r,0)<z<u,(r,0), h (6)<r<h,(0),a<0<p}

Entonces,

EJEMPLO

Evalte [ff; v*? +y2dv, donde E es la regidn que esta dentro del
cilindrox*+ y*=16 y entre los planos z=-5y z=4

Solucion

Observando la region sélida E se tiene que el eje de simetria es el eje z.
Entonces, las ecuaciones cilindricas son
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x=rcos@, y=rsenf, z=z
-5<z<4, 0<sr<4, 0<0<2m

Por tanto,

Integrales triples en coordenadas esféricas

LLas coordenadas esféricas son muy importantes en aquellas inte-
grales triples en donde la funcidn f (x, y, z) esta definida sobre una
region sélida E, la cual es simétrica con respecto a un punto. Es
decir, aquellas regiones sélidas limitadas por esferas o conos. Re-
cordando las ecuaciones rectangulares para conversion en coorde-
nadas esféricas son
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x =p sen@ cosO,y = p sen® sen6, z = p cos@. Donde p=0,0<06 <27,
0 < @ <m. Lavariable p mide la distancia del origen hasta el punto P,
6 mide el 4ngulo desde el eje positivo de las x hasta el vector OF, en
sentido contrario a las manecillas del reloj y @ mide el angulo desde
el eje positivo de las z hasta el vector OP.

Supongamos que se quiere evaluar [ff, f(x, y, z)dv, donde E es una
region solida simétrica con respecto a un punto. Consideremos una
particion P del sélido E mediante una malla esférica, en la que un
elemento de volumen tiene la forma

Este elemento de volumen se
denomina “prisma esférico”, y su
volumen esta dado por

dv = p? sen dpd6d®

Formando la sumatoria adecua-
daytomando el limite, llegamos
a una integral en la que el dife-
rencial de volumen dv = dzdydx
equivale a dv = p? sen@dpdOdo,
de aqui obtenemos

Donde E={(p, 6,®): a<0<B,c<P<dg, (60 <p<g, (6 0)}

EJEMPLO

Evalde [ff, zdv, donde E estd entre x*+ y?+ z2= 1y x*+ y?+ 2= 4 en
el primer octante.
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Solucién Ejercicios complementarios

Se transforman las ecuaciones 1. Evalle laintegral iterada
cartesianas que representan las
esferas a coordenadas esféricas.

X2+ yP+z2=1=>p?=1=>p=1
X+’ +z72=4=>p’=4=>p=2 u=-y* du=-2ydy

.

Obteniéndose que E = {(p,e,o): 1<p<2 0<0=<-,0=<6<

Por tanto,

A
N R

Evalle la integral triple
2. [ff,yzcosx’dv,donde E={(x,y,2):0<sx<1,0<y<xx<z<2x}

Solucion

Observando el conjunto E se debe usar el orden de integracion
dzdydx o dydzdx. Entonces,
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Siu=x° du=>5x* dx

3. JJf,6xydv,donde E estébajoelplanoz=1+x+y yarribadela
region del plano xy limitada por las curvas y =vx, y=0, x=1

Solucion

Analizando la descripciéon del
solido E, se utiliza el orden de
integracion dA = dzdydx, donde

0<z<1+x+y, 0<y=<x,
O0<sx<1

Entonces,
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4. [[f, xdv, donde E esta limitado por los planosx=0,y =0, z =0,
3x+2y+z=6

Solucion

Se integra primero en z (0 < z < 6 - 3x - 2y), y luego en cualquiera
de las otras dos variables (x o y). Usando el orden dzdxdy, se tiene
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5. La [ff, xzdv, donde E es el tetraedro sélido con vértices
(0,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(0,1,1)

Solucion

Para integrar inicialmente en z debemos encontrar la ecuacién del
plano determinado por los puntos (0,0,0),(1,1,0),(0,1,1).

Para esto se construyen dos vectores y con ellos se halla el vector
normal. Por lo tanto,

Sean u=0i+j+k, v=i+j+0k entonces i=uxv = —i+j—k
Si consideramos el origen (0,0,0), se obtiene -1(x-0)+1(y-0)-1(z-0)=0.
Luego, la ecuacién del planoes -x+y-z=0

Ahora, analizando la regidon D sobre el plano xy se observa gue
es mas aconsejable considerar los rectangulos horizontalmente.
Por consiguiente, se utiliza el orden de integracién dzdxdy, donde
0<z<-x+),0<x<y,0<y<1 Deahi
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6. [Jf, zdv, donde E esta limitado por los planos x=0,y =0,z =0,
y+z=1 x+z=1

Solucion

Al observar el sélido E se anali-
za a z como la primera variable
de integracidn, teniendo en cuen-
ta que existen dos superficies
como limite superior, de tal ma-
nera que de la integral triple se
deducen dos integrales iteradas.

Para extraer los limites para las
variables x y y sobre el plano xy,
obsérvese que el cuadrado se
divide por la recta y = x en dos
triangulos, en donde sobre cada
uno de ellos estan las superfi-
ciesz=1-xyz=1-y. Sienla
region D, se consideran rectan-
gulos verticales y en la regidn
D, rectangulos horizontales se
obtiene



356 Introduccion al célculo en varias variables

Las dos integrales iteradas son equivalentes, lo cual implica que se
puede resolver una de las dos y se multiplica por dos. Entonces,

7. Jff, xdv, donde E est4 limitado por el paraboloide x = 4y? + 422 y
el planox=4

Solucion

La curva de interseccion del paraboloide y el plano es y?+ z2=1.
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La integral triple se evalla, en primera instancia, en la variable x
(eje sobre el cual abre el paraboloide), y se plantea la integral doble
externa, la cual es mas facil de resolverla en coordenadas polares.
Por consiguiente,

Observacion

En el fondo la integral triple se evalda usando coordenadas cilindri-
cas tomando a x como variable invariante.

Exprese la integral [ff . f (x,y, z)dv como una integral iterada en seis
formas diferentes, donde E es el sdlido limitado por las superficies
dadas

8. z=0,x=0,y=2,z=y-2x

Solucion

La gréafica del sdlido E y su proyeccién en los tres planos coordena-
dos son:
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9. z=0,z=y,y=1-%*

Solucion

Entonces,

Entonces,

10. La figura siguiente muestra la regién de integracién para la in-
tegral dada
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Solucion
Como el sélido es simétrico con respecto al eje z, se deja invariante

a z y se transforman las variables x e y a coordenadas polares. Es
Escriba otras cinco integrales iteradas equivalentes. decir,six=rcos 6,y =rsen 6, z = z, se obtiene

Solucion

Al igual gue en los dos ejercicios anteriores se dibuja la proyeccién
del sdlido sobre los tres planos coordenados

Entonces,

12. Evaltie [ff,y dv donde E es el sélido que estd entre los cilindros
x2+y*=1,x*+y*=4, arriba del plano xy, y abajo del plano z=x + 2

Solucidn
Al igual que en el ejercicio anterior se obtiene:
Utilice coordenadas cilindricas

11. Evalde [ff, (x*+xy?) dv, donde E es el sélido del primer octante
que esta debajo del paraboloide z =1 - x*- y?
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15cos?8 14 2T
:_T 5 —?C039|0:0

13. Evaltie [ff, x? dv, donde E es el sélido que estd dentro del cilin-
dro x2+y?=1, arriba del plano z = 0, y abajo del cono z?=4x*+4y?

Solucion

Si x=rcosb,y = rsen@, z = z, entonces
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14. Trace el sdlido cuyo volumen esta dado por la integral y evalue
la integral.

3
J’ rdzd@dr

r

S nlx

3
1
Solucion
Analizando los limites de integracion se tiene que con respecto a z,
el limite inferiores z = r = {/x2 + ¥ (semicono) y el limite superior

es z = 3 (paralelo al plano xy). Ademas, en el plano xy la regién esta
comprendida por: x2+ y?= 1y x*+ y*= 9, en el primer cuadrante.

Entonces,
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15. Transforme a coordenadas cilindricas y evalue la integral

Solucidn

El sélido esta limitado en z por los paraboloides z=x?+)? z=2 - x*- y?,
en donde la interseccion es la circunferencia x*+ y*= 1. La proyec-
cidn de la circunferencia sobre el plano xy representa la regién D
donde se extraen los limites para r y 6. Por tanto, los limites en
coordenadas cilindricas son:

r’<z<2-r* 0<sr<1, 0<0<2m

Entonces,

2 T 4 8
_(~_= _ 21'r=_
_(5 7)[‘19‘359“ 35"

0

Utilice coordenadas esféricas.

16. Evalte [ff, (x*+ y?)dv, donde E es la regién semiesférica que
estd arriba del plano xy y debajo de la esfera x*+ y?+ z2=1

Solucion

Como la regién E es la mitad positiva de la esfera dada se tiene que
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T
0=p=1, OSQSE, 0=6<?2m

Six = psen@cosb, y = psen@sen 6, z = pcos@®, entonces x*+y?=p? sen*@

Luego,

Si u = cos®, du = -sen@d@, entonces
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2
17. Evaltie [ff, xe(***¥**2") dv, donde E es el sélido que se encuen-
tra entre las esferas x*+y*+z*=1y x*+y*+z*=4 en el primer
octante.

Solucion

Se transforman las ecuaciones cartesianas de las esferas a coorde-
nadas esféricas. Esto es,

X+y2+z2=1=>p*=1=>p=1,x+y*+ 72 =4=>p?’=4=>p=2
Ademas, los limites de integracidn son

m
l<p<2 0<0<= (eje positivo z), 0<0 <

< (primer cuadrante
2
del plano xy)

| =

Luego, si x = psen@cosO, y = psen@sen6, z = pcosP, x* + y* + z* = p?,
Entonces,

Donde u = p*, du =4p3dp
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18. Evalue [ff ,xyzdv, E esta entre las esferas p =2, p=4y sobreel
CoNo ¢ =§

Solucion

Los limites de las variables son: 2<p<4,0<s0<T,0<0<2m

w

19. Transforme a coordenadas esféricas y evalule la integral
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Solucion
Los limites de integracion para la variable z son

(inferior el cono y superior la esfera)

La interseccién de las dos superficies es

Jxz+y2 = J18—x2 —y2 => X2+ y?=18 - x>~ y?=>x*+y?=9

Una circunferencia con centro en (0,0) y radio 3. Observando los 20.Demuestre que
limites para x e y, se tiene que solamente se considera la parte de

la circunferencia ubicada en el primer cuadrante. Entonces la region

solida E estd dada

Solucion

Como la regidén sélida E es todo el espacio (R?), entonces 0 < p < oo,
0<@<m0=<0<2m Por tanto,

0<p<+Vi8(x%+y%+22=18),

Por tanto,

La integral se resuelve usando integracién por partes, donde u = p?
y dv=e* pdp
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Ejercicios propuestos

Evalue las integrales iteradas.

1 2.
Para evaluar el primer limite se aplica la regla de L'Hopital dos ve- 3 4
ces y se muestra que el resultado es 0, el segundo limite vale 0 y el :
tercero 1. Por tanto,
2
5 6.

4 % 2 % 22-r
7. [J’ [?‘COS@ drdfdz B.J’ [J’ rz dzdrd0
Zwa
9. 10.fffe’p3p2dpd9d®
000
11. 12.
Evalle la integral triple.
13. fﬂ@x —2y)dv donde E es el tetraedro limitado
E por 4x +y + 3z =12y los planos

coordenados.
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14. Lﬂydu

. J]] 2xy dv
. ﬂ (x* +y?) dv
17. [ﬂxaeyzdv

1

o

1

2]

18. fEﬂ xy dv
10, J;ﬂ x2edv

20. ﬂ (x +2y)dv
21. ﬂ]’zdv

2

N

.gf(y+2)dv

donde E esta acotada por los
planosx=0,y=0,z=0y
2x+2y+z=4.

donde E esta limitado por
z=1-x2-y%z=0.

donde E estd limitado por
z=6-x-y,x*+y*=1,z=0.

donde E estd acotada por el
cilindro parabdlicoz=1-y?y
losplanosz=0,x=-1yx=1.

donde E es el tetraedro sélido
con vértices (0,0,0),(1,0,0),
(0,2,0),(0,0,3).

donde F estéd acotada por el
cilindro parabolicoz=1-)?y
losplanosz=0,x=-1yx=1.

donde E estéa acotada por el
cilindro parabolico y = x?*y los
planosx=z x=y,z=0.

donde E estd acotada por el
cilindro y*+ z2=9 y los planos
x=0,y=3xyz=0enelprimer
octante.

donde E es la region bajo
x +z =4, situada en el primer
octanteentrey=1yy=2.

23, J;ﬂ xydv
24, [Eﬂ xy dv

Integrales multiples 373

donde
E={(xy,2):0=sx<30<y<x,
0O<sz<sx+y}

donde E es el tetraedro sélido
con vértices (0,0,0), (1/3,0,0),
(0,1,0),(0,0,1).

Dar los seis posibles érdenes de integracion de la integral triple so-

bre la regién sélida E.

fffE xXyz dv

25.E={(x,y,2): 0<sx<10<y<x0<z<3}
26.E={(x,y,2): 0<sx<2,x*<y<40<z<2-x}
27.E={(x,y,2): x*+y?<9,0<z<4}
28.E={(x,,2): 0sx<1,y<1-x%40<z<6}

Use coordenadas cilindricas para evaluar:

29. J]] x? + y? dv
E

30. J;ﬂ e%dv
31. J;ﬂ x dv

E es la regidon que se halla
dentro del cilindro x*+ y*= 16
y entre los planos z=-10y
z=10.

donde E esta encerrada por el
paraboloide z=1 + x*+ y?, el
cilindro x*+ y*= 5y el plano xy.

donde E esta encerrada por los
planosz=0,z=x+y+ 3y por
los cilindros x?+ y?*=4, x*+y?=9,
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32. fﬂ y2z?dv donde E estd acotada por el
E paraboloidex=1- y?-z2yel
plano x=0.
33. ﬂf zdv donde E estd acotada por los
E planosy=0,z=0,x+y=2yel

cilindro circular y?+ z2=1 en
el primer octante.

34, m vz dv donde E esté arriba del plano
E z=0,debajodel planoz=yy
dentro del cilindro x*+ y* = 4.

35. J’ﬂ X dy donde E es la regién interior a
E x*+y?= 4y situada entre
z=1yz=2

3

[22]

. J’ﬂ x?+y*dv donde E es la regién entre
E

z=,/x2+y% yz=0, einteriora

X*+yi=4,

37. J’ﬂ eZdv donde E es la region interior a
E x*+y*=4y situada entre
z=x*+y*y z=0.

38. fﬂ Vx? +y?efdv donde E es la regidn interior a
E x2+y*=1y situada entre
3
z=(xZ+y?)yz= 0

39. ﬂf 2x dv donde E es la region entre
E

z=+/x2+y% yz=0,einteriora

X+ (y-1)*=1.
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40. ﬂ]’% dv donde E es la region entre
E z=4x?>+y* yz=0,einteriora
(x-2)+y*=4.
4].
42,

Use coordenadas esféricas para evaluar:

43. fﬂ(xz +y*+z%)dv donde E es una esfera con
E centro en el origen y radio 5.

44. fﬂ(g —x*=y*)dv donde E es la semiesfera sélida
E xX*+y*+22<9,z20.

45. fﬂ zdv donde E yace entre las esferas
E X +y*+z?=1y x*+y*+z?=4en
el primer octante.

46, fﬂ eVx* vzt gy donde E estd encerrada por la
E esfera x?+ y?+z?=9 en el
primer octante.

47. ﬂf x? dv donde E estd acotada por el
E plano xz y los hemisferios

y=VT— =77 y

16 — x2%2 —z2.
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4

o]

4

©

50

5

=

5

N

53

5

N

5

[$)]

.fﬂf x2+y2+z2dv
E

ﬂ] x2+y?+z2dv
E

E

. fﬂ(xz +y2+ zz)gdv

3

.ﬂ-f(xz+y2+zz)5du

E
.Jﬂ’emdv

E
H:[ x2+y?+z% dv

E

3

. fff cos(x? + y? + z*)2 dv

E

56.

donde E es la semiesfera sélida
que esta arriba del plano xy y
tiene centro en el origen y radio 1.

donde E es el sélido que esta
acotado por las superficies

z2=\x2+y?yz=42—-x?—y?

donde E esta limitada por el
hemisferio dado por

z=,/4—x2—y? yelplanoxy.

donde E esta limitada por
X*+y*+72=2,z=0y el plano xy.

donde E es la region interior a
las superficies z = /x2 + y?2
yz=,8-x%-y%

donde E esta limitada por la
esferax’+y?+z2=2,z=20yel
plano xy.

donde E esta limitada por el
hemisferio dado por

z=49—x%—y? yel plano xy.

donde E es la esfera unitaria
X+y+272<1

57.
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Convertir la integral triple de coordenadas cartesianas a coordena-
das cilindricas y esféricas, y evaluar la integral mas sencilla

58.

59.

60.

61.

62. Determinar el valor de a en la integral triple

63. Evalue H (xy + xz + yz) dzdxdy
E

Donde la regidn sélida es
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64. Utilice coordenadas cilindricas para evaluar ﬂf ZJx% + y? dv.
E
Donde E es la regién limitada por el cilindro x2+ y?= 2x y los pla-

nosy=0,z=0y z=3.

65. Utilice coordenadas esféricas para evaluar ﬂf zy/x% + yZ dv
Donde E es la parte interna de la esfera E
X2+ y?+ 7%= 2x.

66. De la integral

a) Dibuje el sélido.
b) Cambie el orden de integracién indicado a dzdxdy y dydxdz.

379

Seccion 8.4. Aplicaciones
de la integral triple y cambio
de variables

Nuestro primer objetivo es dar un significado geométrico a la in-
tegral triple. Recordando ffR dA representa el drea de una region R,
entonces de manera semejante se debe observar que sif(x,y,z) =1
para todo (x,y, z)€ E, se tiene que [[[ , dv representa el volumen del
solido E.

EJEMPLO

Use la integral para hallar el volumen del sélido E limitado por las
superficies

z=4-y? x+z=4 x=0, z=0

Solucion

En este caso, es conveniente analizar el sélido primero en x, cuyos
limites son desde x =0, hastael planox=4-z.

Al proyectar el sélido sobre el plano yz se obtiene la region limitada
por la parabola
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z=4-y? yelejey. Portanto, tomando el orden de integracion
dxdzdy, se tiene

Masa y centro de masa

LLos conceptos de masa y centro de masa de una ldmina se genera-
lizan a regiones solidas. Sea p(x, y, z) la funcién densidad (masa por
unidad de volumen) en el punto (x, y, z).

La masay los primeros momen-
tos con respecto a los planos

coordenados de cada subcaja B,

estan dados

m(B ) =p(x,y, z)AV,

Mxy (Bl) = Zi p(xi’yi’ Zi)AVi
M,, (B)=y,p(x,y,, z)AV,
Myz (Bl) = Xi p(xi’yi’ Zi)AVi

Por lo tanto, la masa y los primeros momentos respecto de los pla-
nos coordenados de la region sélida E estan determinados por
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Luego, las coordenadas del centro de masa (x,¥,z) son:

EJEMPLO

Halle el centro de masa del sdlido de densidad constante k limitado
por las gréaficas del cono z = \/x2 + y2y el planoz = 4.

Solucion

En este caso es conveniente utilizar coordenadas cilindricas para
evaluar las integrales triples. Six=rcos 8,y =rsen 6, z = z, entonces
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Momento con respecto al plano xy

Momento con respecto al plano xz

Momento con respecto al plano yz
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Luego,

Momentos de inercia

Los momentos de inercia de una regidn sélida E alrededor de los
ejes coordenados son

I, = H (2 +z)p(x,y,z)dv

L= ||| 62+ 30y

EJEMPLO

Plantee, pero no evalue la integral triple para hallar el momento de
inercia alrededor del eje z, en el hemisferio x>+ y?+ z2<1,z2= 0 con
funcidn densidad dada por

plx,v,z)=+x2+y? + 22

Solucion

La regiodn sélida E esta limitada abajo por el plano z =0y arriba por
la esfera x?+y*+ z2=1.
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Utilizando coordenadas esféricas: x=psen® cos0,y=psen @ sen 6,
z=pcosP,donde 0<p<1, 0<@P< %,OSGSZH. Entonces,

Cambio de variables

Una de las primeras herramientas utilizadas para evaluar una in-
tegral definida es “sustitucién simple”. En esta técnica de integra-
cidn observe gue no solo se cambia el integrando sino que ademas
también debe cambiar el intervalo sobre el cual se integra. Hasta
el momento ya se han implementado cambios de variables en inte-
grales multiples. En las integrales dobles se utilizaron coordenadas
polares y en las triples coordenadas cilindricas y esféricas. En cada
caso, se termind simplificando el integrado y transformando la re-
gién de integracion. Lo que se quiere en esta seccion es generalizar
el procedimiento para evaluar integrales dobles y triples, donde no
es conveniente usar coordenadas polares (integrales dobles) y coor-
denadas cilindricas o esféricas (integrales triples). Inicialmente se
debe introducir el concepto de “transformacidn en varias variables”.
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Una transformacion T del plano uv al plano xy es una funcion que
asigna a cada punto del plano uv un Unico punto del plano xy, de-
terminada por T(u,v) = (x,y), dondex=g(u,v)yy=h(u,v), para
algunas funciones g y h. Considérese los cambios de variables en
las integrales dobles, definidos por una transformacion T de una re-
gion S del plano uv sobre una region R del plano xy. Es decir, R es la
imagen de S bajo la transformacién T

La transformacion T es uno a uno (1 - 1) si para todo punto (xy) en
R existe un Unico punto (u, v) en Stal que T(u, v) = (x,y). Esto implica
que se puede resolver para u 'y v en términos de x e y (es decir existe
una transformacion T-! de R en S). Ademas, solo se consideran las
transformaciones para los cuales g y h tienen primeras derivadas
parciales continuas en la region S. La razén principal para introducir
un cambio de variables en una integral multiple es simplificar el
calculo de la integral. Veamos un ejemplo de cémo hallar una trans-
formacion T de Sen R.

EJEMPLO

Halle una transformacién T de una regién rectangular S del plano uv
en laregidén R. Resta limitadapory=4x+2, y=4x+5, y=3-2x,
y=1-2x
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.y

Solucidn
En primer lugar se dibuja la regién R limitada por las cuatro rectas

Las rectas que determinan la re-
gién R se pueden expresar como
y-4x=2,y-4x=5y+ 2x=3,
y + 2x=1. Esto sugiere las sustitu-
cionesu=y-4x,v=y+2x.

Estas sustituciones transforman
la frontera de R en las rectas
u=2,u=5v=3yv=1, respec-
tivamente, formando las fronteras
de la regién S correspondiente, en
el plano uv.

Por tanto, resolviendo para x e y se tiene la transformacién que se
pide. Esto es,

Siu=y-4x,v=y+ 2x,entoncesv-u=6xyu+2v=3y luego la
transformacion T se define por

_1( ) 1 )
x=c@-u) y—g(u-&- V)

El cambio de variables x = g(u, v), y = h(u, v) introduce un factor
(lamado “jacobiano” de x e y con respectoau y v.

Definicidn

Six=g(u,v),y = h(u,v), entonces el jacobiano de x y y con respecto

auy v, denotado por 2&¥) se define
a(u,v)
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EJEMPLO

Hallar el jacobiano para el cambio de variables x =r cos 6,y =rsen 6
(cambio a coordenadas polares).

Solucion

Se encuentran las derivadas parciales de x e yconrespectoa ry 6.

Entonces,

A continuacidn se enuncia el resultado para un cambio de variable
en integrales dobles

TEOREMA

Sean Ry S las regiones de los planos xy y uv que estan relacionadas
por las ecuaciones x = g(u, v), y = h(u, v) de manera gue cada punto
en R es la imagen de un unico punto en S. Si fes continuaen R, g
y h tienen derivadas parciales continuas en S, y el jacobiano de la
transformacién T determinada por las ecuaciones dadas es distinto
de cero en S, entonces,

Observacion

El cambio de variables puede simplificar el proceso de integracion.
La simplificaciéon se puede dar de varias maneras. Se puede hacer
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un cambio de variables para simplificar la regién R o el integrando
flxy), 0 ambos.

EJEMPLO

Evalte laintegral doble [f , (x+y)?sen? (x-y) dA, donde Res laregion
limitada por el cuadrado cuyos vértices son (0,1),(1,2),(2,1),(1,0)

1%

Solucion

Obsérvese que las ecuaciones
de lasrectas L,L, L, y L,
son:

Para L:x+y=1.
Para L:x+y=3.
Para Li:x-y=1.
Para L:x-y=-1

Realizando las sustituciones u = x + y, v = x — y, se tiene que
u+v=2xy u-v=2y.

Entonces, la transformacion T se define:

1 1
x:E(u+v), y:E(u—u)

la cual transforma la regidn R del plano xy en la regién S del plano
uv,donde six+y=1,entoncesu=1,six+y=3,entonces u =3, si
x-y=1,entoncesv=1,six-y=-1,entoncesv=-1
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Adema3s, el jacobiano es

Por tanto,

El resultado para el cambio de variables en una integral doble se
extiende de forma natural para el cambio de variable en una integral
triple.

Sea T una transformacion que delimita una region S del espacio
uvw sobre una regidn R en el espacio xyz dada por x = g(u, v, w),
y=h(u,v,w), z=k(u,v,w). El “jacobianc” de la transformacion T
se define
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y el cambio de variable para una integral triple es

EJEMPLO

Utilice el resultado anterior para deducir la férmula para integracion
triple en coordenadas esféricas.

Solucion

La transformacion T esta dada: x=p sen @ cos 6, y = p sen @ sen6,
z=pcos Q.

Calculando el jacobiano de la transformacion T se tiene

Usando como base la tercera fila para encontrar el determinante
obtenemos

Integrales multiples 391

=cos @ (-p* sen @ cos D sen? 6 - p? sen @ cos P cos? 6)

-psen® (p sen®* @ cos? 6 + p sen* @ sen? 6)
=-p? sen @ cos® @ ( sen? 8 + cos* 0) - p* sen® @ (cos* 6 + sen? )
=-p? sen @ (cos* @ + sen* ) = - p* sen P

Utilizando el resultado para el cambio de variable se tiene,

Donde, |-p? sen @ | = p? sen @
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Ejercicios complementarios Solucidn

Use una integral triple para calcular el volumen de la regidn sélida
dada

1. Laregidn del primer octante acotada por los planos coordena-
dos, el planoy + z=2, y el cilindro x = 4 - y2,

1%

Solucion

3. De la regidn comun a los interiores de los cilindros
x2 y.2 ZZ y2 L .
T 4YX —q, Z42 -1, enelprimer octante
9 4 9 4
Solucion
2. De lacufa definida en el cilindro x*+ y?=1, por los planos z = -y,
z=0.
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V=(18-6) =12 u3
4. Delaregionacotadaporr=2senf,z=0,z=4-y

Solucion

Observando el sdlido es conveniente utilizar coordenadas cilindricas
donde

0<z<4-rsenf,0<r<2senf,0<0<m
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8
(8sen® 0 — 3 sen* 0) do
o 1——cos26\ 8/1—cos26\? "
( 2 )_3( 2 )

s
2 4 2
V= f(il —4cos20 —3+3cos 20 —Ecos2 20)do
0

<
I

S —— 5 e—

3

5. Del sdlido que el cilindro r = a cos 6 corta a la esfera de radio a
con centro en el origen

Solucion

Puesto que la regidn soélida es simétrica con respecto al plano xy
consideremos la parte positiva del sélido y multiplicamos por dos el
resultado. Ademas, al igual que el ejercicio anterior se usara coor-
denadas cilindricas donde los limites son

0<z <+a?-7r3, 0 <7 < acoso, 0<o<mw
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'

Solucion

Siu=a?-r%du=-2rdr

Inicialmente se encuentra la ecuacidn de la curva de interseccion de
la esferay el cono

Si rP+z'=a*> = r’+ (rcotd )?=a*= r* (1+ co? @ ) =a* = r*csc* @ = a*

Si u = cos 6, entonces du = -sen 6 d6 Luego, r*= a®sin* @, = r = asen®,. Por tanto, los limites para las
variables son

Entonces, el volumen del solido esta dado

6. Utilice coordenadas cilindricas para demostrar que el volumen
del sdlido limitado arriba por la esfera r? + z% = a? y abajo por el
cono recto z = rcot®,, donde 0 < @, < g es

2na®

V =
3

(1 — cos@y)

Siu=a?-r? du=-2rdr
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2
V= ?a3(1 — cos®q)

7. Del solido acotado abajo por la esfera p=2cos®, y arriba por el

CON0 z = /x2 + y?

Solucion

La ecuacion de la esfera se transforma a coordenadas cartesianas

p=2cosP = p*=2pcosP = x*+y*+z:=2z = x*+y*+(z-1)*=1
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Para evaluar la integral triple se utilizan coordenadas esféricas,
donde los limites son
Entonces,

8. Halle el volumen de la cuiia mas pequefia, cortada de una esfe-
ra de radio a por dos planos que se intersectan a lo largo de un
diametroy forman un angulo de Z

6

Solucion

Realicemos las siguientes consideraciones: el centro de la esfera
(0,0,0), el didametro de interseccidn el eje z, uno de los dos planos es
el plano xz, y el otro plano uno que forme un angulo 6 :% con el
planoxz. Luego, 0<p<a,0<@<m 0<60<Z, portantoelvolumen
de la cufia esta dado ¢
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9. Si E es el sélido limitado por el cilindro y?+ z*= 9 y los planos
x=0,y=3xz=0 en el primer octante con funcién de densidad
p(x,y, z) = x*+ y? plantee pero no evalde integrales triples para
calcular las siguientes cantidades
a) Lamasa.

b) El centro de masa.
c) Elmomento de inercia alrededor del eje z.

Solucion

a) Masa

b) Centro de masa
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Donde,
c)
10. Halle la masa del sélido limitado por el elipsoide 4x*+ 4y*+ z*= 16,

z 20, siendo la densidad en un punto proporcional a la distancia
entre el punto y el plano xy.

Solucion

La funcidn densidad esta dada p (x, y, z) = kz. Utilizando coordena-
das cilindricas se tiene

m=8ké@ 20”: 16k
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11. Sea H una semiesfera sélida de radio a, cuya densidad en cual-
quier punto es proporcional a su distancia al centro de la base.

a) Calcule la masa de H.
b) Encuentre el centro de masa de H.
c) Calcule el momento de inercia de H alrededor de su eje.

Solucion

Consideremos la semiesfera positiva en z con centro en el origen
(también es el centro de la base). Es conveniente utilizar coordena-
das esféricas debido a la regidn séliday la funcion de densidad dada

plx,y,z) = kx%2 +y2 + z2

a) Masa

atmk .
=—a“nk

m=""=3

b) Por simetria del sélido, el centro de masa se encuentra en el eje
z, de manera que M, =M,=0. Es decir, falta determinar M,

Entonces,

a’rk 1 .
My, = z :ga km
Luego,
c)

Siu=cos®, du=-sen® d®
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12. Calcule los momentos de inercia para un ladrillo rectangular
con dimensiones a,b y ¢, masa M y densidad constante, si el cen-
tro del ladrillo esta situado en el origen y las aristas son parale-
las a los ejes de coordenados.

Solucion

Puesto que el ladrillo E tiene las aristas paralelas a los ejes de coor-
denadas se puede describir

donde la funcién densidad esta dada p(x, y, z) = k. Entonces,

o

I.= ka (5 b%z +3bz°) e
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Usando la simetria del ladrillo se tiene que

Cambio de variables en integrales multiples

13. Encuentre el jacobiano de la transformacion

X = eLl—V y = eLl+V Z = eLl+V+W
1] )

Solucion

LLas primeras derivadas parciales de x,y,z con respecto a u,v y w son

De ahi que,

= 0 _ O + eu+v+w (eu—v eu+v+ euv eu+v = eu+v+w (262u) = Ze3u+v+w
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14, Encuentre laimagen del conjunto S bajo la transformacion dada,
donde S es la region triangular con vértices (0,0), (1,1), (0,1);
x=u% y=v

Solucion

El segmento de recta que enlaza los puntos (0,0) y (1,1) en el plano
uv tiene como ecuacion v = u, la cual se transforma en el plano xy
enx=y%,0<y<1

El segmento de recta que une los puntos (0,0) y (0,1) en el plano
uv tiene como ecuacion u = 0, la cual se convierte en el plano xy
en la ecuacion x =0, 0 <y <1, y el segmento de recta que une los
puntos (0,1) y (1,1) tiene ecuacién v = 1, la cual se transforma en
y=10<x<1

15. Utilice la transformacién dada para evaluar la integral
Jf, (x*-xy + y?)dA, donde R es la region limitada por la elipse
x*-xy +y*=2; T se define por las ecuaciones
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Solucion
El jacobiano de la transformacion es

Ahora, la region R limitada por la elipse x2- xy + y?= 2 se transforma
en la siguiente region S del plano uv

Simplificando obtenemos la ecuacidon u?+ v2= 1. Por tanto,

Puesto que la regidn S es una circunferencia con centro en el origen
y radio 1, la integral doble se transforma en coordenadas polares
haciendo u = rcos6, v = r sen 6. Entonces,

16.Evalte [[[, x* ydv , donde E es el sélido interior al elipsoide
x* >z _ 4 Utilice la transformacion:
2 Tz T 2

x=au,y=bv,z=cw
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Solucion
El jacobiano de la transformacion dada es

L. T . . . x? y? oz
La region sélida interior al elipsoide — + 57+ — =1 se transforma
en la esfera H con ecuacion u?+ v*+ w? = 1. Luego,

Transformando la integral triple en coordenadas esféricas y haciendo
la siguiente sustitucién u=psen @ cos6,v=psen @ sen 6, w = p cos @,
se obtiene
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17. Evalle la integral dada haciendo un cambio de variables apro-

piado , donde R es la regidén trapezoidal con vér-
tices (1,0),(2,0),(0,2),(0,1).

Solucion

Lasrectas L, L, L, L, que contienen los lados del trapecio son

L:y=0(1=sx<2);L;:x+y=2(0<x<2)
L:x=0(1<sy<2);L;:x+y=1(0<x<1)

Analizando el integrando, la sustitucién apropiada es u =y - x,
v=y+x Luego, u+v=2yy v-u-=2x Entonces, la transformacién
T se define

=3 -, y=5a+
x=5 u,y—z(u V)
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LLa cual transforma la regidn R del plano xy en la region S del plano
uv determinada por las siguientes ecuaciones

Siy =0, entonces u=-v
Six+y=2,entonces v=2
Six=0,entonces u=v
Six+y=1,entonces v=1

El jacobiano de la trasformacion T es

Por consiguiente, la integral doble se transforma en

_ 1 U2|2 _3 1
= Ssen 2 11 —Zsen

18. Sea funa funcién continua en [0,1] y sea R la regién triangular
con vértices (0,0), (1,0),(0,1). Demuestre que
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Solucion
Considerando las sustituciones u = x + y, v =y, entonces la transfor-

macion T se define x=u-v,y =v, la cual transforma la region R del

plano xy en la region S del plano uv

El jacobiano de T esta dado

Por tanto,
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Ejercicios propuestos
Use una integral triple para hallar el volumen del sélido dado.

1. El tetraedro encerrado por los planos coordenados y el plano
2x+y+z=4

2. Elsdlido acotado porelcilindro y=x?y losplanos z=0,z=4 vy
y=9

3. El sdlido encerrado por el cilindro x*+ y*= 9 y los planos
y+z=52z=1

4. Elsolidoencerrado por el paraboloide x=y*+ z*y el planox =16
5. Elsdlidoacotadopor z=9-x%42z=0,x=0,y=2x
6. Elsdlido acotado por el paraboloide z=9 -x*-y?yel planoz=0

7. Elsélido que es el interior comun bajo la esfera x?+ y*+2z2=80y
sobre el paraboloide y = vx2 + 72

8. El sdlido acotado por ¥ = Vx? +z2,y=3
9. Elsdlidoacotadoporx=y%4x=4,x+z=6,x+z=8

10. Encuentre el volumen del sélido que esta dentro del cilindro
xX*+y*=1 ylaesfera x¥*+y*+z°=4

11. El sélido acotado por los paraboloides z = x2+y?y z= 36 - 3x*- 3y?
12. El sélido interior a
13. EL sélido interior a x>+ y2+ z*=16 y exterior a z = /x? + y?

14, El sélido acotado por las graficas de la esfera r?+ z2=a? y del
cilindro r = acos 6
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15. El sélido que se encuentra arriba del cono ¢ = g y debajo de la
esfera p=4cos @

T .

16. El sélido p <a que estd arriba del cono ¢ = =y debajo del cono
0=7
17. El sélido comprendido entre las esferas

X2+ Y+ 22=a? X +y?+z2=b% b >a, einterior al cono z2=x*+y?

Bosqueje el sélido cuyo volumen esta dado por la integral y evalie
la integral.

18. fol fol_x f02—2z dydzdx 19. foz foz_y f;_yz dxdzdy
20. [ [7" [* rdzdodr 21. [Z[7[* rdzdrds
22. 23.

Encuentre la masa y el centro de masa del sélido E con la funcién
densidad dada p(x,y, z)

24.F es el solido bajoel planoz=1+x+y y arriba de la region
en el plano xy acotada por las curvas y =+vx, y =0, x = 1;
pxy, z) =2

25. F esta acotado por el cilindro parabdlico z =1 - y? y los planos
x+z=1,x=0,z=0;p(x,y,2) =4

26.F es el tetraedro acotado por los planos x =0,y =0,z = 0,
x+y+z=1pxy,2)=y

27.F es el cubo dado por 0 < x <a, 0 <y <a 0<2z<a
Py, 2) =x*+y*+ 2

28.E es el solido limitado por z=4x*+y? y z = 4,
p(x.y,2) = /x? +y?
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29.Feselsolidoentre z=x*+y? y z=4 einteriora x*+ (y-1)*=1;
pxy, z)=4

30.E es el sélido limitado por z=.4—-x2—-y%y el plano xy;

31. Hallar la masa de la esfera x?+ y?+ z?=a? sila densidad es:
a) Encualquier punto, proporcional a la distancia entre el punto
y el origen.
b) En cualquier punto, proporcional a la distancia del punto al

eje z.

32.Encuentre los momentos de inercia para un cubo de longitud
L de lado, si un vértice esta situado en el origen y tres aristas
estan a lo largo de los ejes coordenados.

33. Encuentre el momento de inercia alrededor del eje z del cilindro
solidox*+y?<a? 0<z<h

34.Hallar el momento de inercia con respecto al eje z del sdlido Llimi-
tado por el hemisferio

“El valor promedio de una funcién f (x, y, z) sobre una region so-
lida E se define como

v(E) eselvolumendeE'

35. Halle el valor promedio de la funcién f (x, y, z) = xyz sobre el
cubo con arista de longitud L, que esta en el primer octante, con
un vértice en el origen y aristas paralelas a los ejes coordena-
dos.

36. Halle el valor promedio de la funcion f(x,y, z) = x + y + z sobre el
tetraedro con vértices (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1).
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Encuentre el jacobiano de la transformacion dada.
37.x=au+bv,y=cu+dv

38.x=uv+2u,y=uv
39.x=ucos@-vsen6,y=usenb+vcos6
40.x=¢" senv, y=e" cosv

4le=" y=L ;=

==

42.x=v+wWiy=w+utz=u+Vv:
Encuentre la imagen del conjunto S bajo la transformacién dada.
43.5={(u,v)|0<su<2,0<sv<2}x=2u+3v,y=u-v

44 .S es el cuadrado acotado por las lineasu=0,u=1,v=0,v=1;
x=v,y=u(l+v?

45, S es la region triangular con vértices (0,0),(1,1),(0,1);x=u? y=v
46.Seselcirculo u?+v:<1l;x=au,y=>bv
Utilizar el cambio de variables indicado para hallar la integral.

47. ffR xy dA , donde R es la region en el primer cuadrante acota-
do por las lineas y = x, y = 3x y las hipérbolas xy =1, xy = 3;

X=—,y=v

48. [, 4(x +y) e~ dA, donde R es la region triangular con vértices
(0,(LDLY); x=J(u+v) y=u=v)

49, , donde R es la region del primer cuadrante com-

prendida entre las graficas de
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50.ffRy sen xy dA, donde R es la regidon comprendida entre las gra-
ficasdexy=1,xy=4,y=1,y=4; x :%l,y=v

51. [[f, dv, donde E es el sélido encerrado por el elipsoide

x2 y2 z2 Y _ —
—S+mt+ts=Lx=auy=bv,z=cw

52.[ff, dv, donde E es el sdlido encerrado por la superficie
Vx + .y + vz = 1 y los planos coordenados; x = u?, y=v? z=w?

Evalue la integral mediante un cambio de variables apropiado.

x—2y

53. [/, iy dA, donde R es el paralelogramo encerrado por las li-
neas x-2y=0,x-2y=4,3x-y=1,3x-y=8

54. ffR (x +y) e®¥* dA, donde R es el rectangulo encerrado por las
lneasx-y=0,x-y=2,x+y=0,x+y=3

55. [[ , sen (9x*+ 4y?) dA, donde R es la regi6n en el primer cuadran-
te acotada por la elipse 9x*+ 4y*=1

56. [/, e dA, donde R esta acotado por la desigualdad |x| + [y <1

Utilizar un cambio de variable para hallar el volumen de la regién
solida que se encuentra bajo la superficie z = f{x,y) y sobre la region
plana R.

57.f(x,¥) = (x + y)* sen? (x -y), donde R la region acotada por el
cuadrado cuyos vértices son

58. f(x.y) = % donde R es la region acotada por las graficas de

las ecuaciones xy=1,xy=4,x=1,x=4.

Capitulo 9

Analisis vectorial
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Seccion 9.1. Campos vectoriales

De los estudios realizados en cursos anteriores tenemos que las
funciones vectoriales asignan a cada ndmero real un Unico vector.
Se estudid que las funciones vectoriales de nimeros reales son Uti-
les para representar curvas y movimientos a lo largo de una curva.
En este capitulo se estudiaran otros dos tipos de funciones vecto-
riales, las cuales asignan a cada punto del plano o del espacio un
Unico vector en dos o tres dimensiones, respectivamente. Estas fun-
ciones se denominan campos vectoriales. Algunos ejemplos fisicos
comunes de campos vectoriales son: campo de velocidad, campo
de fuerza, campo gravitacional, campo eléctrico, campo magnético.

Definicidn

Sean Py Q campos escalares de dos variables, definidos sobre una
region D € R% Un campo vectorial F sobre R? es una funcién dada por

F(x,y) =P(x )i+ Q(x,y)j

Definicidn

Sean P, Q, R campos escalares de tres variables, definidos sobre una
region E € R3. Un campo vectorial F sobre R® es una funcién dada por

F(x,y,z)=P(x,y, 2)i + Q(x,y, z)j + R(x,y, 2)k
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Observacion

Como los campos vectoriales constan de un ndimero infinito de vec-
tores, no es posible hacer un dibujo de todo el campo completo. En
lugar de esto, cuando se esboza un campo vectorial, el objetivo es
dibujar vectores representativos que ayuden a visualizar el campo.
Recordando, en la seccidn 7.4 se definid el gradiente para una fun-
cién de dos y tres variables, esto es

Vi y)=f y)i+f (xy)
Vixy 2)=f (xy,2)i +f (x.y,2)] + f, (x,, 2)k

Se puede observar que dichos gradientes son campos vectoriales

sobre R? y R3, respectivamente, los cuales se denominan “campos
vectoriales gradiente”.

EJEMPLO

Hallar el campo vectorial gradiente para la funcién escalar
1. f(xy) = 3xcosdy

Solucion

El campo vectorial gradiente es

Vf(x,y) = 3cos3xcos4y i - 4sen3xsen4y j
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2. gx,y,z)=xsenyz

Solucion

El campo vectorial gradiente es

Definicidn

Un campo vectorial F es conservativo si existe una funcion de dos
0 tres variables ftal que F = Vf. La funcién f se denomina "funcién
potencial para F".

EJEMPLO

El campo vectorial F(x,y) = %i - %j es conservativo porque existe
la funcidn potencial

Muchos campos vectoriales importantes, incluyendo campos gra-
vitacionales y campos de fuerzas eléctricas, son conservativos. El
término conservativo se deriva de la ley fisica clasica con respecto a
la conservacion de la energia. Esta ley establece que la suma de la
energia cinética y la energia potencial, de una particula que se mue-
ve en un campo de fuerzas conservativo, es constante. La energia
cinética de una particula es la energia debida a su movimiento, y la
energia potencial es la energia debida a su posicidon en el campo de
fuerzas.

En el siguiente resultado se proporcionan las condiciones necesarias
y suficientes para que un campo vectorial en R? sea conservativo.
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TEOREMA

Sean P(x, y) vy Q(x, y) funciones con primeras derivadas par-
ciales continuas en un disco abierto D. El campo vectorial
F(x,y) = P(x, y)i + Q(x, y)j es conservativo, si y solo si

aP _ aQ
dy ~ ax
DEMOSTRACION

Para mostrar que la condicidn dada es necesaria para que F sea
conservativo, suponemos que existe una funcién potencial ftal que

Fx,y)=Vf(x,y)=Pi+Qj

De aqui, se tiene

Ademas, por la equivalencia de las derivadas parciales cruzadas
[, &) f, (%), se puede concluir que: 22 = 2% para todo (x,y) € D.

Lo suﬁmente de la condicion se muestra rﬁas adelante.

Observacion

El teorema requiere que el dominio de F sea un disco abierto. Si D
simplemente es una regidn abierta, la condicion dada es necesaria
pero no suficiente para producir un campo vectorial conservativo. En
este caso, la region abierta debe ser simplemente conexa (no contie-
ne agujeros y no puede estar formada por dos piezas separadas).

EJEMPLO

Determinar si el campo vectorial es conservativo.

1.
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Solucion

ar  aQ
Sean entonces ay yax son

Puesto que j_P = g_Q, entonces F es un campo vectorial conservativo.
y X

2. F(xy)=15y%i-5xy* ]

Solucion

Sean P(x,y)=15y%y Q(x,y) =-5xy? entonces g—i =45y%y ‘;—i = —5y?

Como 22 - 99 entonces F es un campo vectorial no conservativo.
ay ax’

Observacidn

El resultado anterior solamente aplica para campos vectoriales
sobre R2%. También hay un teorema para campos vectoriales sobre
R3, pero es necesario definir antes el concepto de “rotacional de un
campo vectorial en el espacio”.

Definicidn

El rotacional del campo vectorial
F(x,y,z) =P(x,y, 2)i + Q(x,y, z)j + R(x, y, z)k, estd dado
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Observacidn

Para recordar mas facil esta definicién introduzcamos el operador
diferencial vectorial V como

v d + a - d
= —iji4+— —_
dx ()‘yj dz
. . a 2 a
Si consideramos V como un vector con componentes 253y 30 &N

tonces podemos definir el producto cruz de V con el campo vectorial
F como sigue

Entonces, la forma mas facil de recordar el rotacional de un campo
vectorial F sobre R® es

rotF=VxF

EJEMPLO

Calcular el rotacional del campo vectorial en el punto dado
fxyz)=xyzi+yj+zk (1,2,1)

Solucion

El rotacional de F esta dado por

rotF=0i+xyj—xzk
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Entonces, rot F(1,2,1)=2j-k

Observacion

Partiendo del hecho de que el gradiente de una funcidn fde tres va-
riables es un campo vectorial en R?, por tanto, se puede calcular su
rotacional. El siguiente resultado dice que el rotacional de un campo
vectorial gradiente es el vector nulo.

TEOREMA

Si fes una funcidn de tres variables que tiene derivadas parciales
continuas de segundo orden, entonces rot(Vf) =0

DEMOSTRACION

rot F=0i + 0j + 0Ok

En cada componente, las derivadas parciales de segundo orden son
iguales por el teorema de Clairaut.

Observacion

Si un campo vectorial F sobre R? es conservativo (F = Vf), entonces
rotF = 0.

Este resultado nos proporciona una forma de verificar cuando un
campo vectorial no es conservativo. Esto es “si rot F # 0,entonces
F no es conservativo'.

EJEMPLO

Demuestre que el campo vectorial no es conservativo.
F(xy z)=xzi+xyzj-y* k
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Solucion
El rotacional de F es

rotF=-y(2+x)i+xj+yzk#0
Esto muestra que F no es conservativo.

El siguiente resultado nos muestra las condiciones necesarias y su-
ficientes para que un campo vectorial F sobre R? sea conservativo.

TEOREMA

Si F es un campo vectorial definido en todo R?* (o el dominio es un
conjunto simplemente conexo) cuyas funciones componentes tie-
nen derivadas parciales continuas y rotF = 0, entonces F es un cam-
po vectorial conservativo.

DEMOSTRACION

Su demostracidn requiere del teorema de Stokes que se esboza al
final del capitulo.

EJEMPLO
Demuestre que el campo vectorial dado es conservativo

F(x,y,z)=y*Z® i+ 2xyz® j+ 3xy* 22 k
Solucion

Puesto que el dominio de F es todo R?, falta demostrar que rotF = 0.
Entonces,
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rot F = (6xyz*- 6xyz*)i - (3y* z*- 3y* z%)j + (2yz3- 2yz® )k = 0i + 0j + Ok
Por tanto, F es un campo vectorial conservativo.

Otra operacidén que se puede efectuar sobre un campo vectorial en
R?y que es basica (al igual que el rot F) en la aplicacion del célculo
vectorial en el estudio de los fluidos, asi como en la teoria de elec-
tricidad y magnetismo, es la “divergencia de una campo vectorial".

Definicion

SiF(x,y, z)=P(xy 2)i+ Q(x Yy z)j + R(x, ), z)k es un campo vectorial

ap 3Q 48R . . . . " .
enR’y 550 3,7 37 existe, entonces “la divergencia de F" es la funcion
de tres variables definida.

Observacion

Notese que el rot F es un campo vectorial pero la div F es un campo
escalar. Si se considera el operador gradiente

V= a_+ 6‘+ 9
- axl 6‘y] daz

La divergencia de F se puede expresar simbdlicamente

divF=VeF
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EJEMPLO

Calcular la divergencia del campo vectorial F en el punto dado
F(xyz)=x*zi-2xzj+yzk (2,-1,3)

Solucidn

La divergencia del campo vectorial F es

divF=2xz+0+y=2xz+y—>divF(2,-1,3)=12-1=11

Concluimos esta seccidn, enunciando un resultado que relaciona el
rotacional y la divergencia de un campo vectorial F.

TEOREMA

Si F=Pi + Qj + Rk es un campo vectorial en R®y P, Q, R tienen deriva-
das parciales continuas de segundo orden, entonces div(rot F) = 0.

DEMOSTRACION

Usando las definiciones de la divergencia y rotacional, tenemos
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Ejercicios complementarios

Dibujar varios vectores representativos del campo vectorial

1. Fixy)=xi-yj

Punto Vector

(1,0) F(1,0) =i
(0,1) F(0,1) =]
(1,1) F(1,1) =i
(-2,1) F(-2,1) = -2i-j
(-1,-3) F(-1,-3) = -i+3;]
(1,-1) F(1,-1) = i+j

2. F(xy z)=i++k

Punto Vector

(1,0,0) | F(1,0,0) = i+j+k
(1,0,1) | F(1,0,1) = i+j+k
(-2,3,1) | F(-2,3,1) = i+j+k

Hallar el campo vectorial gradiente
3. f(xy)=>5x*+3xy+10y?
Solucion

El campo vectorial gradiente es

Vi(x,y)=(10x+3y)i+ (3x+ 20y) j

=Y i x
4- f(x:y:z)—z+x+y
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Solucion

El campo vectorial gradiente es

Verificar que el campo vectorial es conservativo
5. F(xy)=seny i+xcosy j

Solucion

Se debe mostrar que 3_" = ‘;_Q,, donde P (x, y) = seny, Q(x, y) =x cos y
¥ x

Entonces,

P _0Q
- cosy = I

Por tanto, F es conservativo
1 . .
6. Flxy)=0i=x))

Solucion

Primero obsérvese que F(x,y) = =i —ij, P(x,y) = % Q(xy) =—=

y
Luego,
aP

_ 9%
6‘y_

0= —
dx

Por tanto, F es conservativo

Determinar si el campo vectorial es conservativo. Si lo es, calcular
una funcidén potencial para él.
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7. F(x,y)=2xye™i+x2 e

Solucion

Las funciones componentes son P(x, ¥) = 2xye*” y Q(x, y) = x* &,
Entonces,

dP

aQ . .
Como 2y = ax entonces, F es un campo vectorial conservativo.

Para encontrar la funcién potencial f, considérese

f,(xy) = P(x,y) = 2xye y f, (x, y) = Q(x ) = x* &

Para recuperar parcialmente la funcidn potencial f se integra con
respecto a x a la funcion £, (x, y) (o con respecto a y a la funcion
f, (x,¥)). Entonces,

(usando una sustitucion sim-
ple u=x%y)

La expresion g(y) nos indica que la constante de integracion puede
ser una funcién en términos de y (variable que consideramos cons-
tante). Para hallar g(y) se deriva la expresion f(x, y) con respecto a
yy seiguala el resultado con la funcién Q(x, y). Esto es,

f,oy) =X eV +g'(y) =x e

De la ecuacion anterior se deduce que g'(y) =0 =>g(y) =k (funcién
constante).

Por tanto, la familia de funciones potenciales es f (x, y) = e + k.
Como no se tiene en el problema una condicién inicial para f, enton-
ces se puede considerar cualquier valor real para k.
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Observacidn

Si se trabaja con la funcién[v (x, y) se realiza un proceso similar,
intercambiando el papel de las dos variables.

8.

Solucion

Inicialmente se muestra que el campo vectorial es conservativo
mostrando que

Ahora, se considera

Se recupera parcialmente a f(x, y, z) integrando a la funcion £, (x, y, z)
con respecto ax

1 X
f(x,y,2)=[§dx = S+00,2)

Para encontrar la funcién g(y, z) se deriva el resultado obtenido con
respecto a y, e igualando af,(xy z)se tiene

Entonces,

9,0,2)=0=>g(y,2) = h(2)
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Sustituyendo en la funcidn f(x, y, z) se tiene

f(.y.2) ==+ h(z)
y

Ahora, para encontrar h(z) se deriva nuevamente a fcon respecto a
zy seiguala el resultado a la funcion £, (x, y, z). Entonces,

Por tanto, la familia de funciones potenciales es

x
f(x,y,2) :;+z2 —z+k

Al igual que en el ejercicio anterior se puede considerar cualquier
valor real k para encontrar una funcion potencial f.

Calcular el rotacional del campo vectorial en el punto dado.
9. F(xy,z)=esenyi-e cosyj;, (0,0,3)

Solucion

El rotacional de festa dado

rot F=0i+0j-2e" cosy k=>rotF(0,0,3)=-2k

10.F(x,y,z)=e™i+e™ j+e™ k; (3,2,0)
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Solucion
El rotacional de F esta dado:

rotF = (-xze™*+ xye™?) [ - (-yze™” + xye™?) j +(-yze™” + xze™?) k
rotF = e™* [(-xz + xy)i-(-yz + xy) j+(-yz + xz) k]

Por tanto,

rotF (3,2,0)=¢e°[(0 + 6)i- (0 + 6)j+ (0 + 0)k] = 6i - 6]
Calcular la divergencia del campo vectorial F en el punto dado.
11.F(x, y,z)=xyzi+yj+zk (1,2,1)

Solucion

La divergencia de F esta dada

12. F(x, y, z) =In (x*+ y?) i+ xyj+In (y*+ z?) k; (1,-1,-1)

Solucion

La divergencia de F esta dada

Luego, ladivF(1,-1-1)=1+1-1=1
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13. Calcularrot (Fx G),donde F(x,,z) =xi-zk G(x ), z) =x* i+yj+7* k

Solucion

Inicialmente se encuentra F x G. Esto es,

=yzi- (xz2*+x*z) j+xyk

Ahora, se halla el rotacional de Fx G

14, Hallarladiv (FxG),donde F(x y,z) =xi-zk G(x,),z) =x*i+yj+7* k

Solucion

En el ejercicio 13 se encontrd F x G, luego

15. Hallar rot (rotF), donde F (x, y, z) =x* zi- 2xzj + yz k

Solucion

El rotacional del campo vectorial F esta dado

=Q@x+z)i+x"j—-2zk

Entonces,
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Dibujar varios vectores representativos del campo vectorial dado.

LFxy)=i+xj 2Fxy)=x-y)i+xj
_ yitxj —

3. F(x,y) =t 4.F(xy 2)=k

5.F(xy2z)=-yk 6.F(xy z)=-i+]j

Determine el campo vectorial gradiente Vf.
7.f(xy) =xe¥ 8.f(xy) =tan(3x - 4y)
9. f(x,y,2) = Jx2 +y2 + 22 10. f(x,y.2) = J;'COS%

Determine si F es un campo vectorial conservativo o no lo es. Si es
asi, encuentre una funcién potencial f.

11. F(x, y) = (3x*-2y?) i + (4xy + 3) j

12. F (x, y) = (ye*+ seny) i + (e + xcosy) j

13. F (x, y) = (xycosxy + senxy) i + (x* cosxy) j
14.

15. F (x, y) = (xycoshxy + senhxy) i + (x* coshxy) j
16.F(x,y,z)=y* 2% i+ 2xyZ® j+3xy* Z* k
17.F(x, y, z) =xyz? i+ x*yz* j+x*y* z k

18. F(x,y,z) =€ i+j+xe’k

19.F(xy,z)=ye~i+e*j+2zk
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20. F (x, y, z) = ycosxy i + xcosxy j - senz k

Determine (a) el rotacional y (b) la divergencia del campo vectarial.

21. F(x,y,z) =i+ (x +yz)j + (xy —Vz)k

22.F (x, ), z) = cosxz j - senxy k

23.

24,

25.F (%, y, z) = <Inx, Inxy, Inxyz >

26.F (x5, z) =<¢€ ev, ev*>

27. Sea fun campo escalar y F un campo vectorial. Diga si cada una
de las siguientes expresiones tiene significado. Si no es asi, ex-

plique la razdn. Si tienen significado, diga si es un campo escalar
0 un campo vectorial

(a) rot f(b) grad f (c) div F (d) rot (grad f) (e) grad F
(f) grad (div F) (g) div (grad f) (h) grad(div f) (i) rot (rot F)
() div (div F) (k) (gradf) x (div F) (I) div (rot (grad f))

28. ;Hay un campo vectorial G en R® tal que rotG = < xseny, cosy, z - xy >?
Explique.

29. ;Hay un campo vectorial G en R3 tal que rot G = < xyz, -y? z, yz>>?
Explique.

30.Sear=xi+yj+zk y k=|r| Verifiqgue cada identidad.

(@) Ver=3
(b) Ve (kr) = 4k
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31.Calcular rot (F x G), donde F (x, y, z) =i + 2xj + 3y k
Gxyz)=xi-yj+zk

32.Hallar rot (rot F),donde F (x,y, z) =xyzi+yj+zk

33.Calcular div (F x G), donde F (x, y, z) =i+ 2xj + 3y k
Gx,yz)=xi-yj+zk

34.Hallar div (rotF), donde F (x, y, z) =xyzi+yj+zk
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Seccion 9.2. Integrales de linea

En esta seccién se define un tipo de integral similar a una integral
simple, excepto que, en lugar de integrar sobre un intervalo [a, b],
se integra sobre una curva suave C. Estas integrales se denominan
“integrales de linea". Iniciemos con la definicion del concepto de
curva suave.

Definicidn

i) Una curva plana C con ecuacion vectorial r (t) = x(t)i + y(t)),
a <t<bessuave six'(t)yy'(t) son continuas en [a, b] y no se
anulan simultaneamente en (a,b).

i) Una curva en el espacio € con ecuacion vectorial
r(t) =x(t)i +y(t)j + z(t)k, ast<b essuavesix'(t),y' (t)y z'(t) son
continuas en [a, b] y no se anulan simultdneamente en (a,b).

i) Una curva C es suave a trozos (o por partes) si el intervalo
[a, b] puede dividirse en un ndmero finito de subintervalos, en
cada uno de los cuales C es suave.

Hasta el momento se ha hecho en calculo un estudio de varios tipos

de integrales. En una integral simple se integro sobre un
intervalo [a,b]. De manera similar en las integrales dobles y triples
I f(x,y) dA, [[f f(x,y, z)dv se integré sobre una regién R en el pla-
no o una regién E del espacio, respectivamente. En esta seccidn,
se estudia un nuevo tipo de integral denominada “integral de linea”
[.f(x,y)ds o[ .f(xy, z)ds enlaque se integra una funcién de 2 0 3
variables sobre una curva suave a trozos.

Definicidn
Sifes una funcion de dos variables definida sobre una curva suave C,

con ecuacion vectorial r(t) = x(t)i + y(t)j, a < t < b, luego la “integral
de lineade falo largo de C" es
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Suponiendo que el limite exista.

Observacidn

Recordando, al concepto de integracion estan ligadas tres palabras
claves (rebane, aproxime e integre). En la integral de linea, rebane
nos indica que la curva suave C se particiona en n-subarcos, donde
(x,y) es un punto arbitrario del i-€simo subarco y As, representa la
longitud del mismo. Para evaluar una integral de linea es util con-
vertirla en una integral definida. Partiendo del hecho de que la lon-
gitud de Ces

Entonces, la integral de linea de fa lo largo de C con ecuaciones
parameétricas x = x(t),y =y(t), a <t < b estad dada por

Observacidn

El valor de la integral de linea no depende de la parametrizacion de
la curva C, siempre que la curva se recorra exactamente una vez
cuando t varia de a hasta b.

EJEMPLO

Evalue la integral de linea a lo largo de la trayectoria dada
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Donde C:x=thy=t,0<t<1

Solucion

Se encuentra el diferencial ds

Por tanto,

Realizando la sustitucion u = 16t*+ 9, du = 32t dt, entonces se ob-
tiene

Ahora, suponemos que € es una curva suave en el espacio, dada por
las ecuaciones parameétricas x = x(t), y =y(t), z=z(t),a< t < b o por
una ecuacion vectorial dada por r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k, a<t<b.La
integral de linea de una funcidn f de tres variables que es continua
en una regidn que contiene a C se define a continuacion.

Definicidn
Si fes una funcion de tres variables definida sobre una curva suave

C con ecuacion vectorial r(t), a < t < b, entonces la “integral de linea
de falo largo de C" estd dada

Suponiendo que el Llimite exista.
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Para convertir la integral de linea de f (x, y, z) en una integral definida,
debemos recordar que la longitud L de una curva C en el espacio es

Entonces, la integral de fa lo largo de C: x = x(t), y = y(t), z = z(t),
a <t<bestd dada por

EJEMPLO

Evalle la integral de linea a lo largo de la trayectoria dada.

f xz ds
c

Donde C:x = 6t,y = 3v2t2, z=2t%, Osts<1

Solucion

El diferencial ds es

Por lo tanto,
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_y(t L 1_72 1, Ly _ .12y _864
=500 =2 Ge) = 2 () =5

Observacidn

En algunas integrales de linea, la curva C, no se puede expresar por
medio de un conjunto de ecuaciones paramétricas que la represen-
ten totalmente. Pero, si la curva C es una “curva suave a trozos’, es
decir Ces la union de un numero finito de curvas suaves C, C,,C,,..,C,
donde, el punto inicial de C_ es el punto final de C. Entonces, defini-
mos la integral de fa lo largo de € como la suma de las integrales

de fa lo largo de cada una de las partes suaves de C.

EJEMPLO

Evalule la integral de linea, don
de C esta formada por el arco de
la parabolay = x?de (0,0) a (1,1)
seguido por el segmento de rec-
ta vertical de (1,1) a (1,2).

J' 2xds
c

Solucion

Consideremos la parte de la parabola como la curva suave C, con
ecuaciones paramétricas x =t, y = t% 0 < t < 1. Luego, el diferencial
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Por tanto,

Donde u =1+ 4t du = 8tdt

Ahora, considerando el segmento de recta como la curva suave C, y
recordando la representacion vectorial de un segmento de recta con
punto inicial r, y punto final r,

HO=(1-9r+tr, > =(1-9(1L 1D +t12) = () =(L1+8), 0st<1

Obteniéndose las ecuaciones paramétricas para C,: x=1,y=1+¢,
0 < t< 1. Eldiferencial ds esta dado por

Entonces,

1
j 2xds = J’ 2dt = 2t| =2
c 0

2

Por tanto,

Integrales de linea con respecto ax ey (0 x,y,z)

Sise reemplaza As, por Ax,=x,-x, ,,0,Ay,=y -y, , enladefinicion de
integral de linea de f; se obtienen otras dos “integrales de linea de f
a lolargode Cconrespectoaxy y"
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Estas integrales de linea también se pueden evaluar por medio de
una integral definida. Esto es, si x = x(t), y = y(t), a < t < b, entonces
dx = x'(t)dt, dy = y'(t)dt, obteniendose

b
fc fy)dy = f (), () y' (B)dt

EJEMPLO

Evalle la integral de linea de f donde C es la curva dada
J’ (xy + Inx)dy
c

C es el arco de la pardbolay = x? de (1,1) a (3,9)

Solucion

Si se considera a x (variable independiente) como el pardmetro, se
tieneque C: x=t y=1t?1<t<3, entonces dy = 2tdt. Por tanto,

1 1 1
=2(=t5 +=t21 t——tz)
(5 ottty
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Observacion

Es frecuente que las integrales de linea con respecto a x e y aparez-
can juntas. En este caso, se acostumbra a abreviar de la siguiente
manera

Ahora, suponemos que Ces una curva suave en el espacio, dada por
las ecuaciones paramétricas x = x(t), y = y(t), z=z(t),a< t< b. Si se
remplaza As por Ax,=x-x,_,,0 Ay,=y -y , 0Az=z-z , entonces
las integrales de linea de fa lo largo de C con respecto axy, y z son

Al igual que para las integrales de linea en el plano, si aparecen las
integrales de linea con respecto a x, y y z juntas, abreviamos como
sigue
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EJEMPLO

Evalue la integral de linea, donde C es la curva dada
f z2dx — zdy + 2ydz
C

C esta formada por los segmentos de recta de (0,0,0) a (0,1,1), de
(0,1,1) a (1,2,3) yde (1,2,3) a (1,2,4).

Solucion

La curva C se debe dividir en sus tres segmentos de recta que se
denominaran C,, C,, C, y se parametriza cada segmento usando la
ecuacion vectorial r(t) = (1-t) ry+tr, 0 st< 1.

Para C,: r(t) = (1 - £)(0,0,0) + £ (0,1,1) = (0,t,t). Entonces, si x =0,
y=tz=t0<t<1,setiene dx=0,dy=dt dz = dt. Por tanto,

1 1. 1
= | tdt==t? ==
fo 21, 2

Para C,: r(t) = (1-t)(0,1,1) + £(1,2,3) = (t,1 + t,1 + 2t). Entonces, si
x=ty=1+t z=1+2t,0<t<1,setienedx=dt dy=dt dz=2dt
Por tanto,

1 1
:f (1+4t+4t2—1—2t+4+4t)dt:f (4t2 + 6t + 4)dt
1] 0

, 4 25
=4t3+3t2+4t|0=§+3+4=?
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Para C,: r(t) = (1 - t)(1,2,3) + t (1,2,4) = (1,2,3 + t). Entonces, si
x=1y=2,z=3+t donde0<t<1, setienedx=0,dy=0,dz=dt
Por tanto,

Entonces,

f z2dx — zdy + 2ydz + J z2dx — zdy + 2ydz
c c

2 3

Observacidn

Al evaluar la integral de linea de un campo escalar con respecto a
cualquiera de sus variables independientes, se debe tener en cuenta
laimportancia de la orientacidn de la curva C, porque si —C denota la
curva C con orientacién opuesta, entonces

f flx,y,2)dy = —f f(x,y,2)dy
C —-C

J. f(x,y,z)dz = _f f(X,y,Z)dZ
c —C

Pero, si integramos con respecto a la longitud de arco, el valor de la
integral de linea no cambia cuando se invierte la orientacién de la
curva. Esto es,

| reeymas=| seyais
C —-C
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Lo anterior se debe a que si 4s, siempre es positiva, mientras Ax, Ay,
Az, cambian de signo cuando se invierte la orientacion de C.

Masa y centro de masa de un alambre

Supongamos que p(x, y) representa la densidad lineal, en un punto
(x, y) de un alambre delgado, que tiene la forma de la curva C. Si
(x, y) es un punto arbitrario del subarco de P, , a P, con longitud
As, entonces la masa de la parte del alambre es aproximadamente
igual a X, p(x;, ¥;) As;. Al realizar la particion cada vez mas fina,
obtenemos la masa “m" del alambre

Ademas, el “centro de masa" del alambre, con funcién de densidad
p (x,y) esta ubicado en (x,¥), donde

EJEMPLO

Halle la masay el centro de masa de un alambre delgado en forma
del cuarto de circunferencia x>+ y*=r?, x>0,y > 0, si la funcidon de
densidad es p(x,y) =x+y
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Solucion

Como la curva C es un cuarto de circunferencia con centro en el
origen y radio r, entonces las ecuaciones paramétricas son

T
xX=rcost,y=rsent, OStSE

El diferencial ds esta dado

La masa del alambre es

T
2 2 2

m=| (r°cest+r’sent)dt
0

Por tanto, las componentes del centro de masa son
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(m+ 2)r

rHle-o)-0e0-0]- %

Es decir,

(m+2)r (m+ 2)r
()
Observacion

Los segundos momentos o “momentos de inercia” del alambre que
tiene la forma de la curva C alrededor de los ejes x e y estan defini-
dos como

L= [ vieends 1= [ s
C (

EJEMPLO

Plantee las integrales para encontrar los momentos de inercia I e I
del alambre delgado del ejemplo anterior (se deja como ejercicio la
evaluacioén de las integrales).

Solucion

Observacion

La masa, el centro de masa y los momentos de inercia para un
alambre delgado que tiene la forma de una curva espacial C, se de-
finen de forma equivalente. Esto es,
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I, = J; (x2+ z¥)p(x,y,2)ds

I = f (2 + y)p(x, y, 2)ds
C

Integral de linea de un campo vectorial

Una de las aplicaciones fisicas mas importantes de las integrales de
linea es la de hallar el trabajo realizado sobre un objeto que se mue-
ve en un campo de fuerzas F. Este trabajo esta determinado por la
integral de linea del campo vectorial F, que se define a continuacion

Definicidn

Sea F un campo vectorial continuo definido sobre una curva simple
C, dada por una ecuacion vectorial r(t), a < t < b. Entonces la integral
de lineade Falo largo de Ces

b
J. F-dr =f F(r(t))-r'(t)dt
c a

EJEMPLO

Evalue la integral de linea ICF * dr, donde C estd dada por la funcién

r(6)
L.
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Solucion

LLas ecuaciones paramétricas paraCson:x =t y=-t3,0<t<1.En-
tonces, f(x(t), y(t)) =-t¥i+ttjy r'(t) = 2ti - 3t*j. Por tanto,

2, Fxyz)=xi+xyj+z°k;r(t)=senti+costj+t*k,0st<sT
2

Solucion

Las ecuaciones paramétricas paraCsonx=sent y=cost, z=t* f(x(t),
y(t), z(t)) =sen’ti+sent costj+ t* k,y r'(t)=costi-sentj+ 2tk
Entonces,

Observacidn

Recordemos que el trabajo realizado por una fuerza variable f(x) al
mover una particulade a hastabalolargodelejexesw = f: f(x)dx.
Ademas, el trabajo realizado por una fuerza constante F al mover un
objeto de un punto P a otro punto @, en el espacio, esta dado por W
=D e F, donde D = PQ es el vector desplazamiento.

Ahora, supongamos que F(x, y, z) = P(x, y, z)i + Q(x, J, z)j + R(x, y, )k
es un campo de fuerzas continuo en R® (un campo de fuerzas en R?
podria ser considerado como un caso especial cuando R(x, y, z) = 0,
y las funciones componente Py Q solamente dependen de x e y). En-
tonces, el trabajo realizado por esta fuerza F al mover una particula
a lo largo de una curva suave C con ecuacion vectorial r (t),a<t<b
estd dado por

w=J’ F -dr
C
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EJEMPLO

1. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza F(x y) =x*i+xyj
sobre una particula que se mueve una vez alrededor de la cir-
cunferencia x*+ y?= 4, orientado en sentido contrario al giro de
las manecillas del reloj.

Solucion

LLas ecuaciones paramétricas y la ecuacién vectorial para la curva
C son:

x=2cost y=2sent, 0<st<s2mr(t)=2costi+2sentj

Entonces,
F(x(t), y(t), z(t)) =4 cos’ti+ 4 cost sentjr' (t)=-2senti+2costj

Por tanto,

2. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza
F(x,y,z) =xzi+xyj+yzksobre una particula que se mueve a lo
largodelacurvar(t)=t*i-j+t*k 0<t<1.

Solucion

SiFx(),y(), z(t) =ti-toj-t"k y r'(t) = 2ti-3t*j + 46 k. Enton-
Ces,
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Observacidn

Finalmente, veamos la relacion entre la integral de linea de campos
vectoriales y la integral de linea de campos escalares.

Supongamos que el campo vectorial F en R® esta dado
F(x,y,z2)=Pi+Qj+Rky r(t)=x(t)i +y(t)j + z(t)k entonces

R(x(1),y(t),z(0))Z'(t)]dt

j F-dr:J’ Pdx + Qdy + Rdz
c c

Campos vectoriales conservativos e independencia
de la trayectoria

En un campo gravitatorio el trabajo realizado por la gravedad so-
bre un objeto que se mueve entre dos puntos en el campo es inde-
pendiente de la trayectoria seguida por el objeto. A continuacidn, se
presenta una generalizacién importante de este resultado, a la que
se le conoce como teorema fundamental de las integrales de linea.
El teorema fundamental para integrales de linea es similar al teore-
ma fundamental del calculo que establece que
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Si consideramos el vector gradiente Vf como una funcion f, de dos
o tres variables, como una especie de derivada de f, por lo tanto, el
siguiente resultado puede considerarse como una version del teore-
ma fundamental para integrales de linea.

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS INTEGRALES DE LINEA

Sea C una curva suave a trozos con ecuacion vectorial r(t),a<t<b.
Sea funa funcién diferenciable de dos o tres variables cuyo vector
gradiente Vfes continuo en C, entonces

fc vf -dr = f(r) - f(r(a))
DEMOSTRACION

Usando la definicién de un campo vectorial continuo, tenemos

J; Vf-dr= f(r(b)) —f(r(a))

Observacidn

El teorema dice que podemos evaluar la integral de linea de un
campo vectorial conservativo (el campo vectorial gradiente de la
funcion potencial f) con solo conocer el valor de fen los puntos ex-
tremos de C.

EJEMPLO

Evalue la integral de linea ICF- dr, donde C es la curva dada.

F(x,y)=2xyi+ (x*~y) j,Ceslacurvay =x?desde (1,1) hasta (3,9)
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Solucidn
El campo vectorial F es conservativo porque

. Para determinar la funcién potencial f,

se consideraaf, (x y)=2xy,y f, (x, y) =x*-y.
Entonces,

Para encontrar g(y) se deriva el resultado de fcon respectoay y se
iguala ala funciénfy (x,y) = x*-y. Esto es,

f,xy) = x*+g' (v) =x*-y. Entonces, g' (y) =-y. Integrando eny se
obtiene,

1
g@)=—§y2+k

Si consideramos k = 0, obtenemos la funcién potencial
Flx,y) = x2y _1y2. Por tanto,
2

2, F(x,y,z)=2xyi+ (x*+2z%) j+2yzk, Ceselsegmento de recta
que une (1,1,0) hasta (0,2,3).

Solucion

El campo vectorial F es conservativo porque
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Realizando un procedimiento similar se considera

ﬁ((x,y,z)=2xy,fy[x,y,z)=x2+zz, fz(x,y,z)=2yz

Entonces,

Ahora, se deriva el resultado con respecto a y e igualando a la fun-
cién[v (x, 5, z) = x*+ 2%, se obtiene

[0, 2)=x04 g, (0,2) =X+ 22 g, 0,7) =72 g 2) = [ 2y =y + @)
Remplazando g(y, z) en la funcidn f se tiene

f(xy 2z)=x*y +yz*+ h(2)

Finalmente, se deriva la funcién fcon respecto a z e igualando a la
funcion £ (x,y, z), tenemos

f,xy,2)=2yz+h'(z)=2yz—> h'(z2) =0- h(z) =k
Considerando a k = 0, se obtiene la funcién potencial f(x, y, z) = X2y + yz?
Por tanto,

f F-dr=£(023)-f(110)=(0+18)—(1+0) =17
C

Independencia de la trayectoria

Por el teorema fundamental de las integrales de linea es evidente
que si F es un campo vectorial continuo y conservativo, el valor de
IC F « dr es el mismo para toda curva suave a trozos C que vaya de
un punto fijo P a otro punto fijo Q. Esto se describe diciendo que la
integral de linea ICF « dr es independiente de la trayectoria.
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Unaregién en el plano (o en el espacio) es conexa si cada dos puntos
en la regidn pueden ser unidos por una curva suave a trozos que se
encuentre completamente dentro de la regidn. En regiones abiertas
y conexas, la independencia de la trayectoria de ICF- dr es equiva-
lente a la condicidn de que F sea conservativo.

TEOREMA

Si F es un campo vectorial continuo en una region abierta y conexa,
entonces la integral de linea

J. F-dr

Es independiente de la trayectoria, si y solo si, F es conservativo.

DEMOSTRACION

Si F es conservativo, entonces, por el teorema fundamental de las
integrales de linea, la integral de linea es independiente de la tra-
yectoria. Ahora se demuestra el reciproco para una region plana co-
nexa R. Sea F(x,y) =Pi+Qj,ysea(x,y,) unpunto fijoenR. Si(x,y)

es un punto cualquiera de R, elijase una curva suave a trozos C que
vaya de (x, y,) @ (x,y), y definase f

f(x,y):J; F-dr:J; Pdx +Qdy

La existencia de C en R esta garantizada por el hecho de que R es
conexa. Se puede mostrar que fes una funcién potencial de F, con-
siderando dos trayectorias diferentes entre (x, y,) y (x, y). Para la
primera trayectoria, elijase (x,, y) en R tal que x # x,. Esto es posible

ya que R es abierta. Mas adelante, elijanse C, y C, como se muestra
en la siguiente figura.
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Utilizando la independencia de la trayectoria, se sigue que

Como la primera integral no depende de x, y como dy = 0 en la se-
gunda integral se tiene

Fy) = g + f P dx

Cz

Entonces, la derivada parcial de f con respecto a x es f, (x, y)=P.
Para la segunda trayectoria, se elige un punto (x, y,). Utilizando un
razonamiento similar al empleado para la primera trayectoria, se
concluye quefy (x, ) = Q . Por tanto,

Vixy)=f & y)i+f (xy)j=pi+Qj=F(xy)
Por consiguiente, F es conservativo.

Observacidn

Si Fes un campo vectorial conservativo y € es una curva suave ce-
rrada, es decir, r(a) = r(b). Entonces,

J’F-d:r":O
C
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TEOREMA DE GREEN

El teorema de Green establece la relacién entre ciertas integrales
de linea alrededor de una curva C cerrada simple (no se corta a si
misma, excepto en los extremos) e integrales dobles sobre la regién
plana D encerrada por la curva C. El teorema de Green es un resul-
tado significativo con implicaciones muy importantes; por ejemplo,
en el andlisis de flujos de fluidos y en las teorias de electricidad y
magnetismo.

TEOREMA

Sea C una curva suave a trozos, cerrada, simple con orientacién po-
sitiva (contrario a las manecillas del reloj), y sea D la regidn limitada
por C. Si las funciones P(x, y) y Q(x, y) tienen derivadas parciales
continuas en una region abierta que contiene a D, entonces

DEMOSTRACION

Se presenta una demostracién solo para una regién que es x-simple
y y-simple como se muestra en las figuras

j de:f de+f P dx
c C C

1 2
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Por otro lado,

En consecuencia tenemos,

oP
f de:—f —dA
C R dy

De manera similar, se pueden usar g, (v) y g, (v) para demostrar que

Lgdy:L fg—gdA

Sumando las integrales, llegamos a la conclusién establecida en el
teorema.

EJEMPLO

Utilice el teorema de Green para evaluar la integral de linea a lo
largo de la curva dada, orientada positivamente

j e¥dx + 2xe¥dy
c

Ceselcuadradocon ladosx=0,x=1,y=0,y=1.

Solucion

Sean

Entonces,
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Ejercicios complementarios

Evalle la integral de linea, donde C es la curva dada.

1. chy“ ds, donde C es la mitad de la circunferencia x*+ y?= 16, x = 0.

Solucion

Las ecuaciones paramétricas que repre-
sentan la mitad de la circunferencia (parte
derecha) son

x=4costy=4sent _gstgg

El diferencial ds es

Por tanto,

2. cheyz ds, C es el segmento de recta de (0,0,0) a (1,2,3).
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Solucion

La ecuacion vectorial que representa el segmento de recta es
r(t)=(1-¢)(00,0) + t(1,2,3) = (t, 2t, 3t), 0 < t <1

Entonces,x=t y=2t,z=3t, 0 <t<1. Eldiferencial ds esta dado por

ds =/(1)? + (2)2 + (3)? dt = V14 dt, por tanto

Donde u = 6t du=12tdt
3. Halle la masa y el centro de masa de un alambre en forma de

hélice x = 2sent,y =2 cos t, z = 3t, 0 < t < 2m. Si la densidad es una
constante k.

Solucion

El diferencial ds esta dado por
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Por tanto,

1
x=—(-1+1)=0
F=—(-1+1)

V= %(sen(Zn) —sen(0)) =0

Entonces, el centro de masa del alambre es (0,0,3m).

Evalde la integral de linea IC Fedr.

4. F(x,y)=(x-y) i+xy]j, Ceselarcodelacircunferenciax*+y?=4
recorrido en sentido contrario a las manecillas del reloj de (2,0)

a (0,-2).

Solucion

Las ecuaciones paramétricas del arco de circunferencia estan da-
das por

x=2costy=2sent, 0<t< 37” y su ecuacion vectorial es

r(t)=2costi+2sentj, 0<t<3_”
-T2

Por tanto,

3T

J’ F-dr= J’TF(r(t)) r'() dt
C 1]

En consecuencia,

2
J’ F-dr=3m+-
c 3
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5. es la pardbolay =x*+ 1de (-1,2) a
(2,2).
Solucién f Fodr=202—31, =(2-1)-(@2+1)=1-3=-2
C

Considerando a x como el parametro, se puede parametrizar la cur-

vaCdelaforma x=t y=t?+1,-1<t<1. Entonces, F(r(t)), r(t), y 7. Halle el trabajo realizado por el campo de fuerza
r’ (t) estan dados por F(x,y) =x1i+(y + 2)j, al mover un objeto a lo largo de un arco de

cicloide

r(t)=(t-sent) i+(1-cost) j0<t<2m

Solucion

Las funciones F(r(t)) y r' (t) son

F(r(t)) = (t-sent) i+(3-cost) jr' (t)=(1-cost) i +sentj

Por tanto,

Utilizando integracidn por partes en la segunda integral

u=tdu=dt,dv=costdt,v=sent

Donde u = t*+ 3t2+ 1, du = (43 + 6t)dt
6. F(xy,z)=xi-zj+yk C:r(t)=2ti+3tj-t* k-1<ts1 w = 2% ((2m sen 2m + cos 21 ) - (0 + cos 0)) = 2m?

Solucion

SiF(r(t))=2ti+t*j+3tk y r'(t)=21i+3j- 2tk entonces
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8. Un hombre de 160 b de peso sube con una lata de 25 b de
pintura por una escalera helicoidal que rodea a un silo, con radio
de 20 pies. La lata de pintura tiene un agujero y se fugan 9 lb
de pintura de la lata en forma estacionaria durante el ascenso
del hombre. Si el silo mide 90 pies de alto y el hombre hace
exactamente 3 revoluciones completas, ;cuanto trabajo realiza
el hombre contra la gravedad al subir hasta la parte superior?

Solucion

Elcampode fuerzasestadado por
y las ecuaciones paramétricas que describen la curva son
15
x=20cost,y=20sent, z=—1t 0<t<é6bm
T

Por tanto,

Encuentre una funcion ftal que F = Vf (F es un campo vectorial con-
servativo) y utilicela para evaluar ICF edralolargodelacurvaC.

9. Fxy)=e¥i+(1+2xe?)j, C:r(t)=te'i+(1+1t)j0sts1
Solucion
El campo vectorial F es conservativo porque

. Para hallar f(x, y) se parte del he-
choquef (xy)= eZY,fy (x, ¥)=1 + 2xe?. Entonces,
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Derivando con respecto ay la funcion fe igualando af xy)=1+ 2xe”,
se obtiene

f,(xy)=2xe¥+g'(y) =1+ 2xe¥ entonces g' (v) = 1, luego g(y) =y +k

Si se considera k=0, entonces la funcion potencial es f{x,y) = xe¥+y.
Por tanto,

10.F(x,y,z) =4xe’i+cosyj+2x*e’k, C:r(t)=ti+t*j+t'k O0st<1

Solucion

El campo vertical F es conservativo porgque

Ahora, considerando f, (x,z) = 4xe’, f, (xy,z) = cos y, f, (xy,z) = 2x% e,
se encuentra la funcion potencial f. Esto es,

Para encontrar la expresion g(y, z) se deriva la funcion fcon respec-
to ay eigualando af,(xy z)=cosy se obtiene
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Reemplazando g(y, z) en la funcion fse tiene f(x,y, z) = 2x? €+ seny + h(z).
De igual forma, para hallar h(z) se deriva la funcidn resultante fcon
respecto a zy se iguala a la funcion f (xy,z) = 2x* e*. Entonces,

f,(xy,z)=2x"e*+h'(z) = 2x* ¢, porlotanto, h'(z)=0, luego h(z)=k

Tomando k = 0 se obtiene la funcién potencial f(x, y, z) = 2x* e*+ sen y
Por consiguiente,

11. Demuestre que la integral de linea es independiente de la tra-
yectoria y evalUe la integral

C es cualquier trayectoria de (1,1) a (3,2).

Solucion

El campo vectorial F(x, y) = (2y*>-12x 2 y3)i + (4xy - 9x* y?)j es con-
servativo porque

Entonces, la integral de linea es independiente de la trayectoria.
Para evaluar la integral obsérvese que una funcién potencial es
f(xy)=2xy*- 3x*y3 Luego,

Anélisis vectorial 473

12.Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza

F(x,y) = z_il- _2x_3’j- al mover un objeto de (1,1) a (4,-2).

Solucion

Observando que el campo vectorial F es conservativo, porque

Y una funcion potencial es f(x, y) = _2% se tiene entonces que
w:f Fedr=f4-2)-f(1,1)=(-1)—-(-1)=-141=0
Cc
Utilice el teorema de Green para evaluar la integral de linea a lo

largo de la curva dada, positivamente orientada.

13. , C es la frontera de la regién
limitada por las parabolas y = x% x=y?

Solucion

Considerando las funciones ,

se tieneque 22 -1, 22 _ . Por tanto,
ay dx
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14. IC (x3-y3) dx + (x*+ y®)dy, Ces lafronterade laregidn entre las
circunferencias x*+y*=1, x*+y?=9.

Solucion

Sean las funciones componentes P(x, y) = x3-y3, Q(x, y) = x3+ )2
Entonces,

De tal forma,

3 2T
:Z(SO)J’ df = 608|3™ = 120w
0
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15. [ F e dr,donde F(x,y) = (*- x*y) i+xy? j, Cesta formada por
las circunferencias x>+ y2= 4 de (2,0) a (V2,v2) y los segmen-
tos de recta de (v2,v2) a (0,0) y de (0,0) a(2,0)

Solucion

Sean las funciones componentes: P(x, y) = y*-x*y, Q(x, y) = xy%
Entonces,

apP aQ
— =2y — 2' _t— 2
dy y—x dx y

Por tanto,
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16. Use el teorema de Green para calcular el trabajo realizado por la
fuerza dada porF(x, y) = x(x + y) i+ xy*j al mover una particula
desde el origen a lo largo del eje x hasta el punto (0,1), luego a
lo largo del segmento de recta hasta el punto (0,1), y finalmente
de regreso al origen, a lo largo del gje y.

Solucion

Sean P(x,y)=x*+xy, Q(xy)=x/ entonces —=x,
Por tanto, Y

_[1( 1+ +12 3)d— 1
W \TeT YT Y)Y E T
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Ejercicios propuestos

Evalle la integral de linea, donde C es la curva dada.

=

Icy3ds, C:x=t y=t, 0<t<2
2. chseny ds, C es el segmento de recta de (0,3) a (4,6)
3. chyzds, Cx=2sent,y=tz=-2cost0<t<m

4, IC (x2y3-Vx) dy, Ceselarcodelacurva y=vx de (1,1) a
(4,2)

[$)]

. IC xe’ dx, Ceselarcodelacurvax=e¢e" de (1,0) a(el)

6. Icsen xdx + cosydy, Cconsiste enlamitad superior de la circun-
ferencia x*+y*=1, desde (1,0) a (-1,0) y el segmento de recta
de (-1,0) a (-2,3).

N

. IC (x + yz)dx + 2xdy + xyzdz, C consta de los segmentos de recta
de (1,0,1) a(2,3,1) yde (2,3,1) a(2,52).

8. Unalambre delgado esta doblado en forma de semicircunferen-
ciax*+y*=4,x20. Sila funcion de densidad lineal es la constan-
te k, calcule la masa y el centro de masa del alambre.

9. Un alambre delgado tiene la forma de la parte de la circunfe-
rencia del primer cuadrante con centro en el origen y radio a. Si
la funcidn de densidad es p(x,y) = kxy, encuentre la masa y el
centro de masa del alambre.

10. Un alambre toma la forma de una semicircunferencia x*+ y*= 1,
y=0,yesmas grueso cerca de la base que cerca de la parte su-
perior. Determine los momentos de inercia I, I, para el alambre
si la densidad en cualquier punto es proporcional a su distancia
desde larectay=1.
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11. Calcule la masa y el centro de masa de un alambre en forma de
hélicex=t,y=cost,z=sent, 0<t<2m siladensidad en cual-
quier punto es igual al cuadrado de la distancia desde el origen.

Evalle la integral de linea IC F e dr, C esta dada por la funcion vec-
torial r(t)

12. F(x,y) =xyi+yj, C:r(t)=4costi+4sentj 0 <t <

R

13.F(x,y)=3xi+4yj,Cr(t)= ti+Vv4—t2j,-2<t<2
14.F(x,y,z)=x*yi+ (x-2) j+xyzk C:r(t) =ti+t?j+ 2k 0<st<1

15.F(x,y,z) =x*i+y*j+ Z* k,
C:r(t):Zsenti+2costj+%t2k, 0<st<sm

Determine una funcidn ftal que F=Vfy use este resultado para eva-
luar ICF- dralo largo de la curva dada C.

16. F(x,y)=xy* i+x*yj,C:r(t) = ,0<t<1
17. F(x, y)= J_ZZ i+2yarctanxj, C:r(t)=t* i+2tj,0<t<1
X

18.F(x, y, z) = y* cos zi + 2xy cos z j - xy* sen z k
Cr(t)=ti+sentj+tk O0stsm

19.Fxyz)=ei+xej+(z+ 1) ek Cr(t)=ti+t?j+tk 0<st<1

Evaluar la integral de linea, utilizando el teorema fundamental de
las integrales de linea.

20.fc (yi+xj)-dr, Ceslacurvasuave desde (0,0) hasta (3,8).

21. IC (2(x+y) i+ 2(x+y)j)dr Ces lacurva suave desde (-2,2)
hasta (4,3).
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22.IC cos x sen y dx + sen x cos y dy, C es la curva suave desde
(0, -m) hasta

23. IC e seny dx+e* cosydy,
Ceselcicloidex=6-sin 6,y =1- cos 6 desde (0,0) hasta (2m,0).

24, ,Ceselcirculo (x-4)?+(y-5)*=9 en
el sentido de las manecillas del reloj desde (7,5) hasta (1,5)

25. IC (y + 2z)dx + (x-3z)dy + (2x - 3y)dz, C: es el segmento de recta
desde (0,0,0)a (0,0,1) a (1,1,1)

Demuestre que la integral de linea es independiente de la trayecto-
ria y evalle la integral

26. es cualquier trayectoria desde (0,1)
a

27. IC (1 - ye™)dx + e* dy, C es cualquier trayectoria desde (0,1) a
(1,2).

28. IC (x*+y¥)dx + 2xydy, C: r=1+cos 6.

29.[ 2 arctan L dx+In (x*+y?)dy, C: x=4+2cos6,y=4+sen 6
X

30.IC e cos 2y dx - 2¢¥ sen 2y dy,C: X* + y*= a*

31. Icsen x cosy dx + (y + cosx seny)dy, Ces lafrontera de la regién
comprendida entre las gréficas ¥y = xy,y = Vx

32,

C. frontera de la region comprendida entre las grdficas del circulo
x=5cos6,y=5senBylaelipsex=3cos0,y=2senf
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Evalle la integral de linea mediante dos métodos: (a) directamente
y (b) por medio del teorema de Green.

33. fcxydx +x%y3dy, Ces el triangulo con vértices (0,0),(1,0),(1,2)

34. fcxdx +ydy, C consta de los segmentos rectilineos desde (0,1) a
(0,0)yde (0,0) a(1,0) y laparabolay=1-x? desde (1,0) a (0,1).

Evalue, mediante el teorema de Green, la integral de linea a lo largo
de la curva con orientacion positiva gue se proporciona.

35.fc xe# dx +(x*+ 2x* y*)dy, C es el limite de la region entre las
circunferencias dadas x*+ y?=1, x*+ y*= 4.

36.fcxy2 dx +2x? ydy, C es el triangulo con vértices (0,0),(2,2),(2,4).
37. fcseny dx+xcosydy, Ces laelipse x2+xy +y*=1.

Evalue, mediante el teorema de Green, ICF- dr (compruebe la orien-
tacién de la curva antes de aplicar el teorema).

38.F(x, y) = (Vx+y%x? +/y), C consiste en el arco de la curva
y=senxdesde (0,0) a(m,0) y el segmento rectilineo de (m,0) a (0,0)

39.F(x,y) = (y?cosx,x? + 2y sen x),
C es el triangulo desde (0,0) a (2,6) a (2,0) a (0,0)

40.F(x, y) = (e* + x2%y,e¥ — xy?), C es la circunferencia x*+ y*= 25
orientada en el sentido de las manecillas del reloj.

41.F(x, y) = , C es la circunferencia
(x - 2)*+ (y - 3)*=1 orientada en el sentido contrario de las
manecillas del reloj.

Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerza F al desplazar un
objeto desde Pa Q

42,
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43.F(x,y)=e” i-xe”j, P(0,1), Q(2,0)

44.Calcule el trabajo que efectia el campo de fuerzas
F(x,y) =xsenyi+yjsobreuna particula que se mueve a lo largo
de la paradbola y = x* desde (-1,1) a (2,4).

45.Determine el trabajo que hace el campo de fuerzas
F(x,y,z) = (¥ + zx + z,x + ¥) sobre una particula que se despla-
za por el segmento rectilineo desde (1,0,0) a (3,4,2).

46.Hallar el trabajo realizado por una persona que pesa 150 b al
subir una vuelta completa de una escalera helicoidal circular de
radio 3 pies, si la persona asciende 10 pies.

47. Una particula parte del punto (-2,0), se mueve por el eje x hasta
(2,0) y luego por el semicirculo y = v4 —x2 hasta el punto de
inicio. Use el teorema de Green para calcular el trabajo que hace
el campo de fuerza F(x ,y) = (x,x* + 3xy?) sobre esta particula.

48. Considere una particula que se mueve a través del campo de
fuerza dado por F(xy) = (y-x)i + xy j del punto (0,0) al pun-
to (0,1) a lo largo de la curva con ecuaciones paramétricas
x = kt(1-t), y = t. Hallar el valor de k, tal que el trabajo realizado
por el campo de fuerzas sea 1.
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Seccion 9.3. Integrales de superficie

En la seccidn 8.2 se calculd el area de una superficie z = f (x, y). Aqui
se estudiaran superficies mas generales, denominadas “superficies
parameétricas” y se encontraran sus areas.

De lo ya estudiado, una curva en el plano o en el espacio se puede
representar mediante un conjunto de ecuaciones paramétricas o,
equivalente, por una funcidn vectorial.

i) r()=x(t)i+y(t)j curvaen el plano
i) r(e)=x(t)i+y(t)j+z(t) kcurva en el espacio

En esta secciodn, se estudiara cémo representar una superficie en
el espacio mediante un conjunto de ecuaciones paramétricas o por
medio de una funcién vectorial. Obsérvese que en el caso de las
curvas, la funcidn vectorial r es una funcién de un solo parametro t.
En el caso de las superficies, la funcidn vectorial es una funcién de
dos parametros u y v.

Definicidn

Sean x,y,z funciones de u y v, continuas en un conjunto D del plano
uv. Al conjunto de puntos (x, y, z) dado por

r(u,v)=x(u,v)i+y(uv)j+z(uv)k

Se denomina superficie paramétrica de S y a las ecuaciones
x=x(u,v), y=y(u,v), z=z(u, v), se denominan “ecuaciones paramé-
tricas" para la superficie.

Observacidn

Cada par (u, v) proporciona un punto en S; al recorrer todos los po-
sibles valores de u y v obtenemos toda la superficie S. En otras pa-
labras, la superficie S resulta trazada por el extremo del vector de
posicién r(u, v) cuando (u, v) recorre toda la regién D.
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EJEMPLO

Identifique y trace la superficie con ecuacion vectorial dada
r(u,v)=ucosvi+usenvj+u*k

Solucidn
Las ecuaciones paramétricas para la superficie dada son:
X=ucosv,y=usenv,z=u’
Luego, para todo (x,y,z) sobre la superficie, se tiene
X2+ y?=u? cos? v + u? sen?v = u? (cos® v + sen* v) = u?

Como z = u? entonces la superficie S es el paraboloide eliptico
Z= X2+ y?
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Observacion

Intuitivamente, una “superficie suave” es una superficie que no tiene
puntos angulosos o cuspides. Por ejemplo, esferas, elipsoides y pa-
raboloides son suaves, mientras que el cono no es suave.

Definicidn

Sea S una superficie paramétrica suave con funcién vectorial
r(u,v) =x(u,v)i+y(u,v)j+z(uv)k,

definida sobre una region abierta D en el plano uv. Sea (u,, v,) un
punto en D. Un vector normal en el punto (x,, y,, z,) esta dado por

Donde las derivadas parciales de r con respecto a u y v se definen
(vectores tangentes).

)

i)
EJEMPLO

Encuentre la ecuacion del plano tangente a la superficie paramétri-
ca en el punto especificado

x=u+v,y=3u% z=u-v; (2,3,0)
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Solucidn
Los vectores tangentes r , r, estan dados
r.(uv)y=i+téuj+kyr (uyv)=i+0j-k

Obsérvese que el punto (2,3,0) corresponde a los valores de los pa-
rametros u =1, v =1, entonces

r.(L1)=i+6j+k y r (1,1)=i+0j-k

Asi, el vector normal al plano tangente es

= —6i + 2j — 6k

Por tanto, la ecuacion del plano tangente en (2,3,0) es
-6(x-2)+2(y-3)-6(z-0)=0—> -6x+2y-6z=-6 —>3x-y+32z=3

Definicidn

Sea S una superficie paramétrica suave dada por
r(u,v)=x(u,v) i+y(u,v) j+z(uv) k
definida sobre una regién abierta D, en el plano uv. Si cada punto de

la superficie S corresponde exactamente a un punto del dominio D,
entonces el drea de la superficie S esta dada por

A(s) = Jf ds = ﬂ,ll'ru xX1,| dA
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Observacion Entonces, el vector normal N=r, (u,v) xr, (u,v) es

La expresion lln, Xl representa la magnitud del vector normal.
Para una superficie dada por z = f (x, y), esta férmula para el area
de la superficie corresponde a la desarrollada en la seccién 8.2;
Para observar esto, se puede parametrizar la superficie utilizando

la funcidén vectorial r(x, y) =xi+yj+ f(x,y) k definida sobre la =(-(2 + cosu) cosv cosu) i-((2 + cosu) senv cosu) j+
region R en el plano xy. Si consideramos r =i+ 0j+f (x,y) k y
r,=0i+j+f (xy) kse tiene, (-(2 + cos u) cos®> vsen u - (2 + cos u) sen*v sen u) k

=-(2+cosu)(cosv cosu i+senv cosu j+senu k)
Lo que implica que,

Entonces,

Esto implica, que el area de la superficie S es
Por tanto, el area de la superficie es

EJEMPLO

Hallar el érea de la superficie dada
2. La parte del paraboloide hiperbélico z = y?- x* que se encuentra
1 rlu,v)=(2 +cosu)cosvi+ (2+cosu)senv j+senu k; entre los cilindros x*+ y?=1y x*+ y*=4.
O<u<2m 0<v<2m.

Solucion
Los vectores tangentes r, (u,v), r, (u,v) estan dados por

r,(u,v)=-senu cosv i-senu senv j+cosu k
r,(u,v)=-(2+cosu) senvi+ (2+cosu) cosv j+ 0k
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Solucion

Sif(x,y) =y*-x? entonces f, (x,y) = -2x, fy (x,y) = 2y. Por tanto, el
area de la superficie es

Pasando a coordenadas polares, se obtiene

Siu=1+4r% du=8rdr

Entonces,
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Integrales de superficie

El resto de este capitulo se ocupa principalmente de integrales
de superficie. Inicialmente se consideraran superficies dadas por
z = g(x, y). Mas adelante, se analizaran superficies mas generales
dadas en forma paramétrica.

Definicion

Sea S una superficie dada por z = g(x,y) y sea R su proyeccion sobre el
plano xy. Supdngase que las funciones g, 9,9,50n continuas sobre Ry
que festa definida en S. La integral de superficie de f'sobre S se define

Siempre que el limite exista.

Observacion
El siguiente resultado nos afirma que la integral de superficie de f

sobre S se puede evaluar mediante una integral doble.

TEOREMA

Sea S una superficie cuya ecuacidn es z =g (x,y) y sea R su proyec-
cion sobre el plano xy. Sig, g,, g,son continuas en Ry fes continua
en S, entonces la integral de superficie de fsobre S es

Observacidn

Para superficies descritas por funciones de xy z (o de y y z), al teo-
rema anterior se le pueden hacer los siguientes ajustes:
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Si Ses lagraficadey=g(x, z) y R es su proyeccidn sobre el plano
xz, entonces

Si Ses lagraficadex=g (v, 2z) y R es su proyeccién sobre el plano
yz, entonces

Sif(x,y,z) =1, laintegral de superficie sobre S da el area de la su-
perficie de S.

EJEMPLO

Evalle la integral de superficie.

[ e

S es la parte del plano x + y + z = 1 que se encuentra en el primer
octante.

Solucion

En la integral de superficie se puede expresar a S de las tres formas
posibles.
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Esto es, S se puede representar de las siguientes formas.

z=1-x-y—gxy)=1-x-y
y=1l-x-z—>gxz)=1-x-2z
x=1

-y-z—glyz)=1-y-z

Considerandoa Scomoz=g(xy) =1-x-y=>g, (xy)=-1,g,(xy) =-1.
Obteniéndose,

Por tanto,

Observacion

Las integrales de superficie tienen aplicaciones semejantes a las de
las integrales que se ha estudiado antes. Por ejemplo, si una ldmina
delgada tiene la forma de una superficie S y la densidad (masa por
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unidad de drea) en el punto (x, y, z) estd dada p (x,y, z), entonces la
masa total de la ldmina es

m= -ﬂ‘p(x,y,z)ds

y el centro de masa es (¥,¥,z), donde

De forma equivalente se pueden definir los momentos de inercia
para una lamina.

EJEMPLO

Hallar la masa de la ldmina bidimensional $: z =/ a? —x% —y? de
densidad p (x,y, z) = kz

Solucion

Al proyectar S sobre el plano xy se obtiene la region R: x*+ y*< a?
Las derivadas parciales g, (x,y) yg,(xy) son
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Luego,

fal_x2_y2

Por tanto,

Observacion

Se consideran a continuacién superficies dadas en forma paramé-
trica. En este caso se puede mostrar que para una superficie S dada
por la funcién vectorial

r(u,v)=x(u,v) i+y(u,v) j+z(uv) k

definida sobre una regién D en el plano uv, la integral de superficie
de f(x,y, z) sobre S estd dada por

EJEMPLO

Evaluar

ffsxyds,S:r(u,v)=ZCosu i+2senu j+vkO<u<l 0<v<2
2
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Solucidn
Six=2cosu,y=2senu, z=v, entonces los vectores r, r, son
r.(uv)=-2senu i+2cosu j+0kyr (uyv)=0i+0j+k

De modo que

Entonces,

Por tanto, la integral de superficie puede ser evaluada como

Orientacion de una superficie

Para inducir una orientacién en una superficie S en el espacio se
utilizan vectores unitarios normales. Se dice que una superficie es
orientable si, en todo punto de S que no sea un punto frontera, puede
definirse un vector unitario normal N de manera tal que los vectores
normales varien continuamente sobre la superficie S. Si esto es po-
sible, S es una superficie orientada.

Una superficie S orientable tiene dos caras. Asi, cuando se orienta una
superficie, se elige uno de los dos vectares unitarios normales posibles.

Si § es una superficie cerrada, como por ejemplo una esfera, se
acostumbra escoger al vector unitario normal N, el que apunta ha-
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cia fuera de la esfera. Las superficies mds comunes, como esferas,
paraboloides, elipsoides y planos, son arientables.

En una superficie orientable, el vector gradiente proporciona una

manera adecuada de hallar un vector unitario normal. Es decir, en
una superficie orientable S dada por, z = g(x, y) se considera

Gxy,z)=z-g(xy)

Entonces, S puede orientarse, ya sea por el vector unitario normal

o por el vector unitario normal

Si la superficie suave orientable S esta dada en forma paramé-
trica por

r(u,v) =x(u,v) i+y(u,v) j+z(u,v) k

Entonces, los vectores unitarios normales estan dados por

Observacion

Si la superficie orientable esta dada pory = g(x, z) o x = g(y, z). En-
tonces, para orientar la superficie se puede usar uno de los siguien-
tes vectores gradiente
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VG(x,y,2)=-g,(x2) i+]-g,(x2) k (G(xy 2)=y-g(x2))
VG(xy,2)=i-g,(x2) j-g,002) k (G(xy 2)=x-9g(y, 2))

Integrales de superficie de campos vectoriales

Una de las aplicaciones principales que emplean la forma vectorial
de una integral de superficie se refiere al flujo de un fluido a través
de una superficie S. Supdngase que una superficie orientada S se
sumerge en un fluido que tiene un campo de velocidad F. Sea 4s el
area de una pequefia porcion de la superficie S sobre la cual F es casi
constante. Por consiguiente, la cantidad de fluido que atraviesa esta
regidn por unidad de tiempo se aproxima mediante el volumen de la
columna de altura F e N, que se muestra en la figura.

El campo de velocidad F indica la direccidn del flujo de fluido.

Es decir, AV = (altura)(drea de base) = (F « N)As. Por lo tanto, el vo-
lumen del fluido que atraviesa la superficie S por unidad de tiempo
(llamada el flujo de F a través de S) es la integral de superficie de la
siguiente definicion.

Definicidn

Si F es un campo vectorial continuo en una superficie S orientada
con un vector unitario normal N, luego la integral de superficie de

Fsobre Ses
HF-dS:HF-NdS
) S
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Para evaluar una integral de flujo de una superficie dada por z = g(x,y),
se considera G(x,y, z) =z-g(x,y). Entonces, N ds puede escribirse
como

Nds=VG(x,y,z) dA

TEOREMA

Sea S una superficie orientada por z = g(x, y) y sea R su proyeccién
sobre el plano xy. Por lo tanto

Orientada hacia
arriba

Orientada hacia
abajo

EJEMPLO

Hallar el flujo de F a través de S, ff F « N dS donde N es el vector
unitario normal a S, dirigido hacia arriba. F(x,y,z) =3zi-4j+y k; S:
x+y+z=1, Primer octante.

Solucion

Sig(x,y) =1-x-y, entonces las primeras derivadas parciales de g
son
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9,(xy)=-1,9,(xy) =-1.De tal forma,

Observacidn

Para una superficie orientada S dada por la funcién vectorial
r(u,v)=x(u,v) i+y(u,v) j+z(uv) k

definida sobre una regién D del plano uv, se puede definir la integral
de flujo de F a través de S como

EJEMPLO

Halle el flujo del campo vectorial F(x,y,z) =xi+yj+zk através de
la esfera con ecuacidn x*+ y?+ z2= 36, en el primer octante.

Solucion

Usando la representacién paramétrica

x=6sen® cosO,y=6sen® sen6,z=6 cos @
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Es decir,

r(@,0)=6sen@cosOi+6senPsend j+6cosPk, 0 <@ gg,o <0<

NN I=]

Obteniéndose,
F(r(0,0))=6sen® cos@ i+6sen® sen O j+ 6 cos Dk
Ademas,

r,=6cos® cosOi+6cos@ sen®j-6sendk,
r,=-6sen® sen®i+6sen@cosfj+0k

Entonces,

ryx r,=36 sen’@cos 01+ 36 sen’Psen 0 j + 36 sen P cos @ k

Por tanto,
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Finalmente, se presentan dos resultados muy importantes en las
integrales de superficie: teorema de la divergencia y el teorema de
Stokes.

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA

El teorema de la divergencia proporciona la relacién entre una in-
tegral triple sobre una regidn sélida E y una integral de superficie
sobre la superficie de E.

TEOREMA

Sea E una regidn sélida limitada por una superficie cerrada S orien-
tada por un vector unitario normal dirigido hacia el exterior de E. Si
F es un campo vectorial cuyas funciones componentes tienen deri-
vadas parciales continuas en E, entonces

J]F-Nds = J] div F dv
s E

DEMOSTRACION

Sise considera F(x,y,z)=Pi+ Qj+ Rk, el teorema toma la forma

Esto se puede demostrar verificando que las tres ecuaciones si-
guientes son validas
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Como la verificacién de las tres ecuaciones son similares, solo se
realizara la tercera. La demostracién se restringe a una regién so-
lida simple, con superficie superior z = g, (x, y) y superficie inferior
z=g, (x,y), cuyas proyecciones sobre el plano xy coinciden y forman
la region R. Si Q tiene una superficie lateral como S, en la figura dada

LLuego, un vector normal es horizontal, lo cual implica que Rk e N=0.
Por consiguiente,

Sobre la superficie S, el vector normal dirigido hacia el exterior
apunta hacia arriba, mientras que en la superficie inferior S, el vec-
tor normal dirigido hacia el exterior apunta hacia abajo. Por tanto,
por el teorema anterior, se tiene lo siguiente:
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Sumando estos resultados, se obtiene:

AR

[[rkwas=[ [ [%a
0z

S E

Observacidn

Al teorema de la divergencia a veces se le denomina teorema de
Gauss.

EJEMPLO
Utilizar el teorema de la divergencia para evaluar fst- N dS, donde

Fx,y,z)=xi+y* j-zk S:x*+y°=9,z=0,z=4.

Solucion

La divergencia del campo vectorial es div F=1+ 2y -1 =2y

Por tanto,

Analisis vectorial 503

TEOREMA DE STOKES

El teorema de Stokes establece la relacidn entre una integral de
superficie sobre una superficie orientada S y una integral de linea a
lo largo de una curva cerrada C en el espacio que forma la frontera
0 el borde de S. La direccidn positiva a lo largo de C es la direccién
en sentido contrario a las manecillas del reloj con respecto al vector
normal N. Es decir, si se imagina que se toma el vector normal N con
la mano derecha, con el dedo pulgar apuntando en la direccidn de N,
los demas dedos apuntaran en la direccidn positiva de C.

TEOREMA

Sea S una superficie orientada con vector unitario normal N, acota-
da por una curva cerrada simple, suave a trozos C, con orientacion
positiva. Si F es un campo vectorial cuyas funciones componentes
tienen derivadas parciales continuas en una region abierta que con-
tiene a Sy C, entonces

Cf F-dr = JS](rotF)-Nds

EJEMPLO

Usar el teorema de Stokes para hallar ICF- dr,siF(x,y,z)=2yi+3zj+xk
y C:triangulo cuyos vértices son (0,0,0),(0,2,0) y (1,1,1)
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Solucion

La superficie S definida por el plano que determina el triangulo, tie-
ne como vector normal u x v,donde u=i+j+kyv=_0i+2j+0k=2j
Estoes,

i j ok
111
0 2 0

uxv= =(0-2)i-(0-0)j+@2-0k = —2i+2k

Entonces, la ecuacion del plano es:

-2(x-0)+0(y-0) +2(z-0) =0. Es decir, -x + z= 0. Luego, Ses la
superficie z=xy Ces la traza de S en el plano xy

Como la superficie esta dada porz=g(x,y) =x y
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Considerando un vector normal dirigido hacia arriba N, se tiene
N [=gx (¢, y) i = gy (x,¥) j + k|dA, donde g(xy) = x

Por tanto,
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Ejercicios complementarios

1. Hallar la ecuacién rectangular de la superficie por eliminacion
de los parametros de la funcién vectorial dada. Identificar la su-
perficie y dibujar su grafica.

r(u,v) = 3cosv cosu i + 3cosv senu j+3senv k

Solucion

Six=3cosv cosu, y=3cosv senu, entonces

X2 +y? = 9cos?vcos’u+9cos’vsen’u = 9 cos?v

Por tanto, si z =3 sen v, se tiene

X*+y*+27z° = 9cos’*v+9sen’v = 9

Se observa que la superficie dada es una esfera con centro en el
origen y radio 3.

2. Hallar una funcion vectorial cuya grafica sea la superficie de la
parte del plano z = 4 interior al cilindro x* + y>=9.
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Solucidn

Para parametrizar el cilindro x? + y? = 9 se utilizan las ecuaciones:
x=ucosv, y=useny, 0<u<3, 0<v<2m Portanto, la funcidn
vectorial cuya gréfica es la parte del plano z = 4 interior al cilindro es
r(u,v)=ucosvi+usenvj 4k 0<us<3, 0<v<2m

3. Hallar el érea de la superficie (paraboloide)
r(u,v)=4ucosv i+4usenv j+u*k donde0<su<2y 0<vs<2m

Solucidn
Inicialmente se encuentran los vectoresr, yr,

r,(uv)=4cosvi+4senv j+2uk,
r, (wv) = -4usenv i+4ucosv j+0k

Entonces, el producto vectorial r x r es

rxr =(0-8u?* cosv) i-(0+8u* senv) j+ (16ucos*v+ 16u sen*v)k
rxr =-8u® cosvi-8u®senv j+16uk

Por tanto,
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Entonces, Por tanto,

- fo T @ w? + 4)3/z|z dv

4, Evaluar [f; f(x.v,2)ds, donde
Utilizando coordenadas polares, se obtiene.

Solucion

La superficie esté determinada de la forma z = g(x,y) = {x* + y=.
Luego, las derivadas parciales de primer orden son

5. Hallar el flujo de Fatravés de S, [f ,F « N dS donde N es el vector
Por consiguiente, unitario normal a S dirigido hacia arriba.

Fx,y,z)=xi+yj+zk, S 9-x*-)3 zz0
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Solucion

Puesto que S esta determinada por z=g(x,y) =9 -x*-y? z20,
entonces las primeras derivadas parciales de g(x, y) son

g9,xy)=-2x, g, (xy)=-2y

Ademas, como N es un vector unitario normal dirigido hacia arriba,
se tiene

6. Utilizar el teorema de la divergencia para evaluar ffs F o Nds,
donde

Fx,y,z)=x*i+x*yj+x*e k, S:z=4-y, z=0, x=0, x=6, y=0
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Solucion

La divergencia del campo vectorial F esta dado por

. a d a
divF =5+ ﬁ +3;. donde Pxy2) =X, Q(x.32) =Xy, R(xy,2) =3¢’
Entonces, div F = 3x* + x*+ 0 = 4x2. Por tanto,

7. Utilizar el teorema de Stokes para evaluar ICF- dr,donde Cesta
orientada en sentido contrario a las manecillas del reloj con res-
pectoa N
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Solucion

En principio se encuentra el rotacional de F

Considerando z = g(x,¥) = 4 —x%—y? y N un vector unitario nor-
mal apuntando hacia arriba, se obtiene
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Ejercicios propuestos

Identifique la superficie con la ecuacion vectorial dada.

1.

2.

3.

4,

r(u,v)=@+v) i+(3-v) j+(1+4u+5v) k
r(uv)=2senu i+3cosuj+vk 0<v<u
r(s, t)=<s,t t?-s*>

r(s, t) = < 5sen 2t, s% s cos 2t >

Encuentre una representacién paramétrica de la superficie.

5.

El plano que pasa por el punto (1,2,-3) y contiene los vectores
i+j-ki-j+k

La parte del hiperboloide x* + y? — z2 = 1 que se encuentra a la
derecha del plano xz.

La parte de la esfera x? + y? + z2 = 4 que se sitla arriba del cono

z=x%+y2%

La parte del cilindro y? + z2 = 16 que esta entre los planos x =0
y x=5.

Encuentre una ecuacion del plano tangente a la superficie paramé-
trica dada en el punto especificado.

9.

x=u+v, y=3u?% z=u-v;, (2,3,0)

10.x=u?% y=Vv?3 z=uv; u=1v=1

11.r(u,v)=u® i+ 2usenvj+ucosvk; u=1,v=0

12.r(u,v)=uvi+usenvj+vcosuk; u=0, v=m
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Determine el érea de la superficie.
13. La parte del plano 3x + 2y + z = 6 que esta en el primer octante.

14, a parte del plano 2x + 5y + z = 10 que esta dentro del cilindro
xX*+y*=9.

15. La parte de la superficie z = xy que esta dentro del cilindro
X+yr=1.

16. La parte del paraboloide hiperbdlico z = y? - z% que esta entre los
cilindrosx*+y*=1 y x*+y*=4

17. La parte de la superficie y = 4x + z? que se encuentra entre los
planosx=0, x=1, z=0y z=1

18. La parte del paraboloide x = y* + z2 que esta dentro del cilindro
V2+272=0,

19. El helicoide (o rampa en especial) cuya ecuacion vectorial es
r(u,v)=ucosvi+usenvj+vk, 0<u<l, Osvsm

20. La superficie cuyas ecuaciones paramétricas son

Evalle la integral de superficie.
21.

22. [ x*z%ds, Seslaparte del cono z2 =x* + y* que esta entre z= 1
y z=3.

23. [[; y?ds, Ses laparte de la esfera x> + y?2 + z2 = 4 que estd den-
tro del cilindro x* + y? = 1 y arriba del plano xy.

24. ||, zds, Seslasuperficiex=y+2z%, 0<sy<1,0<zs<1
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25. [, yds, Ses laparte del paraboloide y = x* + z que esta dentro
del cilindro x* + z2=4.

26. [|; (x*z+y?z),Seslasemiesferax’+y* +z2=4, z20.

27. [[; (z+x?y)ds, S es la parte del cilindro x* + y*> = 1 que esta
entrex=0 y x=3 en el primer octante.

28. [[; (x* +y* +2z%)ds, Ses la parte del cilindro x* + y? = 9 entre los
planos z=0, z = 2, junto con sus discos de arriba y abajo.

29. ffs yzds, S es la superficie con ecuaciones parameétricas x = u?,
y=usenv, z=ucosv, 0<u<il, 05175%.

30. j, JT+xz+)2ds,, S es el helicoide con ecuacion vectorial
r(u,v)=ucosvi+usenvj+vkO0<u<l 0<vsm

Hallar el flujo de F atraves de S, J[; F - Nds. En el caso de superfi-
cies cerradas, use la orientacion positiva (hacia afuera).

3L.F(x,y,z)=xyi+yzj+xzk S es laparte del paraboloide
z=4-x*-y*que estd situado arriba del cuadrado 0 < x<1,0<y<1,
y que tiene orientacién hacia arriba.

32.F(x,y,z)=xze’ i-xze¢’ j+zk Seslapartedelplanox+y+z=1
en el primer octante y tiene orientacion hacia abajo.

33.F(x,y,z)=xi-zj+yk Seslapartede laesferax’*+y?+z*=4
en el primer octante, con orientacion hacia el origen.

34.F(x,y,z)=xyi+4x* j+yzk, Seslasuperficiez=xe’, 0 <x<1,
0 <y <1, con orientacion hacia arriba.

35.F(xy,z)=xzi+xj+yk Sesel hemisferiox? +y?>+2z2=25, y=0
orientado en la direccidn del eje y positivo.
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Mediante el teorema de la divergencia, calcule la integral de super-
ficie jfs F - ds.

36.F(x,y,z)=€e*seny i+e* cosy j+yz* k, Ses lasuperficie de la
caja delimitada por los planosx=0, x=1, y=0, y=1, z=0,
z=2.

37.F(x,y,z) =3xy* i +xe” j+ 2z k, S es la superficie del sélido aco-
tado por el cilindro y*+z*=1y los planosx=-1yx=2.

38.F(x,y,z)=x3yi-x*y* j-x*yzk, S es la superficie del solido de-
limitada por el hiperboloide x* + y2 - z2=1y los planos z=-2y
z=2.

39.F(x,y,z)=(cosz+xy*) i +xe™” j+ (seny + x* z) k, S es la superficie
del sélido acotado por el paraboloide z = x* + y* y el plano z = 4.

40.F(x,y,z) =x* i-x>z* j+4xy* z k, S es la superficie del solido
limitado por el cilindrox* + y?=1y los planosz=x+2 y z=0.

41.F(x,y,z) =x*yi+xy?2 j+2xyz k, S es la superficie del tetraedro
limitado por los planos x=0, y=0, z=0 y x+2y+z=2.

42.F(x,y,z)=4x*zi+ 43 zj+ 32" k Ses laesferaconradioRy
centro en el origen.

Use el teorema de Stokes para evaluar IC F-dr.. En cada caso C
estd orientada en el sentido contrario al de las manecillas del reloj
conrespectoaN.

43.F(x,y,z) = (x +y*)i+ (y + z9)j + (z + x*)k, C es el tridngulo con
vértices en los puntos (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

44.F(x,y,z)=e> i+e* j+e”’ k Ces lafrontera de la parte del plano
2x+y+2z=2en el primer octante.

45.F(x,y,z)=yzi+2xzj+eY k Ceselcirculox*+y*=16,yz=5.
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46.F(x,y,z)=xyi+2zj+3yk Ceslacurvadeinterseccion del pla-
no x+z=5yelcilindro x¥*+y*=9.

47. , C es el triangulo cuyos
vértices son (0,0,0),(1,1,1),(0,0,2) .

48.F(x,y,z) =x* i+ 7% j-xyz k, C es |la traza de la superficie S dada
por la ecuacion z = ,/4 — x2 — y2 enel plano xy.

49.F(x,y,z)=xyzi+yj+zk Ces latraza de la superficie S dada
por la ecuacion z=x% 0 <x<a, 0 <y <asobreel planoxy. N es
el vector unitario normal a la superficie, dirigido hacia abajo.

50.F(xy,z) =4xzi+yj+4xyk Ces la traza de la superficie S dada
por la ecuacion z=9 - x2 - y%, z=0 sobre el plano xy.
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Definicidon

Una sucesion infinita es una funcién cuyo dominio es el conjunto de
los ndmeros enteros positivos y cuyo rango es el conjunto de los
numeros reales.

Observacidn

En ocasiones es necesario extender el dominio a todos los enteros
iguales o mayores que un nimero entero dado. Una sucesion se pue-
de especificar dando una lista de suficientes términos iniciales para
establecer un patrén. Por ejemplo, consideremos las sucesiones

1. 1,2,48,16,32,.

9 111111

2’3'4'5’6,7, e
3. 5,8,11,14,17,20,...
Otra forma de expresar una sucesion es mediante una férmula ex-

plicita del término n-ésimo. Por ejemplo, las sucesiones anteriores
se expresan como

1. a,=2"n=0
1
2 an = — n=2

3. a,=3n+2, n21
A continuacidn, se define el concepto de convergencia de una sucesion.
Definicidn
Se dice que la sucesidn {a } converge a L y se simboliza
n

lima, =1
n—co
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Si para cada nimero positivo €, hay un nimero positivo N correspon-
diente, tal que

n=N - |la,—L| <e

Una sucesion que no converja a algun numero finito L se dice que
diverge o que es divergente.

EJEMPLO

Determine si las sucesiones dadas convergen o divergen.

1
1. an=3—5, n=1

Solucion

Expresando la sucesion {a,} como una lista de términos

5811 14 17 20

Se puede observar, facilmente, que la sucesidn converge a 3. Es decir,
1
Itm (3 - —) =3
n—oo n
2. b=(-1),n21
Solucidn
Siguiendo un procedimiento similar al ejemplo anterior
{b1=-1,1-1,1-11,.

Se observa que la sucesidn no converge a un Unico valor finito; por
lo tanto, la sucesion es divergente.

Sucesiones y series 521

Observacidn

Todas las propiedades sobre limites se cumplen para las sucesio-
nes. A continuacién, se enuncia el teorema sobre estas propiedades.

TEOREMA

Sean {a } y {b } sucesiones convergentes y k una constante, en-
n n
tonces

1. limk=k
n—co

2.

3.

4,

5.

EJEMPLOS

Se da una formula explicita para a,. Escriba los primeros términos
de la sucesidn y determine si es convergente o divergente

2
1. 4n* +1

= =7, =1
=2 _on+3 n

Solucion

Ahora, para determinar qué le sucede al cociente de dos polinomios
en n cuando n—oo, se divide el numerador y denominador entre la
mayor potencia de n que aparezca en el denominador. Ademas, se
aplican las propiedades mencionadas anteriormente.
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an?+1

Por tanto, la sucesion { } converge a 4.
n2—2n+3

Observacidn

En el resultado anterior, y en muchos problemas sobre sucesiones,
es conveniente usar el siguiente resultado

Solucion

Ademas, como §> 1se tiene que a medida de que aumente n, el

ndmero crece infinitamente. Esto es,

Por tanto, la sucesion [8“} es divergente.
2:1.

Inn
3. a”:T, n=>1
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Solucion

Para determinar si la sucesion es convergente o divergente es nece-
sario aplicar la regla de L'Hopital. Entonces,

Por tanto, la sucesién [“‘_”} converge a 0.

n

A continuacidn, se enuncia el teorema del emparedado para suce-
siones.

TEOREMA

Supodngase que {a,} como {c } convergen a L y que se satisface
a <b <c, paratodo n 2k (siendo k un entero fijo). Entonces {b }
también converge a L.

EJEMPLO

Demuestre que la sucesion converge a 0.

Solucion

Partiendo del hecho de que , se tiene que

para todo n = 1, se cumple . Puesto que el
, entonces, utilizando el teorema del empa-

redado se obtiene . Es decir, la sucesion

converge a 0.
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Para sucesiones con signo variable es Util el siguiente resultado.

TEOREMA

Si

EJEMPLO

Demuestre que la sucesion {(‘?“} converge a 0.
4

Solucion

Para utilizar el resultado anterior, se debe mostrar que
. Estoes,

Ademas, como 0 < % < 1 se tiene que a medida que aumente n, el

ndmero se aproxima a 0, cada vez mas. Esto es,
Por tanto,
. (=m"
lim —=0
n—oo

Es decir, la sucesion {("ﬂ"} converge en 0.
4m

Series

Recordando la paradoja de Zendn de Elea, el cual dice que un corre-
dor no puede terminar una carrera porque inicialmente debe correr
la mitad de la distancia, luego la mitad de la que queda, y asi suce-
sivamente. Puesto que el tiempo de la carrera es finito, no podra
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recorrer el infinito nimero de segmentos de la trayectoria. Aunque
se conoce que los corredores siempre terminan sus carreras.

Supdngase gue la carrera tiene una distancia d. Los segmentos del
argumento de Zendn tendran como longitudes %d,%d,ld, etc. Enel
lenguaje matematico, terminar la carrera significa evatuar la suma
d+d+d+d+d+d+ d +
2 4 8 16 32 64 128
gue podria parecer imposible. La suma anterior es un ejemplo de
una "suma infinita", concepto que se quiere formalizar a continua-
cion.

Consideremos las siguientes sumas parciales

Observe que a medida que n aumenta las sumas parciales se apro-
ximan a 1. Es decir,

Este resultado de 1 se define como del valor de la suma infinita

1 1 1 1
t—t—Ft—+——

1
T8t 16732 T61 T 128

1+1
2 4
Generalizando lo anterior, considérese la suma

a +a,+a,+a,+a,+-
La cual se puede simbolizar como ¥{Z,a; o Y a, Yy se denomina

"serie infinita" o simplemente serie. Entonces, la n-ésima suma par-
cial S, esta dada por:
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n
Sn=a1+a2+a3+a4+---+an=Zai
i=1

Lo anterior se define formalmente a continuacion.
Definicidn

. . . [ve] . .
La serie infinita Xi=1@ converge y tiene como suma S, si la su-
cesion de sumas parciales {S } converge a S. Si {S } es divergente,
entonces la serie diverge. Una serie divergente no tiene suma.

Observacidn

Una de las series mas conocidas es la "serie geométrica", la cual
esta dada por

[ee]
art =a+ar+ar?+ard+--
—

L

Se puede demostrar que la serie geométrica converge a la suma

a . . . ; .
§ =1 siempre que -1 < r < 1. En caso contrario, la serie geométri-

ca es divergente.

EJEMPLO

Use la observacion anterior para determinar si convergen o divergen
las siguientes series geomeétricas.

L2 2,5 5 0
379727781 " 243

Solucion

Analizando la suma infinita, se observa que es una serie geométrica
dada por:
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Puesto que r =§ , entonces, la serie dada es convergente y conver-
ge al valor

2 4 16 64+256+
3 9 27 81

Solucion

Al igual que el ejemplo anterior, la serie geométrica esta dada por:

Como r =2~ 1, entonces, la serie dada es divergente.
3

Observacidn

El siguiente resultado es una herramienta muy importante cuando
se quiere demostrar que una serie es divergente.

TEOREMA

Silaserie Xn-1a, converge, entonces el lim a, = 0. En forma equi-

—

N J . o . .

valente, si lim a, # 0 (0 Ilim a, no existe), entonces la serie es di-
n—oo n—oo

vergente.

EJEMPLO

Demuestre que la serie y= 23 es divergente.
T n
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Solucion
Evaluando el T{g{}o an, se obtiene:

Como 1fm 222 = 1 = 0, setiene que la serie yo 12 esdivergente.

n—oo N
Observacidn

Otras dos series conocidas son: la serie armdnica dada por Eﬁﬂi y
las series telescdpicas, cuya caracteristica es que se tiene la suma
infinita de un término menos el anterior o un término menos el si-
guiente.

EJEMPLO

Demuestre que la serie armonica diverge.

Solucion

Para demostrar la divergencia de la serie armdnica se debe probar
que las sumas parciales S_crecen sin limite. Esto es,

o Ll 2 4 8 1_1111+1++1
totgptgtet ot =ltoto+5+s

Es evidente que si se considera a n lo suficientemente grande, se
puede obtener en la Ultima expresidn tantas mitades como se quie-
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ra. Por tanto, {S } diverge; en consecuencia la serie armonica ¥ 1_
también diverge.

EJEMPLO

Pruebe que la siguiente serie armdnica converge y encuentre su
suma.

Z [(k +1)? kz

k=1

Solucion

Encontrando las sumas parciales S, se obtiene:

3 3
* ((n +1)2 n_z)
Simplificando la suma, se obtiene:

S, = —3+——
n I

Por lo tanto,

Luego la serie converge y tiene suma -3.
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Propiedades de las series convergentes

TEOREMA

Si Yne1@y ¥ Xn=1bn son convergentes y k es una constante, en-
tonces Xn=ikany Xni(an + by) son convergentes, donde:

1 ;kan:k;an
2. ian+b)=i i

Criterios de convergencia

El siguiente estudio consiste en enunciar e ilustrar con ejemplos los
diferentes criterios de convergencia de una serie.

TEOREMA

(Criterio de la integral)
Sea f una funcién continua, positiva y no creciente en el intervalo

[1,00) y supdngase que a, = f(n) para todo entero positivo n. Enton-
ces, la serie infinita

2,

n=1

Converge, siy solo si, la siguiente integral impropia converge.
| reax
1

EJEMPLOS

Use la prueba de la integral para decidir la convergencia o divergen-
cia de la serie dada
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o0
k=1

Solucion

La hipdtesis de la prueba de la integral se satisface para f(x) = xe™
en el intervalo [1,00). Ahora bien,

Puesto que la integral impropia es convergente, entonces la serie
dada converge.

= 1
5

Solucion

La hipdtesis de la prueba de la integral se satisface para f(x) =
en el intervalo [1,00). Ahora bien,

1
Vx+2

Como la integral impropia es divergente, luego la serie es divergente.

TEOREMA

(Criterio de la serie p)

La serie
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Donde p es constante, se denomina serie p. Entonces,

a) Laserie p convergesip>1.
b) Laserie pdivergesip<1.

EJEMPLO

Determine si la serie p dada es convergente o divergente.

1
=
=1

k

Solucion

La serie p es convergente porque p =2 > 1.

TEOREMA

(Criterio de la comparacion ordinaria)

Supdngase que 0 <a,<b paran=N

a) Si X b, converge, entonces ). a, esconvergente.
b) Si Xa, diverge, entonces X b, es divergente.

EJEMPLO

¢ Converge o diverge la serie dada?
1 :;i 2n
3n? -5
n=1
Solucidn

Observe que:

>__

3n2—5 3n2 3

2n 2n 271
)

Ahora bien, analizando la serie.

co

n

21y 21
5(5)_525
=1 n=1
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. . 2 . o 7
Se tiene que diverge, puesto que es =de la serie armdnica la cual es
divergente. Por tanto, usando el teorema anterior inciso b) se tiene

gue la serie dada es divergente.

n+1
n
n=13 (n+2)

Solucion

Partiendo del hecho:
n+1 (1)" n+1

3t n+2) \3) n+2z

Puesto que la siguiente serie

>

n=1

Converge
converge.

TEOREMA
(Criterio de comparacion con Limite)

Supdngase quea, 20, b, >0 y

s aﬂ
Iim—=1
n—oo n

<3

n

, entonces la serie dada

Si0<L<oo, entonces X a,y ¥ b, convergen o divergen simultanea-
mente.Si L =0y Y b, converge, entonces ¥ a, es convergente.
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EJEMPLO

Determine la convergencia o divergencia de cada serie.
1 Z 5n%+7
2n*+3n2—n

Solucion

Para utilizar el criterio de comparacién con limite se debe decidir
inicialmente con qué término n-ésimo se va a comparar. En este
caso comparando el maximo grado del numerador y denominador
se concluye que el término n-ésimo debe ser % Por tanto,

Ahora bien, como la serie p
fe o]
X
n
es convergente, por consiguiente, la serie dada también converge.

oo
Z 3
n=1\/2n2 + 3n

Solucion

Al igual gue el ejemplo anterior se analiza el término n-ésimo de
comparacioén. En este ejemplo se considera 1. Por tanto,

n
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Ahora bien, como la serie armdnica
[ee]
n=1

es divergente, entonces la serie dada igualmente es divergente.

Sl

TEOREMA

(Criterio de la razén)

Sea ) a, una serie con términos positivos y supéngase que:

Apt1

Iim =1L

n—ow Ay

a) SiL <1, laserie es convergente.
b) SiL>1,laserie es divergente.
c) SiL =1, nohay conclusion.

EJEMPLO

Compruebe la convergencia o divergencia de la serie dada

Solucion

Puesto que L = 0 < 1, entonces la serie dada converge.
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Solucion

Como L =8> 1, luego la serie dada es divergente.

Observacion

Hasta el momento se han trabajado series positivas y es importante
que a la hora de analizar si las series son convergentes o divergen-
tes tenga en cuenta los siguientes pasos:

1. Si llm a, # 0, concluya por la prueba del término n-ésimo que la

serie dlverge

Sia_contiene n!/, r", n", ensaye el criterio de la razon.

3. Sia, contiene solo potencias constantes de n, ensaye el criterio
de comparacion con limite. En particular, sia, es una expresion
racional en n, use esta prueba con b, como cociente de los tér-
minos directores del numerador y denominador.

4, Como ultimo recurso, intente el criterio de comparacién ordina-
rio o la prueba de la integral.

5. Algunas series requieren de una manipulacion habil para deter-
minar la convergencia o divergencia.

N
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Observacion

De lo que hemos visto solo se ha trabajo con series de términos po-
sitivos. Ahora, se eliminard tal restriccién, permitiendo que algunos
sean negativos. En particular, se tratara las "series alternantes". Es
decir, aquellas series cuya forma es:

a-a,+a,—-a,+--
Donde a, > 0 para todo n

TEOREMA

(Criterio de series alternantes)
Consideremos la serie alternante
a—-a,+a,—a,+--

Cona,>a,, ,>0.Si lima, =0 la serie converge. Ademas, el error
cometldo usando la suma S _de los n primeros términos como valor

aproximado de la suma S de la serie no es mayor que a, .,

EJEMPLO

Demuestre que la serie dada es convergente

o0 nz
Z (_1)n+1 F
n=1

Solucion

Inicialmente se escriben unos cuantos términos para verificar que
se cumplen las condiciones con el criterio de series alternantes.
Estoes,
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Obsérvese que a >a_ .. >0 paratodon =3y ademas,
n n+1

+

Por tanto, usando el teorema se obtiene que la serie dada es con-
vergente.

Observacidn

En la evaluacion del limite se utilizé la regla de L'Hopital dos veces.

TEOREMA

(Criterio de convergencia absoluta)

Si la serie Y|a,| es convergente, entonces X a, también es con-
vergente

EJEMPLO

Demuestre que la serie dada es convergente.

Sk

Solucion

Puesto que la serie
- 1 w1
Y levE]=> =
n=1 n=1

es una serie p con p = 2 > 1, se tiene que es convergente. Luego,
usando el criterio de convergencia absoluta se demuestra que la
serie dada es convergente.
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Observacion

Se dice que una serie ¥ a, es absolutamente convergente si X|a,|
converge. El teorema anterior afirma que la convergencia absoluta
implica la convergencia. Todos los criterios para la convergencia de
series de términos positivos se convierten en forma automatica en
criterios de la convergencia absoluta de series en las que algunos
términos son negativos. En particular, esto es verdad, en la prueba
de la razén que se enuncia a continuacion.

TEOREMA

(Criterio de la razdn absoluta)

Sea Y a,una serie de términos no nulos y supdngase que

[y
Iim -2 =1,

n=o|ay|

a) SiL <1, laserie es absolutamente convergente y, por tanto, es
convergente.

b) SiL <1, laserie divergente.

c) SiL=1,nohayconclusion.

EJEMPLO

Demuestre que la serie dada tiene convergencia absoluta.

[ea]

N %

n=1

Solucion
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Puesto que L = 0 < 1, entonces, la serie dada tiene convergencia
absoluta.
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Ejercicios propuestos

Se da una formula explicita para a . Escriba los primeros términos y
determine si la sucesidn converge o diverge.

1 3n+1
SR

3n?+2
2- aﬂ=—
n+4
n
. ay=(=1)"
boan= (D"

6. a=e" cosn

1
10. a, =nn

Encuentre una formula explicita a, para cada sucesion, determine
si la sucesién converge o diverge, y en el primer caso encuentre el

lim a,
n—oo
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1 1 1
14. 1
Jl 1!1 211 3J
-zZ-"3+71%
15. 1 1 1

sen 1,2 sen E' 3sen—,4sen—

3’ T

Indigue si la serie dada converge o diverge. Si converge, encuentre

la suma.
o k
16. kzl(é)
18. 5 (5
2.)
20. il’%'
2.3 t-r+)

24.

103 [2) 2]
21. Z 2k+5

23 g((k_m)

25. 3 [~ gy

Determine la convergencia o divergencia de cada serie. Indique el

criterio que uso.
o0

n
26.. Z—
n>+2n+3

n=1

[o0]
Z 1
n=1n\/n+1

27. Z 3n+1
29, i \/2-2; 1
n=1

30. Z%
2y
" 3
36. i 1 sz

38. Zﬁ

40. i

=
I
-

4+ 3k)2

1
2+ sen?n

42.

NgE

1

=
I

4+ cosn
3

44,

NgE

n
1

=
I

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43.

45.
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4" 4+
Z n!

n=1

Demuestre que cada una de las series alternantes converge.

- 2
46. _q1yn+1
Zl( 1) In+1

— 1
—1ynt1
48. Z_l( D In(n +1)

47.

49,
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Demuestre que cada una de las series tiene convergencia absoluta.

50 “(—%) 51. ;(—1)?1%
0 ®© 2
52 ;(—1)“1 53, ;(—1) nl
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Como docentes en matematicas de estudiantes que se encuen-
tran en el ciclo basico de ingenierias, se observa la dificultad que
tienen estos al trabajar la asignatura de Calculo en Varias Varia-
bles. Por esto, buscamos estrategias que ayuden a una mejor
comprension del estudiante, realizando un material con una gran
cantidad de ejercicios y problemas resueltos de cdalculo en
varias variables con los temas contenidos dentro del programa
de nuestra Universidad, para que ayude a los estudiantes a refor-
zar cada tematica vista. El texto contiene para cada capitulo o
seccion una introduccion tecrica a cada concepto, luego una
buena cantidad de ejercicios complementarios v, por ultimo, se
proponen ejercicios para que el estudiante pueda reforzar lo estu-
diado en clase.

LLa obra se divide en nueve capitulos y un apendice, en donde, en
los tres primeros capitulos se tratan los temas: coordenadas
polares, coordenadas cilindricas y esféricas, y superficies. En el
capitulo 4 se trabaja el concepto de funcion de varias variables, en
los capitulos del 5 al 8 se desarrollan los conceptos fundamenta-
les del calculo: limite, continuidad, derivacion e integracion, para
funciones de varias variables. En el capitulo 9 se estudia los
campos vectoriales y, finalmente, se hace un apéndice sobre Los
conceptos de sucesiones y series,
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