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Introduccion

Introduccion

Una de las situaciones mas comunes cuando se hace un andlisis de tipo
estadistico es realizar inferencias acerca de la media p de una poblacién.
Es por esto que se debe investigar sobre la distribucién muestral de este
estadistico, incluyendo la forma o tipo de su distribucion de probabili-
dad y algunas de sus caracteristicas, como son la media y la varianza.

Otras veces se puede estar interesado en investigar distintas caracteristi-
cas de una poblacion que no sean necesariamente la media de la misma.
En estos casos, la distribucion muestral de proporciones es la mas ade-
cuada para dar respuesta a este par de situaciones.

Por lo anterior, se pueden definir indicadores numeéricos asociados a
una muestra, los cuales van a reflejar propiedades de ella y a depender
exclusivamente de los valores o elementos de esa muestra. Estos indica-
dores se denominan estadisticos y corresponden a diferentes técnicas,
como la estimacion de parametros y la contrastacion de hipdtesis a la
hora de aplicar inferencia estadistica.

Como es sabido, la estadistica se divide en dos ramas fundamentales:
estadistica descriptiva y estadistica inferencial. La estadistica descriptiva
se encarga de la recoleccion, organizacion y presentacion de los datos en
cuadros o graficos, asi como también del calculo de medidas numeéricas
que permiten destacar los aspectos més importantes de los mismos. La
estadistica inferencial, por su parte, se apoya en los resultados obteni-
dos de una muestra para sacar conclusiones y tomar decisiones sobre la
poblacion en estudio.

Por consiguiente, el presente manual aborda el contenido programatico
de la asignatura Inferencia Estadistica de una manera clara y sencilla,
para que el estudiante pueda vencer las dificultades que con frecuencia
se suelen presentar.
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El trabajo esta constituido por seis capitulos, siguiendo por supuesto el
contenido programatico de la materia en cuestion. Se comienza con un
recorrido por aquellas distribuciones continuas necesarias para la esti-
macion de los parametros, tales como la media poblacional, la varianza
poblacional, la proporcién poblacional, entre otros.

El capitulo dos versa sobre la distribucion en el muestreo y el teorema
fundamental en estadistica: el teorema central del limite. El capitulo tres
despliega los conceptos necesarios en la inferencia estadistica, como
parametros, estadisticas, estimadores y propiedades de los estimadores.

En el capitulo cuatro se desarrollan los procedimientos de inferencia es-
tadistica para una sola media poblacional cuando el tamafio de muestra
es grande o pequeilo, y cuando se conoce la varianza poblacional o no
se conoce. Ademas, se hace referencia a los procesos de inferencia para
dos medias poblacionales independientes y dependientes, utilizando las
distribuciones normales y ¢-student, segtn el caso.

En el capitulo cinco se analizan los procedimientos de inferencia esta-
distica para una y dos proporciones poblacionales usando la distribu-
cidn normal. Por otra parte, el capitulo seis se relaciona con los procesos
de inferencia estadistica para una varianza y dos varianzas poblaciona-
les utilizando las distribuciones ji-cuadrado o chi-cuadrado y la F de
Snedecor, respectivamente.

El capitulo siete trata sobre situaciones en las cuales intervienen dos va-
riables cuantitativas con el fin de observar las relaciones existentes entre
ellas a través de dos técnicas: la regresion y la correlacion; la primera
para fines de prediccion y la segunda para medir la fuerza o asociacion
entre las variables objeto de estudio. Para finalizar, el capitulo ocho hace
referencia a los elementos de muestreo y los tipos de muestreo probabi-
listico y no probabilistico.

En cada uno de estos capitulos se presentan, ademas de la teoria basica,
ejemplos adecuados para reforzar lo expuesto en el mismo.

1. Distril_ouciones
continuas
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DISTRIBUCIONES
CONTINUAS

En este capitulo se describen brevemente las distribuciones continuas
necesarias para los procedimientos de inferencia en relacién con los di-
ferentes parametros de interés, a saber, distribucion normal, chi-cuadra-
do, t-student y distribucién F-Snedecor.

1.1 Distribucion normal!

Esta distribucion debe su origen al matematico francés Abraham de
Moivre, en 1933. Sin embargo, Pierre Laplace (1944) y Carl Gauss
(1809 y 1816) fueron figuras importantes en el desarrollo de la misma.
Gracias a Gauss, esta distribucidon alcanzé mayor popularidad, y fue
difundida como la “ley normal de los errores de mediciones”, parti-
cularmente relacionada con observaciones astronémicas. La curva de
la distribucién normal se conoce también como la curva de Gauss o
como campana de Gauss.

Se dice que una variable aleatoria continua X se distribuye como una
normal, y se escribe X ~ N (i; o) si su funcion de densidad viene dada
por:

(L.1)

Donde y es la media poblacional y 6 > 0 es la desviacién estandar.

1 Entre las aplicaciones que tiene la distribucidn normal se encuentra
la inferencia para la media, la diferencia de medias, la proporcién y la
diferencia de proporciones poblacionales. Estas aplicaciones se veran con
mayor profundidad a partir del capitulo cuatro.

Distribuciones continuas ) 13

1.1.1 Caracteristicas de la distribucion

« Ladistribuciéon normal es una variable aleatoria continua
o Surango de variacion es (—oo; o)

o Essimétrica con respecto a la media p

o Su punto maximo lo obtiene en la media p

o Esta definida por sus dos parametros py o

o Lamedia de la distribucién E(X) = p

 Lavarianza de la distribucién es 0*

o Eladrea total bajo la curva es igual a uno

o Tiene forma de campana

Figura 1.1 Forma de la distribucién normal

1.1.2 Distribucion normal estandar

Se dice que una variable aleatoria normal sigue una distribucién estan-
dar si su media es cero y su varianza es uno.

Cuando una variable aleatoria esta estandarizada se le denota con la letra
Z, se expresa como y su funcion de densidad viene dada por: Z~N(0;1)

(1.2)
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Tabla 1.1 Valores de la distribucién normal estandar

P[Z<z]

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

=0 -3 | 0,0013 | 0,0013 | 0,0013 | 0,0012 | 0,0012 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0010 | 0,0010
-2,9 [ 0,0019 | 0,0018 | 0,0018 | 0,0017 | 0,0016 | 0,0016 | 0,0015 | 0,0015 | 0,0014 | 0,0014
. e . -2,8 | 0,0026 | 0,0025 | 0,0024 | 0,0023 | 0,0023 | 0,0022 | 0,0021 | 0,0021 | 0,0020 | 0,0019
Figura 1.2 Forma de la distribucidon normal estandar

Fuente: MLB -2,7 | 0,005 | 0,0034 | 0,0033 | 0,0032 | 0,0031 | 0,0030 | 0,0029 | 0,0028 | 0,0027 | 0,0026
-2,6 | 0,0047 | 0,0045 | 0,0044 | 0,0043 | 0,0041 | 0,0040 | 0,0039 | 0,0038 | 0,0037 | 0,0036

-2,5 | 0,0062 | 0,0060 | 0,0059 | 0,0057 | 0,0055 | 0,0054 | 0,0052 | 0,0051 | 0,0049 | 0,0048
1.1.3 Uso de la tabla normal estandar -2,4 | 0,0082 | 0,0080 | 0,0078 | 0,0075 | 0,0073 | 0,0071 | 0,0069 | 0,0068 | 0,0066 | 0,0064

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

En la tabla 1.1, se presenta un extracto de la tabla estadistica de la distri-

bucién normal estandar acumulada, tanto para valores negativos como 0 | 05000 05040 05080 05120 05160 05199 05239 05279 05319 05359

para valores positivos. 01 | 05398 05438 05478 05517 05557 05596 05636 05675 05714 05753

0,2 | 05793 05832 05871 05910 05948 05987 06026 06064 06103 06141
A partir de ejemplos, se van a distinguir los tres posibles casos: cuando 0,3 | 06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 06443 06480 0,6517
el numero es negativo, positivo o estd entre dos valores. 0,4 | 06554 06591 06628 06664 06700 06736 06772 06808 0,6844 06879

0,5 | 06915 06950 06985 07018 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
1'1'4 Busca l'a prObabllldad acumu"ada 0,6 | 07257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549

de un nimero negativo

Fuente: MLB
Ejemplo 1.1:

Suponga que se quiere calcular Pr(Z < -2,63). Dicha probabilidad esta
representada por el area sombreada en la figura 1.3.

!

-2,63
Figura 1.3 Pr(Z <-2,63)
Fuente: MLB
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En la tabla de la distribucién normal se ubica el entero y la primera cifra
decimal, mientras que la segunda cifra decimal se sitta en la primera fila.

Tabla 1.2 Muestra de valores de la distribucién normal estandar

¥4 0.00 0.01 0.02 0.03

-3 0,0013 0,0013 0,0013 0,0012
-2,9 0,0019 0,0018 0,0018 0,0017
-2,8 0,0026 0,0025 0,0024 0,0023
-2,7 0,0035 0,0034 0,0033 0,0032
2,6 0,0047 00045  0,0044
-2,5 0,0062 0,0060 0,0059 0,0057
-2,4 0,0082 0,0080 0,0078 0,0075

Fuente: MLB

Por lo tanto, la Pr(Z < -2,63)=0.0043. Esto quiere decir que el area som-
breada es de 0.0043.

1.1.5 Busca la probabilidad acumulada
de un numero positivo

Ejemplo 1.2:

Suponga que se quiere calcular Pr(Z < 0,32). Dicha probabilidad esta
representada por el area sombreada en la figura 1.4.

-0,32
Figura 1.4 Pr(Z < 0,32)
Fuente: MLB
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Tabla 1.3 Muestra de valores de la distribucién normal estandar

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
05000 05040 05080 0,5120 0,5160
0,1 05398 05438 05478 0,5517 0,5557
0,2 05793 05832 05871 0,5910 0,5948

0,3 06179 06217 | 06255 | 0,6293 0,6331

Fuente: MLB

De igual manera como se procedi en el ejemplo 1.1, se busca el area co-
rrespondiente para este valor. El resultado es que Pr(Z < 0,32)=0.6255.

1.1.6 Busca la probabilidad entre dos valores
Ejemplo 1.3:

Suponga que se quiere calcular Pr(-2,43 <Z < 0,24). Esta probabilidad
esta representada por el area sombreada en la figura 1.5.

s

-2,43 0,24

Figura 1.5 Pr(-2,43 <Z < 0,24)
Fuente: MLB
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En este caso se debe proceder de la siguiente manera:

o Buscar las probabilidades asociadas a cada uno de los valores que
forman la desigualdad, tal como se representan en las dreas som-
breadas de las figuras 1.6.ay 1.6.b:

0,24] = 0,5948

<
< -2,43] = 0,0075

f !

0,24 -2,43
Figura l. 6.a. Pr [Z < 0,24] Figura 1.6.b. Pr[Z < -2,43]
Fuente: MLB Fuente: MLB

o Restar las dos probabilidades:
Pr[Z<0,24] - Pr[Z <-2,43] = 0,5948 - 0,0075 = 0.5873

Por lo tanto, la Pr(-2,43 <Z < 0,24) es 0.5873.

1.2 Distribucion chi-cuadrado
o ji-cuadrado?

Esta distribuciéon debe su origen a Karl Pearson hacia 1900. Su uso fun-
damental esta basado en la inferencia para una varianza poblacional y
las pruebas de la bondad del ajuste y de independencia.

2 Entre las aplicaciones de la distribucién chi-cuadrado se encuentran hacer
inferencias para una sola varianza, una sola desviacién estandar, pruebas
de la bondad del ajuste y pruebas de independencia. Estas aplicaciones se
verdn con mayor detenimiento en el capitulo seis.

Distribuciones continuas ) 19

Esta variable aleatoria surge como la suma de variables aleatorias con dis-
tribucién normal estandar, independientes elevadas al cuadrado, es decir,

1.3

Donde:

Por otro lado, se dice que una variable aleatoria sigue una distribucién
chi-cuadrado o ji-cuadrado con v grados de libertad si su funcién de
densidad viene dada por:

(1.4)

1.2.1 Caracteristicas de la distribucion

o Ladistribucién chi-cuadrado es una variable aleatoria continua

« Surango de variacion es (0; o)

o Esasimétrica positiva y unimodal

o Esta definida por un solo parametro: los grados de libertad v

o Eladrea total bajo la curva es igual a uno

o La media de la distribucién coincide con los grados de libertad:

o Lavarianza de la distribucion esta dada por dos veces los grados de
libertad:

Su forma se presenta en la figura 1.7.
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Figura 1.7 Forma de la distribucién chi-cuadrado
Fuente: MLB

A medida que se incrementan los grados de libertad, la distribucion se
aproxima a la distribucién normal, tal como se muestra en la figura 1.8.

«— v =10

1 1 1 1 ] X

(0] 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Figura 1.8 Diferentes distribuciones chi-cuadrado
Fuente: Farfan, J., p.8

1.2.2 Uso de la tabla chi-cuadrado

Enlatabla 1.4, se presenta una parte de los valores criticos de una distri-
bucién chi-cuadrado. En la primera fila se muestran las diferentes pro-
babilidades que se encuentran en la cola derecha de la distribucion, en
la primera columna los valores de los grados de libertad, y los valores en
el cuerpo de la tabla representan el valor de la variable chi-cuadrado que
deja a su derecha un area especifica, tal como se muestra en la figura 1.9.

Distribuciones continuas ) 21

Tabla 1.4 Valores de la distribucidn chi-cuadrado

[

Gl';:::tsa :e 0,001 0,005 0,01 0,02 0025 003 004 005 01 015 02 025 03 035 04
1 10,83 7.879 6,635 5412 5024 4709 4218 3,841 2,706 2,072 1642 1,323 1,074 0,873 0,708
2 1382 106 921 7.824 7378 7,013 6438 5991 4,605 3794 3,219 2,773 2408 21 1,833
3 1627 1284 1134 9,837 9,348 8947 8311 7,815 6,251 5317 4,642 4,108 3,665 3283 2946
4 1847 1486 1328 11,67 1114 1071 10,03 9,488 7,779 6,745 5989 5385 4,878 4,438 4,045
5 2052 1675 1509 13,39 1283 12,37 1164 1107 9236 8115 7,289 6,626 6,064 5573 5132
6 2246 1855 1681 1503 1445 1397 132 1259 10,64 9446 8,558 7,841 7,231 6,695 6211
7 2432 2028 1848 1662 1601 1551 147 1407 1202 10,75 9,803 9,037 8,383 7,806 7,283
8 2612 2195 20,09 1817 1753 1701 1617 1551 1336 12,03 11,03 10,22 9,524 8,909 8351
9 2788 2359 2167 1968 19,02 1848 1761 16,92 14,68 1329 1224 11,39 10,66 10,01 9414
10 2959 2519 2321 2116 2048 1992 19,02 1831 1599 14,53 1344 12,55 1178 111 10,47

Gradosde| /5 g5 055 06 065 07 075 08 085 08 095 0975 098 0,99 0,995

libertad
1 0,571 0455 0,357 0,275 0206 0,148 0,102 0,084 0,036 0,016 0,004 1E-03 6E-04 2E-04 4E-05
2 1597 1,386 1196 1,022 0,862 0,713 0,575 0,446 0325 0211 0,103 0051 004 002 001
3 2,643 2,366 2109 1,869 1,642 1424 1213 1,005 0798 0584 0,352 0216 0,185 0,115 0072
4 3,687 3,357 3047 2753 2,47 2195 1923 1,649 1366 1064 0711 0484 0429 0297 0,207
5 4728 4351 3996 3655 3,325 3 2675 2343 1,994 161 1145 0831 0752 0,554 0,412
6 5765 5348 4952 457 4197 3828 3455 307 266l 2204 1635 1237 1134 0872 0676
7 68 6346 5913 5493 5082 4671 4255 3822 3,358 2,833 2167 169 1564 1239 0989
8 7833 7,344 B877 6423 5975 5527 5071 4594 4078 3,49 2733 2,18 2032 1646 1344
9 8,863 8,343 7,843 7,357 6,876 6,393 5899 538 4817 4168 3325 27 2,532 2088 1735
10 |9.892 9342 8812 8295 7,783 7267 6,737 6179 557 4865 394 3247 3059 2,558 2,156

Fuente: MLB
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0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0,0

0 1 2 3 4 5
2
X (v; )

Figura 1.9 Distribucion chi-cuadrado cola derecha
Fuente: MLB

Ejemplo 2.1:

Dada una variable aleatoria que sigue una distribucién chi-cuadrado
con 8 grados de libertad, hallar el valor que dicha variable deja a su de-
recha un area de a=0.01.

Solucion:

En la tabla 1.4 se localiza en la primera fila el valor del a (0,01 6 1%), y
en la primera columna el valor de los grados de libertad, en este caso 8.
Luego la interseccion de ellos, 20.090, representa el valor de la distribu-
cion chi que deja a su derecha un area de 0.01 (ver figura 1.10).

Figura 1.10 Distribucién chi-cuadrado con 8 g.l.
y cola derecha de a=0.01
Fuente: MLB
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Tabla 1.5 Muestra de valores de la distribucion chi-cuadrado

Gdos de

B0 o | 0,001 0005 001 0,02
1 1083 7879 6635 5412
2 1382 106 921 7,82
3 1627 1284 1134 9837
4 1847 1486 1328 1167
5 2052 1675 1509 1339
6 2246 1855 1681 1503
7 2432 2028 1848 1662
8 2612 21.95|2009]| 1817
9 2788 2359 2167 19,68

Fuente: MLB
Ejemplo 2.2:

Dada una variable aleatoria chi-cuadrado con 13 grados de libertad, ha-
llar el valor que dicha variable deja a su izquierda un area de a=0.05.

Solucion:

En vista de que la tabla 1.4 solo tiene valores para cola derecha y ademas
esta distribucion es asimétrica, entonces se debe localizar en la primera
fila el valor del complemento que se esta pidiendo, 1-a (0,95 0 95 %), y
en la primera columna el valor de los grados de libertad, que serian 13.
Luego la interseccion entre ellos, 5.892, representa el valor de la distri-
bucién chi que deja a su derecha un area de 0.05 (ver figura 1.11).

4 0,05

5,892

Figura 1.11 Distribucién chi-cuadrado con 13 g.L.y cola izquierda de
a=0.05
Fuente: MLB
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Ejemplo 2.3:

Dada una variable aleatoria chi-cuadrado con 10 grados de libertad, ha-
llar los valores de dicha variable que deja un area total del 5 % a ambos
lados de la curva.

Solucién:
En primer lugar, se debe dividir el drea en cuestion entre dos, eso daria
un drea a cada lado del grafico de 0,025 o de 2,5 %.

El valor correspondiente al lado derecho de la grafica se busca directa-
mente en la tabla, tal como en el ejemplo 2.1, con 10 grados de libertad
y un area de 0,025. El valor de la distribucién seria de 20,483.

Para el lado izquierdo de la grafica se procede como en el ejemplo 2.2,
con un area acumulada de 0,975 (0,95+0,025), que con 10 grados de
libertad da un valor para la distribucion de 3,94, tal como se muestra en
la figura 1.12.

0,025

0,025

0 3,94 20 20,483

Figura 1.12 Distribucidn chi-cuadrado con 10 g.l. y dos colas de «=0.05
Fuente: MLB
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1.3 Distribucion t-student?®

El desarrollo de la distribucion de probabilidad ¢-student se debe al qui-
mico inglés William Sealy Gosset en el afio 1899.

Este quimico publicé los hallazgos que hizo mientras trabajaba en el
Departamento de Control de Calidad de las destilerias Guiness en Du-
blin bajo el seudénimo de student y de ahi el nombre de la distribucion.

Para obtener la funcién de esta distribucion, Gosset supuso que las
muestras eran tomadas de una poblacién normal. Sin embargo, pudo
demostrarse que aun cuando la poblacién no es normal, si la distribu-
cién tiene forma acampanada, sigue proporcionando valores que se
aproximan bastante a la ¢-student.

La distribucion t-student surge como el cociente de variables aleatorias
independientes: en el numerador una normal estandar (Z), y en el

denominador la raiz cuadrada de una chi-cuadrado dividida entre sus
grados de libertad (v). Esto es:

(1.5)

De donde:

(1.6)

(1.7)

8 La principal aplicacién de la distribucién t-student radica en hacer
inferencia para una media y diferencia de medias cuando el tamafo de la
muestra es pequefio, se desconoce la varianza poblacional y se supone que
la poblacidn de donde proviene la muestra sigue una distribucién normal
o aproximadamente normal. En el capitulo cuatro se verdn con mayor
detenimiento las aplicaciones de esta distribucion.
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Ademas, Zy U son variables aleatorias independientes.

Por otro lado, se dice que una variable aleatoria sigue una distribucién
t-student con u grados de libertad si su funciéon de densidad viene dada
por:

(1.8)

1.3.1 Caracteristicas de la distribucion

o La t-student es una variable aleatoria continua
o Surango de variacién es (—oo; ©0)
o Essimétrica y unimodal
o Esta definida por su tnico parametro: los grados de libertad v
o Elarea total bajo la curva es igual a uno
o La media de la distribucion es cero: E (t) = 0
o La varianza de la distribucién cuando v > 3 viene dada por:
Var(t) = L
v—2
o Suforma esla que se presenta en la figura 1.13.

—_

Figura 1.13 Forma de la distribucidn t-student
Fuente: MLB

o Existe una distribucion t diferente para cada grado de libertad (fi-
gura 1.14)
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+ A medida que se incrementan los grados de libertad, la distribucién
se aproxima a la normal (figura 1.14)

0,4 df

—_5

- = 45

o
W
|

Densidad
o
i

0,14

0,4

Figura 1.14 Aproximacion de la distribucidn t-student a la normal
Fuente: MLB

1.3.2 Uso de la tabla t-student

En la siguiente tabla se presenta una parte de los valores criticos de una
distribucion t-student. Tal como puede apreciarse, solo existen valores po-
sitivos de la distribucion, los valores negativos quedan implicitos por la
simetria de la misma con respecto al valor promedio de la distribucion.

En este sentido, en la primera columna de la tabla 1.6 se encuentran los
valores que representan los grados de libertad inherentes a las diferentes
distribuciones de probabilidades segun la t-student.

Con respecto a las filas, en la primera fila de la tabla (o) se especifican las
probabilidades ubicadas en la cola superior (figura 1.15.a) o en la cola
inferior (figura 1.15.b) de la distribucion, mientras que en la segunda
fila de la tabla (a) se especifican las probabilidades ubicadas en los dos
extremos de la distribucién (figura 1.15.c). Cada una de las probabi-
lidades presentadas en la fila 2« es la suma de ambas areas: de la cola
superior y de la cola inferior de la distribucion.
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Tabla 1.6 Valores de la distribucion t-student

04
03
0,2
0,1

0,0

4 3 2 1 0 1 2 3 4
X
a 0,4 025 01 005 0025 00125 00063 0,0025 0,0013 0,0005
Gdos de
libertad 2a 08 05 02 01 005 0025 00125 0005 00025 0,001
1 0,3249 1 30777 63138 12,706 25452 50,923 127,32 254,65 636,62

2 02887 0,8165 1,8856 292 43027 62053 88602 14,089 19,962 31,599
3 02767 0,7649 16377 23534 31824 41765 53919 74533 94649 12,924
4 02707 07407 15332 21318 27764 34954 43147 55976 6,7583 8,6103
5 02672 0,7267 1,4759 2,015 25706 31634 381 47733 56042 6,8688

6 02648 07176 1,4398 19432 24469 29687 35212 43168 49807 59588
7 02632 07111 14149 18946 23646 28412 33353 40293 45946 54079
8 02619 0,7064 13968 18585 2306 27515 3,206 3,8325 14,3335 50413
9 0,261 07027 1,383 18331 12,2622 2685 31109 13,6897 41458 4,7809
10 02602 06998 13722 18125 22281 26338 30382 13,5814 4,0045 4,5869

Fuente: MLB

Y, por dltimo, el cuerpo interno de la tabla indica el valor de la distribu-
cidn t, a partir del cual a su derecha, a su izquierda o a ambos extremos
hay un drea determinada, bien sea o 2a.

T T
Valortquedejaasu  Valort que dejaasu
derecha un 4rea « izquierda un drea a

Figura 1.15.a Valores de la Figura 1.15.a Valores de la
distribucion t con probabilidades  distribucion t con probabilidades
ubicadas a la derecha ubicadas a la derecha
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Valores t que dejan a sus extremos un drea igual a

Figura 1.15 Valores de la distribucion ¢ con probabilidades ubicadas
ambos extremos
Fuente: MLB

Ejemplo 3.1:

Dada una variable aleatoria con 8 grados de libertad, hallar el valor f que
deja a su izquierda un area de 0,05.

Solucion:

En la tabla 1.6 se localiza en la primera fila el valor del a (0,05 0 5 %), y
en la primera columna el valor de los grados de libertad, en este caso 8.
Luego la interseccion de ellos, - 1,8595, representa el valor ¢ de la distri-
bucidn, que deja a su izquierda un area de 0,05 (ver figura 1.16).

-1.8I595

Figura 1.16 Distribucion t con 8 g.l. y drea izquierda de 0,05
Fuente: MLB



30 ( Manual de inferencia estadistica

Tabla 1.7 Muestra de valores de la distribucidn t-student

« 0,4 0,25 0,1 0,05
Gdos de
Ubertad | 2 0,8 0,5 0,2 0,1
1 0,3249 1 30777  6,3138
2 02887 08165 18856 2,92
3 02767 07649 16377 23534
4 02707 07407 15332 21318
5 02672 07267 14759 2,015
6 02648 07176 14398 19432
7 02632 07111 14149 18946
8 02619 07064 13968 18595
9 0,261 0,7027 1,383 1,8331
Fuente: MLB
Ejemplo 3.2:

Dada una variable aleatoria con 8 grados de libertad, hallar el valor ¢ que
deja a su derecha un area de 0,05.

Solucion:

En la tabla 1.6 se localiza en la primera fila el valor del a (0,05 0 5 %), y
en la primera columna el valor de los grados de libertad, en este caso 9.
Luego la interseccion de ellos, 1,8595, representa el valor ¢ de la distribu-
cion, que deja a su derecha un area de 0,05 (ver figura 1.17).

-1.8595

Figura 1.17 Distribucion t con 8 g.l. y &rea derecha de 0,05
Fuente: MLB
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Ejemplo 3.3:

Dada una variable aleatoria con 9 grados de libertad, hallar el valor f que
deja a ambos lados un area de 0,05.

Solucion:

En la tabla 1.6 se localiza en la primera fila el valor del 2a (0,05 0 5 %),
y en la primera columna el valor de los grados de libertad, en este caso
9. Luego la interseccion de ellos, 2,2622, representa el valor ¢ de la distri-
bucidn, que deja a ambos lados un area de 0,05.

/2=0,025 a/2=0,025

-2,2622 2,2622

Figura 1.18 Distribucién t con 9 g.l. y drea derecha e izquierda de 0,05
Fuente: MLB

1.4 Distribucion F*

Esta distribucion recibe su nombre en honor a R. A. Fisher (1890-1962).
Fisher era matematico y bidlogo, y fue la primera persona que utilizd
los métodos estadisticos para el disefio de experimentos en el aiio 1919.

Fisher desarroll6 técnicas que permiten obtener mayor informacion sig-
nificativa a partir de muestras mas pequenas e inici6 el principio de la
aleatoriedad y la técnica del analisis de la varianza.

4 Son varias las aplicaciones que tiene la distribucidn F, entre las que destacan
la inferencia para el cociente de varianzas y la comparacién de dos medias
poblacionales simultaneamente a través del analisis de la varianza. En el
capitulo seis se veran con mayor detenimiento.
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La distribucién F surge como el cociente de variables aleatorias inde-
pendientes chi-cuadrado divididas entre sus respectivos grados de li-

(X_i) ~Fupy  (19)

Uy

F =

De donde:
xi~x* (1) y X3 ~x%(v2)
Ademés X1 y X3 son independientes.

La funcién de densidad de una variable aleatoria que sigue una distribu-
cion F con v; y v, grados de libertad viene dada por:

_(u1+u2

.(ﬁ)uvz a1 (1 + v—1x> ’ si x>0 (1.10)

v, v,

(%) = —F <"
i - (
En caso contrario, f,(x) =0

1.4.1 Caracteristicas de la distribucion

o Ladistribucion F es una variable aleatoria continua

o Surango de variacién es (0; o)

o Esasimétrica positiva cuando v, + v, son pequefos

o Esta definida por s tnicos parametros: los grados de libertad del
numerador y del denominador (v,y v,), respectivamente

o Elarea total bajo la curva es igual a uno

o Lamedia de la distribucion estd definida cuando el nimero de
grados de libertad del denominador v, es mayor a 2 cero:

Uz
E(t) = ” 5 (1.11)

2
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« Lavarianza de la distribucién cuando v, > 4 viene dada por:

202(v, + v, —2)
V(v —2)(v, — 4)

Var(t) = (1.12)

« Suforma se presenta en la figura 1.19.

Figura 1.19 Forma de la distribuciéon F
Fuente: MLB

« Existe una distribucién F diferente para cada grado de libertad

« A medida que se incrementan los grados de libertad, la distribucién
se aproxima a la distribucion normal, tal como se muestra en la fi-
gura 1.20.

0,84
0,7
0,67
0,57
0,4
0,3
0,2

0,17

0,0

o

Figura 1.20 Distribucion F para distintos grados de libertad
Fuente: MLB
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1.4.2 Uso de latabla F

En la tabla 1.8 se presenta una parte de los valores criticos de una distri-
bucidn F. Se aprecia que solo existen valores positivos de la distribucion,
ya que el rango es entre cero e infinito.

Tabla 1.8 Valores de la distribucién F (a = 0,05)

[

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1| 161,448 198,500 215,707 224,583 230,162 233986 236,768 238,883 240,543 241,882
2| 18513 19,000 19,164 19,247 19,296 19,330 19,353 19,371 19,385 19,396
3| 10,128 9,552 9,277 9,117 9,013 8,941 8,887 8,845 8,812 8,786
4| 7,709 6,944 6,591 6,388 6,256 6,163 6,094 6,041 5,999 5964
5| 6,608 5,786 5,409 5192 5,050 4,950 4,876 4,818 4,772 4,735
6| 5987 5143 4,757 4,534 4,387 4,284 4,207 4,147 4,099 4,080
7| 5591 4,737 4,347 4,120 3,972 3,866 3,787 3,726 3,677 3,637
8| 5318 4,459 4,066 3,838 3,687 3,581 3,500 3,438 3,388 3,347
9| 5117 4,256 3,863 3,633 3,482 3,374 3,293 3,230 3,179 3,137
10| 4,965 4,103 3,708 3,478 3,326 3,217 3,135 3,072 3,020 2,978
11| 4844 3,982 3,587 3,357 3,204 3,095 3,012 2,948 2,896 2,854
12| 4,747 3,885 3,490 3,259 3,106 2,996 2,913 2,849 2,796 2,753
13| 4,667 3,806 3,411 3,179 3,025 2,915 2,832 2,767 2,714 2,671
14| 4,600 3,739 3,344 3,112 2,958 2,848 2,764 2,699 2,646 2,602
15| 4,543 3,682 3,287 3,056 2,901 2,790 2,707 2,641 2,588 2,544
16| 4,494 3,634 3,239 3,007 2,852 2,741 2,657 2,591 2,538 2,494

Fuente: MLB

Hay diferentes tablas F segtn el nivel de significacion que se esté estu-
diando. Para ilustrar se tomd en cuenta la probabilidad de rechazar la
hipoétesis nula cierta mas comun entre todos, que es 005.

En este sentido, se tienen en la primera fila los grados de libertad del
numerador (v;) y en la primera columna los grados de libertad del de-
nominador (v5).

La tabla 1.8, contiene los valores de una variable que se distribuye segin
una F tal que a su derecha se encuentra un area igual a alfa (a); estos va-
lores se denotan por . El subindice consta del valor de a que se refiere al
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porcentaje dejado en la cola derecha de la distribucidn, (v1) alos grados
de libertad del numerador y (v;)a los grados de libertad del denomina-
dor (ver figura 1.21).

0,87
0,77

0,64

0,31
0,2 o

0,1

0,0 T T T T T T

F(U1iU2;“)

Figura 1.21 Distribucion F con (v1) y (v,) grados de libertad
Fuente: MLB

Ejemplo 4.1:

Dada una variable aleatoria que sigue un comportamiento F, con 6 y 15
grados de libertad para el numerador y denominador respectivamente,
hallar el valor F que deja un area de 5 % a su derecha.

Solucién:

En la tabla 1.8, que es la correspondiente a un nivel de significacion de
0,05, se localiza en la primera fila el valor del grado de libertad del nu-
merador, que en este caso es 6, y en la primera columna los grados de
libertad del denominador, 15. Luego la interseccion de estos dos valores,
2,79, representa el valor F de la distribucion, que a la derecha un area de
0,05 (ver figura 1.22).
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0,81
0,7
0,61
0,5
0,41
0,31
0,2

0,19

0,0 T T !

F6;15:0,05) = 2,79 [l

Figura 1.22 Distribucion F con 6 y 15 grados de libertad cola derecha
Fuente: MLB

Tabla 1.9 Muestra de valores de la distribucion

F (a=0,05)
1 2 3 4 5 6
1| 161448 199500 215707 224583 230162 233,986
2| 18513 19000 19164 19247 19296 19,330
3| 10128 9552 9277 9117 9013 894l
4| 7709 694 6591 6388 6256 6,163
5| 6608 5786 5409 5192 5050 4950
6| 5987 5143 4757 4534 4387 4284
7| 5591 4737 4347 4120 3972 3866
8| 5318 4459 4066 3838 3687 3581
9| 5117 4256 3863 3633 3482 3,374
10| 4965 4103 3708 3478 3326 3217
11| 4844 3982 3587 3357 3204 3095
12| 4747 3885 3490 3259 3106 2996
13| 4867 3806 3411 3179 3025 2915
14| 4600 3733 3344 3112 2958 2848
15| 4543 3682 3287 305 2,901
Ejemplo 4.2:

Dada una variable aleatoria que sigue un comportamiento F, con 3y 8
grados de libertad para el numerador y denominador respectivamente,
hallar el valor F que deja a su izquierda un area de 5 %.

Solucion:
En este caso no se puede usar directamente la tabla 1.8 con v;=3 y v,=8,
pues se trata de una tabla que toma en cuenta solamente valores que de-
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jan a su derecha un area determinada y cuyos valores posibles son: 0,01,
0,05, 0,025 y 0,10. Por otro lado, tampoco es posible ir a la tabla con la
probabilidad de 1-a que deje a su derecha, porque no se tiene la tabla
con dicha probabilidad.

En este sentido, para obtener el valor F correspondiente a la cola izquier-
da se utiliza la propiedad reciproca de la distribucion F, que consiste en
invertir los grados de libertad del numerador por el del denominador y
viceversa, y calcular el reciproco del mismo. Esto es:

1 (1.13)

Feota izquierda (vy;vg;@) — F
cola derecha (v;v1;a)

Por lo tanto, para el caso que se requiere una Feoiq izquierda (3;8;0.05)
se intercambian los grados de libertad, o014 dgerecha (8;3;0.05) Y S€ saca
el reciproco:

1

= 0.1125

F . . — —
cola izquierda (3;8;0.05)
Fcola derecha (8;3;0.05) 8.845

Figura 1.23 Distribucion F con 3 y 8 grados de libertad cola izquierda
Fuente: MLB
Ejemplo 4.3:

Dada una variable aleatoria que sigue un comportamiento F, con 3y 8
grados de libertad, hallar el valor F que deja un éarea total del 10 % en
ambos extremos.
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Solucion:

Tal como se dijo en el ejemplo 4.2, las tablas utilizadas no proporcionan
los valores de la distribucion F para cola izquierda; en ese sentido, se de-
ben intercambiar los grados de libertad y sacar el inverso. Por otro lado,
se debe dividir el area que se esta utilizando entre dos (ver figura 1.24).

Fcola derecha (3;8;005) — 4.066

1

i
Fcola izquierda (3;8;0.05) — F = 8.845 =0.1125 1
cola derecha (8;3;0.05) .

0,81

0,79

0,64

0,51

0,41

0,37

0,24

0,17 1-a=090

o=0,05
0’0 T T T 1 L
0,1125 4,066

Figura 1.24 Distribucion F con 3 y 8 grados de libertad dos colas
Fuente: MLB
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Ejercicios

1. Dada una variable aleatoria ¢-student con 15 grados de libertad, ha-
llar el valor ¢ que deja a la izquierda un drea de 0,10.

2. Dada una variable aleatoria chi-cuadrado con 22 grados de libertad,
hallar el valor chi que deja a ambos lados un area de 0,05.

3. Dada una variable aleatoria que sigue una distribuciéon F, con 6 y
21 grados de libertad para el numerador y denominador respectiva-
mente, hallar el valor F que deja a la derecha un area de 0,01.

4. Dada una variable aleatoria ¢-student con 18 grados de libertad, ha-
llar el valor ¢ que deja a la derecha un area de 0,01.

5. Dada una variable aleatoria con distribucion chi-cuadrado de 6 gra-
dos de libertad, hallar el valor chi que deja al lado izquierdo un area
de 0,125.

6. Dada una variable aleatoria normal estandar, cual sera la probabi-
lidad de:

i. Pr(-0,59 < Z < -0,24)
ii. Pr(Z <2,35)
iii. Pr(Z > -1,34)
7. Investigue como obtener los valores de los ejercicios 1 al 6

utilizando Excel. Verifique los resultados.
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DISTRIBUCION
EN EL MUESTREO

2.1 Poblacion y muestra

El desarrollo de la inferencia estadistica se basa en tres conceptos funda-
mentales: universo, poblacién y muestra.

Universo: un conjunto, finito o infinito, de seres vivos, elementos o co-
sas sobre las cuales estdn definidas caracteristicas o variables que inte-
resan analizar. Se puede hablar del universo de todos los jefes de hogar
de un departamento de Colombia, el universo de todos los grupos fa-
miliares de una region, el universo de los estudiantes universitarios de
un pais, etc.

Poblacion: la totalidad de mediciones que se pueden hacer de una ca-
racteristica en estudio en un lugar y momento determinado. La pobla-
cidn es finita o infinita. Se puede hablar de la poblacién constituida por
las estaturas de los jefes de hogar de una region, la poblacion de los
ingresos mensuales de los grupos familiares de una region, la poblacién
de las edades de los estudiantes universitarios del pais, etc.

Es importante resaltar que el universo esta compuesto por el conjunto
de elementos sobre los cuales se mide al menos una caracteristica, mien-
tras que la poblacion la constituyen los valores de las mediciones de esas
variables en los elementos en cuestion.

Un mismo universo puede dar origen a diferentes poblaciones. Por
ejemplo, el universo de los jefes de hogar de un departamento de
Colombia puede generar la poblacion de estatura, la poblacién de
ingresos, entre otras.



47 ( Manual de inferencia estadistica

Segtin el nimero de unidades que tenga una poblacion, se puede con-
siderar finita o infinita. Una poblacidn es finita cuando esta compuesta
de una cantidad limitada de elementos. Por ejemplo, el nimero de estu-
diantes, el nimero de obreros, etc. Una poblacién infinita es la que tiene
un numero extremadamente grande de componentes, como el conjunto
de especies que tiene el reino animal, la totalidad de los potenciales ren-
dimientos de plantas de maiz a las cuales se les aplica cierta cantidad de
un fertilizante, etc.

Muestra: un subconjunto del conjunto de elementos que constituyen la
poblacion; en otras palabras, es una parte o porcion de la poblacion de-
bidamente seleccionada con la finalidad de analizar y sacar conclusiones
sobre ciertas propiedades de la poblacion.

Siempre es deseable que la muestra represente en pequena escala a la
poblacion de la cual se extrajo la misma en cuanto a sus propiedades,
pero dado que de una misma poblacion se pueden seleccionar diferen-
tes muestras, es posible que no ocurra en la seleccionada. Este es uno de
los riesgos que se asume cuando se utilizan muestras.

2.2 Censo, muestreo y tipos de muestreo

a. Censo: al realizar cualquier estudio sobre una poblacion, puede
utilizarse una muestra o analizar todos los elementos de ella. Este
ultimo procedimiento se conoce como censo.

b. Muestreo: proceso mediante el cual se selecciona una muestra de la
poblacion. El muestreo puede ser probabilistico o no probabilistico.

Se dice que el muestreo (yla muestra) es probabilistico cuando cada uno
de los elementos de la poblacion tiene una determinada probabilidad de
formar parte de la muestra o, alternativamente, cuando cada una de las
muestras de tamaifio # que es posible seleccionar de esa poblacion tiene
una probabilidad especifica de ser elegida.

En el caso particular de que cada uno de los elementos de la poblaciéon
tengan la misma probabilidad de integrar la muestra, y que todas las
muestras de tamafo »n tengan la misma probabilidad de ser elegidas, se
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dice que el muestreo es aleatorio simple y que las muestras son mues-
tras aleatorias (simples). El muestreo probabilistico y especificamente el
aleatorio simple constituyen el soporte fundamental de la inferencia es-
tadistica. Por otro lado, en la teoria de probabilidades se utilizan mues-
tras aleatorias en el desarrollo e ilustracion de su formulacién.

El muestreo probabilistico comprende, ademas del muestreo aleatorio
simple, otros métodos, tales como el muestreo sistematico, el muestreo
estratificado, el muestreo por conglomerados, entre otros. Cada uno de
estos métodos de muestreo tienen un desarrollo teérico particular y la
aplicacion de cualquiera de ellos es conveniente realizarla con la ase-
soria de profesionales calificados de la estadistica. Para un tratamiento
detallado de los métodos de muestreo, se recomienda al lector consultar
bibliografia especializada.

El muestro no probabilistico, también llamado muestreo subjetivo o por
conveniencia, se caracteriza porque en la eleccion de los elementos de la
muestra interviene el conocimiento y la opinién de la persona que rea-
liza la seleccién. Usualmente, la muestra se selecciona de acuerdo con
la conveniencia y comodidad de la persona. En este tipo de muestreo
se ubican: muestreo por cuotas, muestreo bola de nieve, muestreo por
juicio (opinién) y muestreo sin norma (por conveniencia).

El muestreo no probabilistico es el que intuitiva o légicamente se em-
plea en la vida diaria, por ejemplo, cuando se juzga la calidad o el sabor
de una torta analizando o probando un pedacito de ella. Este tipo de
muestreo no requiere ningin conocimiento técnico especial y no tiene
ninguna utilidad para realizar inferencias estadisticas, tal como se expli-
ca a continuacidn.

2.3 Parametros y estadisticos

a. Parametros: cualquier caracteristica numérica de una poblacién
que describa alguna propiedad particular de esa poblacién.

Usualmente los parametros se denotan con letras griegas: la letra y
para la medida poblacional, 0% para la varianza, 7t para la desvia-
cion estandar poblacional y 77 o P para la proporcion poblacional.
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Si se considera la poblacion constituida por los sueldos mensuales de
los empleados de la industria petrolera del pais, son ejemplos de para-
metros de esa poblacion: el sueldo promedio mensual de la industria,
la varianza poblacional de esos sueldos, la proporciéon de empleados
cuyos sueldos estan por encima de cierto valor, etc. Y en general,
cualesquiera de las medidas descriptivas numéricas de localizacion o
variabilidad de los datos constituyen parametros poblacionales.

Se debe tener en cuenta que los parametros poblacionales son valo-
res Unicos para una poblacion determinada; es decir, no cambian al
menos que cambie la poblacion. Ademds, para determinar el valor
de un parametro es necesario conocer toda la poblacion. Sin embar-
go, dado que generalmente no se trata con toda la poblacién, sino
con una muestra de ella, entonces los parametros poblacionales son
usualmente valores desconocidos. La inferencia estadistica preten-
de justamente realizar estimaciones de los parametros poblaciona-
les sobre la base de la informacion que proporciona una muestra.

Estadisticos: de manera similar a como se hace con una poblacién,
se pueden definir indicadores numéricos asociados a una muestra,
los cuales van a reflejar propiedades de ella y a depender exclusi-
vamente de los valores o elementos de esa muestra. Estos indica-
dores se denominan estadisticos. Por ejemplo, la media aritmética
muestral, la mediana, la moda, los percentiles, el rango, la varianza,
la desviacion estandar, las proporciones y porcentajes muestrales,
entre otras. En lenguaje matematico, un estadistico es una funcién
(matematica) de los valores muestrales que no depende de ningtin
valor desconocido. Si denotamos por Xy, X5, ..., X,, una muestra
aleatoria de tamafio n proveniente de una poblacion determinada,
entonces un estadistico serd una funcién f(xy, x5, ..., X;;) que no
contenga ningun término desconocido. Las funciones que se mues-
tran a continuacion constituyen ejemplos de estadisticos:

o i.Lamedida de dispersion denominada rango:

Rgo = valor max(x;) — valor min(x;)
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e ii. La media muestral:

o iii. La mediana de la distribucion:

Med =X
=)
e iv.Elcuartil h
h.n
Qu =L+ il PR
h i fl. i

Note que las expresiones dadas en los numerales a, b, c y d solo depen-
den de los valores de la muestra. Si se considera que la media pobla-

cional, i, es desconocida, entonces la expresion A = X — 11 no es un
estadistico, ya que depende del parametro desconocido p.

Es interesante observar que cualquier medida descriptiva numérica
(media, mediana, moda, varianza, proporcidn, etc.), cuando se maneja
en el contexto de una poblacién, constituye un parametro, mientras que
si esta referida a una muestra, representa un estadistico.

Los estadisticos cumplen un papel protagénico en el proceso de inferencia esta-
distica. Por ejemplo, cuando se quiere estimar, sobre la base de una muestra, el
valor de algin parametro poblacional desconocido o tomar una decisién sobre
cualquier hipotesis o teoria que se plantee acerca del valor de ese pardametro,
habra que utilizar procedimientos y metodologias basados en estadisticos.

5 Ecuacion del cuartil cuando los datos estan agrupados en distribucion de
frecuencias: h indica el cuartil solicitado, F; es la frecuencia acumulada
hasta la clase anterior al cuartil, f; es la frecuencia absoluta de la clase
donde se encuentra el cuartil y C; es la amplitud de dicha clase.
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2.4 Distribucion muestral de un estadistico

Observe que un estadistico es una funcidén que hace corresponder a
cada muestra de tamafio n, que sea posible seleccionar de la poblacion,
un unico nimero real, el cual representa el valor que toma el estadistico
en esa muestra. En consecuencia, un estadistico puede tomar diferentes
valores dependiendo de cudl sea la muestra que le corresponda.

Ejemplo 2.1:

Considere una poblacion ficticia constituida por los afios de servicio de
tres empleados de una compaiia A {2; 4; 6} y seleccione una muestra
aleatoria de tamafio n=2 con reposicion y en la cual el orden en que
aparecen los elementos se utiliza como criterio de diferenciacion de las
muestras, esto es, la muestra {2,4} es diferente de la muestra {4,2}.

Si se denota la muestra por {x1, x2} y se considera la media aritmética
oYX ~ o . . .z
% ===~ de los afos de servicio de cada muestra, se tiene que esa funcién

n

(X) es un estadistico, ya que solo depende de los valores muestrales, tal
como se muestra en la tabla 2.1.

Tabla 2.1 Muestras de tamafo 2 y sus respectivos promedios muestrales

Muestras posibles Media muestral (X)
{2:2}
{2:4}
{26}
{42}
{44}
{4.6}
{6:2]
(6;4]
{6;6}

o |01 | O DWW N

Fuente: MLB

En virtud de que un estadistico asigna un unico numero real a cada mues-
tra y que cada muestra es un posible resultado del experimento aleato-
rio que consiste en seleccionar una muestra aleatoria de una poblacidn,
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entonces se concluye que todo estadistico es una variable aleatoria y, en
consecuencia, tendra una determinada distribucion de probabilidad.

Se denomina distribucién muestral de un estadistico a la distribucion de
probabilidad que sigue ese estadistico.

La distribucion de un estadistico puede ser de tipo discreto o continuo.
Ademas contara con todos los elementos que caracterizan a cualquier dis-
tribucién de probabilidad, como, por ejemplo, media o esperanza, varian-
za, desviacion estandar, forma de la distribucion, asimetria, etc. En con-
secuencia, se puede hablar de la distribucién de probabilidad de la media
muestral (X), de la distribucién de probabilidad de la varianza muestral
S?, dela distribucién de probabilidad de la proporcién muestral p, etc., asi
como también de la media, varianza y desviacion estandar de esas distri-
buciones o de esos estadisticos. A la desviacion estandar de un estadistico
también se acostumbra denominarla error estdandar del estadistico.

El valor esperado o promedio de la media muestral (X) se denota como
E(X) o Ux; su varianza, Var(X) o 0'(2)?), y su error estdndar, DE(X) 0 0%,y
estan representados respectivamente por:

a. E()?):u)?:Z)?P(X':X) 2.1)

b VD =02=) K-u)ixbr(F=5) (2

n
¢ DE(X) = o = Z(X _u)xPr(X=%)  (23)
i=1
A continuacion, se ilustrard mediante un ejemplo un caso sencillo de la
distribuciéon muestral de la media aritmética.
Ejemplo 2.2:

Hallar la distribucion de probabilidad muestral de la media aritmética
para el ejemplo 1, es decir, obtener todos los posibles valores que asume
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la variable aleatoria (X) , acompanada por sus respectivas probabilida-
des:Pr (X = x).

En este caso, (X) solo puede tomar un nimero finito de valores y, en con-
secuencia, su distribucion de probabilidad sera de tipo discreta.

En cuanto a los valores de todas las muestras posibles de tamafio n = 2
de la tabla 2.1, se observa que el estadistico (X) puede tomar los valores
2,3,4,5y6. Tomando en cuenta que las muestras son aleatorias y cada
una con la misma probabilidad de ser seleccionada, se tiene que las co-
rrespondientes probabilidades para los valores de (X) son:

e Pr(X=2)=pr({2;2) =1/9

e« Pr(X=3)=pPr({2;4}{4,2)) =2/9

o Pr(X =4)="Pr({2;6};{4;4};{6;2}) =3/9
o Pr(X =5)=Pr({4;6}{6;4}) = 2/9

« Pr(X=6)=Pr({6;6}) =1/9

Por lo que la distribucién muestral de (X) para este ejemplo viene dado
por:

x|

O =N
O N|w
O W
O N[
oin|on

PX =X ‘
De esta manera, utilizando las ecuaciones (2.1), (2.2) y (2.3), la espe-

ranza matematica (E(X)) la varianza (V (X)) y la desviacién estindar
(DE(X)) de esta distribucién son:

o bW ==Y rr@=0-2()+3(E)+ 4Q)+ 5(2)s(D) -4

b. V(X) =02 =i()?—/1x)2><Pr X =% (2-4)x (%) + (3—4)x (é) n

(4 — 4% (%) + (5 —4)%x (é) +(6 - 4)?x (%) - gz

¢, DEG) = oz = [T, (R — pexPr(F =) = \[g — 01047
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2.5 Distribucion de la media muestral

Una de las acciones mas comunes cuando se hace un analisis de tipo
estadistico es realizar inferencias acerca de la media p de una poblacién.
Estas inferencias se basan en el estadistico media muestral X, lo cual
debe resultar un hecho natural y légico. Es por esto que se debe investi-
gar sobre la distribucion muestral de este estadistico, incluyendo forma
o tipo de su distribucion de probabilidad y algunas de sus caracteristi-
cas, como la media y la varianza.

Antes de considerar la forma que debe seguir la distribucién de proba-
bilidad de la media muestral X, se debe destacar un resultado sustancial
acerca de la esperanza y la varianza de este estadistico.

Considérese el estadistico X, basado en una muestra aleatoria de tamario
n, la cual se denota como X4, X5, ..., X, , donde X; tiene la misma distri-
bucién de probabilidad de la poblacion. Entonces se cumple que:

E(x)) =E(xy)) = =E(x,) = p
Var(x,) = Var(x,) = - = Var(x,) = o2

Tomando en cuenta que:
X1, Xy ey Xp

>
1]

n

Se pueden usar las propiedades del valor esperado y de la varianza para
obtener:

2 E(X) = %E(Xl X, et X)) = %[E(Xl) b ECL) 4+ )]

1 nu
— - + +...+ —_—
n(u n ) H

b. Var(X) = Var(X, + X, + —+ X,) = = [Var(X,)) + Var(X,) + -+
n n
2

2
Var(X,)] = n—lz (6> + 0%+ 0% = % = %
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Dada una poblacién cualquiera con media y y varianza 0% la media,
la varianza y el error estandar del estadistico media muestral (X) son
2

_ o o
E(X) = p, Var = — y DE = —= respectivamente.
(%) = var =2y DE == resp

Ejemplo 2.3:

Volviendo al ejemplo 2.1 (una poblacién ficticia constituida por los afios
de servicio de tres empleados de una compania A {2; 4; 6}), la mediay la
varianza de esa poblacién son:

?=1Xi_(2+4+6)_4
N 3 B

e & _@-' (-1 (6-4) _8
G_ZN ~T3 T3 T3 73

Ahora bien, de este ultimo resultado se pueden conocer directamente los
valores de la media y de la varianza de la media de la muestra. Esto es,

¢ 2 _()_s
EM) =p=4yoi="1="C=7

que fueron los valores obtenidos en el ejemplo 2.2.

2.6 Tipos de distribucion de la media
muestral (X)

Una vez conocidas la media y la varianza de X , se puede determinar el
tipo o la forma de la correspondiente distribucion de probabilidad. En
ese sentido, se van a presentar dos situaciones:

a. Cuando la poblacién de la cual se selecciona la muestra sigue una
distribucién normal

b. Cuando la poblacién de la cual se selecciona la muestra no tiene una
distribucién normal
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Con respecto al punto a, se obtiene el siguiente resultado:

Cuando la poblacién de origen sigue una distribuciéon normal con me-
dia p y varianza 62, el estadistico X, basado en una muestra de tamafio
2

. ‘il s : . %
n, sigue una distribucién normal con media ¢ y varianza —

Esta afirmacion permite concluir automaticamente que la forma de la
distribucion de X es normal cuando la poblacién de la cual se muestrea
es normal.

Ejemplo 2.4:

Calcular la probabilidad de que la edad promedio de una muestra alea-
toria de 15 trabajadores de una compaiiia esté comprendida entre 40 y
45 afios, sabiendo que la edad de todos los trabajadores sigue una dis-
tribuciéon aproximadamente normal con media 38 afos y desviacion
estandar de 3,4 afos.

Solucién:
En primer lugar, se debe definir la variable aleatoria:
X : edad promedio de los trabajadores

Se sabe que:

a. E(X)=38
b. DE (X)=3,4/V15=0,88

Por otra parte, dado que la poblacion es normal, entonces X también
sigue una distribucién normal con parametros N (38;0.88).

En consecuencia, usando la tabla I del apéndice A tenemos:

(40—38<X—38<45—38
"(To88 “~T088 " o0s8
Pr(40 < X < 45)= Pr(Z < 7,95) — Pr(Z < 2,27) = 1 — 0,9884 = 0,116

) = Pr (224 < Z < 7,95)

6 Meyer, 1973:259.
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Respecto al segundo caso, cuando la poblaciéon no es normal, la distri-
bucién de X dependera del tipo de distribucion de la poblacién y ha-
bra que obtenerla utilizando célculos estadisticos apropiados, los cuales
pueden resultar muy sencillos o con cierto grado de complejidad.

Adicionalmente, existe un caso muy particular en el cual se puede ob-
tener de manera aproximada el tipo de distribucion de probabilidad de
X. Este caso no depende de la forma que tenga la distribucion de la po-
blacién, sino mas bien de la magnitud del tamafo de la muestra. Y es
tratado a través de uno de los teoremas mas importantes que existe en
el campo de la estadistica, conocido como el teorema central del limite.

2.7 Teorema del limite central (TCL)

La distribucién de probabilidad del estadistico X, basada en una mues-

tra aleatoria de tamafio #n, de una poblacién cualquiera con media y
2

. . . . g
y varianza 0 es aproximadamente normal con media y y varianza Z_
~ . n
cuando el tamaio de # es suficientemente grande’.

En relacion con este teorema, es razonable comentar que:

a. Suimportancia radica en que proporciona la distribucion de proba-
bilidad aproximada de X independientemente de cual sea la distri-
bucion de la poblacion. Ya sea una distribucion discreta o continua,
simétrica o asimétrica, la distribucién de X sera aproximadamente
normal para un valor grande de la muestra n.

b. Evidentemente el TCL tiene aplicacion cuando no se conoce la dis-
tribucién poblacional o cuando se sabe que no es normal. Cuando
la poblacién no es normal, sea n grande o pequeno, la distribucién
de X es normal y exacta.

c. Observe que la distribucion de la media muestral siempre presenta-
rd menos variabilidad que la distribucion poblacional, debido a que
la varianza poblacional va dividida entre el tamafio de la muestra.

d. EITCL es de gran utilidad en problemas de inferencia estadistica
cuando se desconocen los valores de p o o y solo se dispone de

7 Moore, 1995:304.
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una muestra en la cual se pueden calcular X y otros estadisticos,
con los que se hardn estimaciones apropiadas de los parametros
desconocidos.

e. En cuanto a la aplicacion del TCL en casos reales, es necesario di-
lucidar qué se entiende por un tamafo de muestra “suficientemen-
te grande”. Es claro que mientras menos se parezca la distribucion
poblacional a la distribuciéon normal, mayor tendra que ser el valor
de n para que la aproximacion sea buena. Se ha aceptado satisfacto-
riamente un n > 30 para la aplicacién del teorema.

Ejemplo 2.5:

Se sabe que la temperatura de enfriamiento de las neveras de cierta mar-
ca de una compania determinada es de -3 °C, con una varianza de 5,2
°C2 Si se tiene una muestra aleatoria de 40 neveras, cual es la probabi-
lidad de que:

a. j;Lanevera tenga una temperatura de enfriamiento promedio supe-
rior a -2 °C?

b. ;La nevera tenga una temperatura de enfriamiento promedio me-
nor a -1,5 °C?

Solucién:

En este caso, la media de la poblacién es -3 °C y la varianza es 5,2 °C%
Por lo tanto, la desviacion estandar, que es la raiz de la varianza, es 2,28
°C. En vista de que el tamafo de la muestra es grande, se puede emplear
el TCL. Asi, la temperatura de enfriamiento promedio de las neveras de
la muestra se distribuye aproximadamente normal, con media y desvia-
cidén estandar dadas por:

2,28

o
= _30 ;= —=——=0,361
n=-8Cyox=m==s

Por lo tanto,

a. Pr(X>-2)=1-Pr (X<-2)=1-Pr g% < __2—3(6—13))
=1-Pr(Z<277)=1-0,9972 = 0,0028 * ,

X-u

b. Pr(X<-15)=Pr (-7
9x

-1,5—(-3)
0,361

< ) = Pr(Z < 4,15) = 0,99998
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Se utilizo la férmula del error estindar de la media muestral, x como
el cociente entre la desviacion estandar de la muestra y la raiz del tama-
no de la misma, (i) Cabe destacar que esta ecuacion se usa cuando
se considera que lanpoblaci(')n es infinita o cuando, a pesar de que la
poblacién es finita, el muestreo se realiza con reposicion. Ahora bien, si
el muestreo que se esta realizando es sin reposicion, la férmula para el
error estandar de la media viene dado por:

o N—n
ox = —

7| a=1] e

Donde:
0 = desviacion estandar poblacional

N= tamaiio de la poblacion
n = tamano de la muestra

N-—-n

El término |-—7 se conoce como factor de correccién para poblacion
finita (fcf) y'se utilizara para calcular la desviacion estandar de la media
muestral cuando la poblacion sea finita y el tamafo de la muestra no sea
pequeiio en relaciéon con el tamafo de la poblacion %> 0,05) (. En los
demas casos se usard ox = 7=

e

2.8 Distribucion de la proporcion
muestral (X)

Muchas veces se puede estar interesado en investigar otras caracteristi-
cas de una poblacidn que no sea necesariamente la media de la misma.
Por ejemplo, se quisiera conocer la proporcidn de piezas defectuosas de
un proceso de produccion o la proporcién de personas que estan a favor
de cierto candidato en las proximas elecciones; en estos casos, la distri-
bucién muestral de proporciones es la mas adecuada.

La proporcién no es mas que un promedio resultante de una variable
que toma 2 posibles valores: 0 (ausencia de la caracteristica de interés) y
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1 (presencia de la caracteristica de interés). Es decir que X representa la
proporcidn de éxitos en una muestra y constituye un estadistico deno-
minado proporcién muestral, representado por p.

Para un tamano de muestra grande, se puede aplicar el TCL y obtener la
distribucién de probabilidad del estadistico proporciéon muestral (p). En
este caso, p sigue una distribucion aproximadamente normal con media
Py varianza P(1 — P); es decir,

n

p~N(E® =P;V() =@)

Y, por lo tanto,

p—P

s e

Se debe tener presente que ademas de la condicién de que # sea grande,
es necesario que P no esté muy cercano a 0 nia 1 para que la aproxima-
cion sea buena.

Ejemplo 2.6:

Si se sabe que el 25 % de los automdviles de una regién no esta en con-
diciones adecuadas para circular publicamente, calcular la probabili-
dad de que en una muestra aleatoria de 200 automoviles, la proporcién
muestral de automdviles en malas condiciones sea superior a 0,30.

Solucion:
Se tiene:

p = la proporcién de automéviles en la muestra que estan en malas con-
diciones

n =200

P=0,25

Pr(p > 0,30) =2
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En virtud de que n = 200 es lo suficientemente grande, al aplicar el teo-
rema del limite central se obtiene que:

p~N(P =0,25;V(p) = 0,0009375)

Luego,

0,30 —-10,25

Pr(p > 0,30) = Pr(Z > 0.0306

) = Pr(Z > 1,63) = 0,0516
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Ejercicios:

1.

Dada una poblacién de N = 110 elementos con una media igual a
24 y una varianza igual a 36, se seleccionan 3 muestras aleatorias sin
reposicion de tamafio n =9, n = 36 y n = 64, respectivamente.

o Calcule el error estandar de la media muestral para cada una
de esas muestras. Compare el valor del error estindar muestral
para cada una de las muestras. ;Qué concluye?

+ Responda nuevamente la pregunta anterior, pero asumiendo
que las muestras se seleccionan con reposicion.

o Sobre la base de los resultados obtenidos en (a) y (b), ;qué con-
clusiones saca?

Considere una poblacién de tamafo N = 980 y desviacion estandar

igual a 8,2. Calcule el error estandar de la media para una muestra

de tamafno n = 12.

« Sin utilizar el factor de correccién para poblacién finita (fcf).

o Utilizando el factor de correccion para la poblacion finita.

o Comparando los valores obtenidos, ;qué concluye acerca del
error estandar de la media en relacion con los tamanos n y N?

El nimero de accidentes de trabajo que ocurre en un dia en una in-
dustria metalmecdnica es una variable aleatoria X cuya distribucion
de probabilidad es:

X | o 1 2 3
P(X=x)| 05 03 0,15 0,05

« Calcule el nimero promedio de accidentes diarios y su varianza.

o Obtenga la distribucion de probabilidad, con su correspondien-
te media y varianza, del nimero promedio de accidentes X en
una muestra aleatoria de 64 dias.

o Calcule la probabilidad de que el promedio de accidentes dia-
rios en los 64 dias sea mayor que 1.

Se ha establecido que el consumo por persona de los clientes de
un bar es una variable aleatoria que sigue una distribucién normal
con media igual a 1.800 unidades y desviacidn estandar igual a 400
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unidades. Sea X el consumo promedio por persona en una muestra

aleatoria de 12 clientes.

o Determine la distribucion de probabilidad de X.

o Esta distribucidn de X, ;es exacta o aproximada?

o Calcule la probabilidad de que el consumo promedio de los
clientes sea superior a 2.000 unidades.

5. El tiempo promedio de duracién de las llamadas telefénicas de los
empleados de un hotel es de 3,5 minutos, con una desviacién estan-
dar de 1,2 minutos. Con la finalidad de establecer algunos mecanis-
mos de control, el gerente decide medir la duracién de 40 llamadas
elegidas al azar.

o Obtener la probabilidad de que la duracién promedio de las lla-
madas de la muestra sobrepase los 3,6 minutos.

o Si efectivamente ocurre que el promedio de duracién de las
llamadas es de 3,62 minutos, ;debe preocuparse el gerente por
cuanto los empleados estan hablando mas tiempo promedio
por teléfono?

6. Sabiendo que la varianza de las estaturas (en centimetros) de los
alumnos del ultimo afno de un liceo es 6 = 70,56, calcule la proba-
bilidad de que la estatura promedio de una muestra aleatoria de 36
alumnos difiera en mas de 3 centimetros de la estatura promedio de
todos los estudiantes del dltimo afo.

3. Inferencia
estadistica
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INFERENCIA ESTADISTICA

Una vez adquiridos los conocimientos sobre las distribuciones conti-
nuas y las distribuciones muestrales en los capitulos anteriores, se co-
mienza con la inferencia estadistica y las diferentes técnicas que abarca,
como la estimacion de pardmetros y la contrastacion de hipotesis.

3.1 Inferencia estadistica

Tal como es sabido, la estadistica se divide en dos ramas fundamentales:
estadistica descriptiva y estadistica inferencial. La estadistica descriptiva
se encarga de la recoleccion, organizacion y presentacion de los datos en
cuadros o graficos, asi como también del calculo de medidas numeéricas
que permiten destacar los aspectos mds importantes de los mismos. La
estadistica inferencial, por su parte, se apoya en los resultados obtenidos
de una muestra para sacar conclusiones y tomar decisiones sobre la po-
blacién en estudio.

Poblacion

[ Muestreo 2

Muestra

Figura 3.1 Representacion grafica de la estadistica
Fuente: MLB

La estadistica inferencial se divide en dos partes principales:

a. [Estimacion de parametros poblacionales y
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b. Contrastacion de hipdtesis

Inferencia Estadistica

Estimacién Contrastacion de Hipétesis

Puntual Por intervalos

Figura 3.2 Representacion gréfica de la estadistica inferencial
Fuente: MLB

3.1.1 La estimacion de parametros poblacionales
o teoria de estimacion

Es aquella division de la inferencia estadistica que proporciona las he-
rramientas necesarias para determinar las mejores aproximaciones a
aquellos valores (parametros) desconocidos de la poblacion. Por lo tan-
to, el objetivo de la estimacion es obtener una aproximacion al verdade-
ro valor del pardmetro poblacional.

La estimacion puede ser: puntual (consiste en asignar un valor tnico
como estimacion del parametro que esté lo mas proximo posible al ver-
dadero valor, utilizando la informacién proporcionada por la muestra
aleatoria que se ha seleccionado de la poblacién) o por intervalos (usa
dos valores, entre los que pudiera estar el parametro).

3.1.2 Estimacion puntual

La estimacion puntual de un parametro poblacional © es el valor numé-
rico particular 0 de la muestra aleatoria x,, %, ... X, , que es obtenido de
un estadistico (estimador) y se denota por:

6= g8(X1,Xg, o Xp)
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La estimacion puntual se utiliza principalmente cuando se quiere conocer
un valor determinado de un parametro poblacional que no se dispone.
Ahora bien, para obtener ese valor tinico es necesario definir o construir
una funcién que dependa solamente de los valores muestrales y que al sus-
tituirlos en ella produzca el valor que estimara puntualmente al parametro.

Estadistico

Un estadistico es una funcion matematica de los valores muestrales que
no depende de ningun pardmetro desconocido. Se debe tener en cuenta
que todo estadistico es a su vez una variable aleatoria y, en consecuen-
cia, posee una distribucion de probabilidad especifica y unos elementos
que la caracterizan, tales como la media y varianza de la distribucién,
entre otras. Los estadisticos constituyen la base para realizar las estima-
ciones puntuales de los parametros.

Estimador

Un estimador de un pardmetro poblacional 0 es una funcién 0 de las
variables aleatorias X;,X; ... X, que se aproxima a 6.

6= g8(Xq,Xg, o Xp)

Se puede decir que el estimador es un estadistico cuyos valores son uti-
lizados para estimar un pardmetro cualquiera (ver tabla 3.1).

Tabla 3.1 Parametros poblacionales y sus estimadores

Parametro

poblacional Simbolo Estimador
n
_ noy
Media U 'a =KX= Zl—l i
n
1 n
Varianza a? 62 =52 =— Z(Xi - X)?
n—14
i1
X No. éxitos
Proporcion P p=p=—

n "~ No. pruebas

Fuente: MLB
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Ejemplo 3.1:

Un fabricante de bebidas refrescantes afirma que, en promedio, el volu-
men de llenado de los envases de las bebidas que produce es de al menos
300 ml. Para corroborarlo, mide el volumen de una muestra aleatoria y,
a partir de ella, infiere el resultado.

Ejemplo 3.2:

En el proceso de aceptacion de un lote de produccién, una compaiiia
recibe el lote si como maximo el porcentaje de piezas defectuosas es del
0,1 %. Para tomar la decision de rechazar el lote se basa en una muestra
aleatoria de piezas.

La calidad de la estimacién obtenida depende de la adecuada eleccion
del estimador puntual. En vista de que existe una gran variedad de es-
timadores posibles en cada situacion particular, se deben tener algunos
criterios de seleccion.

En este sentido, para seleccionar un buen estimador entre un conjunto
de posibles estimadores, los estadisticos propuestos son estudiados te-
niendo en cuenta ciertas propiedades deseables.

Propiedades deseables de un estimador

Para que sea un “buen estimador” debe cumplir, por lo menos, con las
siguientes cuatro propiedades:

Insesgado / insesgabilidad
Eficiente / eficiencia
Consistente / consistencia
Suficiente / suficiencia

a0 o

a. Insesgado/ insesgabilidad: se dice que un estimador fes insesgado
del pardmetro 6 si el promedio o valor esperado del mismo coincide
con el valor del parametro a estimar (Mood, Graybill y Boes, 1974).
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Esto es:

E@unze

En la figura 3.3 se puede apreciar claramente que es un estimador
insesgado de ya que su esperanza coincide con el valor del parame-
tro, mientras que no lo es, puesto que no cumple esta condicion.

Figura 3.3 Estimador insesgado y estimador sesgado
Fuente: MLB

En otras palabras, si se tiene un gran nimero de muestras de tama-
o n y se obtiene el valor del estimador 6(x) en cada una de ellas, se-
ria deseable que el promedio de estas estimaciones coincidiera con
el valor de 6.

A continuacion, se demuestra que la media muestral X es un estima-
dor insesgado de la media poblacional ().

Si se considera a la muestra de n observaciones como una colec-
cidn de n variables aleatorias, todas idénticamente distribuidas con
E(X;)) =u, Vi, entonces:

E(X) = E(%iXL)

i=1

= %Zn: E(X)
i=1
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1
=—-nu
n

EX) =u

b. Eficiente / eficiencia: una medida de la calidad de un estimador

para 6 no debe ser solo que su media sea el pardmetro poblacional,
sino que ademas haya una alta probabilidad de que los valores ob-
servados de A(x) sean proximos a 6 (varianza lo mas pequefa po-
sible). Por lo tanto, se dice que un estimador es eficiente cuando
presenta menor varianza.

En este sentido, tal como se muestra en la figura 3.4, si se tienen
dos estimadores insesgados 6,(x) y 6,(x) de un parametro 6 dado, se
dice que 8, (x) es un estimador mas eficiente que 8, (x) si se cumple
que Var (8,) < Var (8,) .

é\1(75)

Figura 3.4 Estimador insesgado y eficiente
Fuente: MLB

Consistente / consistencia: esta propiedad tiene que ver con el ta-
maio de la muestra, ya que muchas veces el comportamiento de un
estimador varia cuando se aumenta el tamafio de la muestra.

Se dice que un estimador es consistente cuando a medida que au-
menta el tamano de la muestra, el valor del estimador se aproxima
al verdadero valor del parametro que trata de estimar. En otras pa-
labras, se dice que @ es estimador consistente de 6 si §— 6 cuando
n — 0,



66 ( Manual de inferencia estadistica

Se debe notar que la consistencia es una propiedad que esta referida
a cualquier estimador, sea insesgado o no. Realmente, que un esti-
mador sea consistente quiere decir que al aumentar el tamano de la
muestra suficientemente (n — ), el estimador se vuelve insesgado
y su varianza tiende a cero.

Por ejemplo, la media muestral (X), la varianza muestral (52) y la
proporcién muestral (p)son estimadores consistentes de sus respec-
tivos parametros poblacionales: y1, 6%y P.

d. Suficiente/ suficiencia: se dice que un estimador es suficiente cuan-
do puede aportar toda la informaciéon que la muestra proporciona
sobre el pardmetro poblacional.

Por ejemplo, la media muestral (X) es un estimador suficiente de p
por cuanto toma en cuenta cada uno de los valores muestrales en
si mismos, mientras que la mediana muestral no es un estimador
suficiente, ya que solo toma en cuenta la magnitud de los valores
centrales y el rango o jerarquia del resto de los valores.

Una vez obtenidas las propiedades que debe tener todo estimador,
se deben tener en cuenta los siguientes comentarios al respecto:

o Enlapractica, no siempre un estimador va a camplir las propie-
dades vistas anteriormente de manera simultanea, ya que hay
factores (costos, simplicidad, tiempo, etc.) que intervienen en
el proceso de seleccién y que deben ser considerados; en esta
situacion, un estimador tedricamente mejor que otro puede ser
rechazado. A veces, por ejemplo, es preferible un estimador me-
nos eficiente en comparacién con otro, pero que resulte menos
costoso de obtener; en otros casos es preferible un estimador
suficiente y consistente a uno que sea insesgado, y hay casos en
que un estimador sesgado tiene menor varianza que otro inses-
gado y le resulta mas conveniente al investigador.

o Los estimadores puntuales que se utilizan en este curso son in-
sesgados y ademas son los mejores estimadores de sus respec-
tivos parametros: la media muestral es el mejor estimador de la
media poblacional, la proporcion muestral es el mejor estima-
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dor de la proporcion poblacional y la varianza muestral (dividi-
da entre n-1) es el mejor estimador de la varianza poblacional.

Ejemplo 3.3:

Los siguientes nimeros representan el tiempo (minutos) que tardaron
15 operarios de una determinada empresa en realizar una tarea.

34 48 28 44 25 4 33 48
29 56 52 37 3 36 28

Obtener la estimacion puntual del tiempo promedio que tardaron to-
dos los operarios de la empresa en realizar la tarea y la varianza de los
tiempos.

Solucion:
El mejor estimador puntual para la media poblacional u es la media

i

muestral X = =

El mejor estimador para la varianza poblacional o2

o L -X)° TXZ-nk?

€s

n—1 n—1

Luego:

YX; (34+48+--+3,6+28)

X==r= 151

= 3,8 min

El verdadero tiempo promedio que tardaron todos los operarios de la
empresa en realizar la tarea es de 3,8 minutos.

Por otro lado,

_ Y X?-nX? 2283 -15(38)

2
S n-1 15 -1

= 0,834 min?

Por lo tanto, X = 3,8 min y S* = 0,834 min’*son estimaciones puntuales de
Uy o respectivamente.
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Tal como se acaba de apreciar, cuando se usa la estimacién puntual es
practicamente imposible que el valor de la estimacién coincida con el
verdadero valor del parametro. Por ello, se debe buscar una manera que
permita tener informacion sobre los pardmetros que se estan estimando
con un cierto grado de confiabilidad; en este sentido, se hace uso de la
estimacion por intervalos.

3.1.3 Estimaciodn por intervalos

La estimacion de un parametro poblacional 6 mediante un intervalo
consiste en obtener un par de valores sobre los que se espera que se
encuentre el valor de 6 con un determinado nivel de certidumbre. Este
intervalo, conocido como intervalo de confianza para 6, se obtiene sobre
la base de la informacién conocida de una muestra.

Dada una muestra aleatoria simple (X;; X,; ...; X,), proveniente de una
poblacion caracterizada por un parametro 6 desconocido y el cual se
quiere estimar, un intervalo de confianza para 6 estara formado por dos
valores, digamos (Li y Ls), limites inferior y superior respectivamente,
que se obtienen de la muestra, asegurando de esta manera que exista
una alta probabilidad (1 - a) de que la misma contenga a 6.

A esta probabilidad (1 - a) se le conoce también como nivel de certeza,
certidumbre o confianza del intervalo, y es fijada previamente por el
investigador.

Formalmente, se tiene que:

Dada una muestra aleatoria simple (X;; X,;...; X,,), es un intervalo de
confianza para el parametro 8 de un (1 - a) si:

Pril;L=Pr[l;<0<L]=1-a (31])

Se debe tener claro que Li y L son variables aleatorias, por lo tanto, se
obtendran diferentes valores de Li y L; para diversas muestras. Es decir,
hay probabilidad (1 - a) de que al seleccionar la muestra, esta produzca
un intervalo que contenga el verdadero valor de 6.
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En relacién con el nivel de confianza 1 - a, es conveniente aclarar que su
interpretacion como probabilidad solo tiene sentido antes de obtener la
muestra y de calcular los valores de Li y L, ya que una vez obtenidos, no
se puede hablar de la probabilidad de que un intervalo conocido (L; Ls)
contenga al parametro 6 debido a que este no es una variable aleatoria,
sino un valor constante, pero desconocido. Calculados los valores de
(Li; Ly), el parametro estara dentro o fuera de ese intervalo, y en conse-
cuencia la probabilidad de que Li y Ls contenga a 0 sera cero o uno, pero
nunca podra ser un valor entre ellos.

Se debe observar con detenimiento que si (1 - a) representa la probabi-
lidad de que (L;; Ls) contenga a 6, entonces o representa la probabilidad
de que el intervalo no contenga a 0. Este valor a juega un papel muy
importante en la docimasia de hipoétesis y sera estudiado mads adelante.

Para calcular un intervalo de confianza para un parametro cualquiera
se parte del estimador puntual de ese parametro y se toma en cuenta su
distribucién de probabilidad y el nivel de confianza que queremos para
la estimacion. Es decir que los limites Li y L dependen de dos factores
fundamentales:

a. El estimador puntual del parametro y su correspondiente distribu-
cion de probabilidad, y
b. Elnivel de certeza 1 - a.

Al interpretar un intervalo de confianza se debe tener en cuenta que si
se obtiene un nimero muy grande de muestras aleatorias del mismo
tamano y para cada una de ellas se calcula su correspondiente intervalo
de confianza (100(1 — a) %) para 6, entonces el 100(1 — a) % de estos
intervalos va a contener el verdadero valor del parametro 6.

Para proporcionar mas detalles sobre la manera de construir un intervalo
de confianza, en las proximas secciones se van a tratar casos particulares.

Tal como se dijo anteriormente, el objetivo de la estimacion es obte-
ner una aproximacion al valor de cierto parametro de la poblacién 6,
bien sea de manera puntual (estimaciéon puntual) o con un grado de
incertidumbre a partir de un intervalo (estimaciéon por intervalos de
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confianza). Sin embargo, muchos problemas de las diferentes areas del
saber requieren que se tome alguna decision entre aceptar o rechazar
una proposicion sobre algiin parametro 6 en particular.

En esta parte del capitulo se hace referencia a la contrastacion de hipd-
tesis, y su objetivo fundamental es decidir si una afirmacién acerca de
una caracteristica de la poblacién es o no verdadera.

Por ejemplo, suponga que se tiene interés en la resistencia a la ruptura
de la fibra textil usada en la fabricacién de material para cortinas. En-
tonces la resistencia a la ruptura es una variable aleatoria que puede
describirse con una distribuciéon de probabilidad. Considere que el inte-
rés se enfoca en la media de la resistencia a la ruptura; especificamente
quiere decidirse si la media de la resistencia a la ruptura de la fibra textil
es de 100 psi o no. Si bien se hace referencia al tema en la secciéon 3.2.2.,
formalmente la conjetura anterior se puede expresar como:

Hy:p =100 psi
Hy:p # 100 psi

3.1.4 Contrastacion de hipétesis

La contrastacion de hipdtesis, también conocida como docimasia de hi-
potesis, prueba de hipotesis, test de hipdtesis, entre otras, es un proce-
dimiento estadistico basado en la evidencia de la muestra y la teoria de
la probabilidad, que permite determinar si una conjetura o afirmacién
es cierta o no.

A continuacidn, se van a dar algunos conceptos basicos de un contraste
de hipotesis.

3.1.4.1 Hipétesis estadistica

Es cualquier enunciado, afirmacién o conjetura sobre una o mas carac-

teristicas desconocidas de la poblacién. Estas pueden ser un parametro,
la distribucién de probabilidad de una poblacidn, etc.
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Debe tenerse claro que de ningtin modo se sabe con absoluta certeza la
verdad o falsedad de una hipotesis estadistica, a menos que se examine
toda la poblacion. Esto, por supuesto, no seria practico en la mayoria
de las situaciones. Por lo anterior se toma una muestra aleatoria de la
poblacién bajo estudio y se usa la informacion disponible en la misma
para proporcionar evidencias que confirmen o no la hipétesis en cuestion.

Cuando la evidencia de la muestra no es consistente con la hipdtesis
planteada, entonces se produce un rechazo de la misma; en caso contra-
rio, se conduce a su aceptacion. Asi, el objetivo primordial de la prueba
de hipdtesis es determinar si la diferencia entre un valor propuesto de
un parametro poblacional y el valor del estadistico de la muestra se debe
o no a la variabilidad del muestreo.

La hipdtesis estadistica puede ser simple (exacta) o compuesta (inexac-
ta). Una hipdtesis simple es aquella en la cual se especifica un solo valor
para el parametro. Por ejemplo, siendo 6 un pardmetro cualquiera, la
hipétesis 6 = 15 es una hipdtesis simple, de manera general H;: 6 = 6.
Una hipétesis compuesta es aquella en la que se especifica un conjunto
de valores o un rango de valores para un parametro poblacional desco-
nocido, por ejemplo p < 15, de manera general, Hy: 6 < 8,

En toda prueba de hipdtesis siempre se va a encontrar dos hipotesis que
se enfrentan: la hipotesis nula y la hipotesis alternativa.

3.1.4.2 Hipétesis nula

Se denota por H,. Es la hipotesis que se plantea para considerar si puede
ser o no rechazada; es decir, es aquella que se formula con la intencién
de determinar si puede ser rechazada.

Hay que subrayar que si la hipdtesis nula no se rechaza con base en los
datos muestrales, no es posible afirmar que sea verdadera. Para probar
sin duda alguna que la hipétesis nula es verdadera tendria que conocer-
se el parametro poblacional y, por lo general, no es posible.
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3.1.4.3 Hipétesis alternativa

Se denota por H; y se le conoce como hipétesis de investigacion. Re-
presenta la hipotesis de interés para el investigador debido a que es, ge-
neralmente, la proposicion que él desea probar. En otras palabras, es
aquella que se enfrenta o se opone a la hipdtesis nula. Aqui se expresa lo
que se presume que estd sucediendo (actualmente) y que ha cambiado
con respecto a lo que se suponia como verdadero (anteriormente).

En el contexto del contraste de hipdtesis clasico, la hipdtesis nula se con-
sidera cierta inicialmente. La tarea de persuadir de lo contrario corres-
ponde a los datos de la muestra. La “aceptacién” de una hipotesis nula
implica tan solo que los datos de la muestra no proporcionan evidencia
suficiente para rechazarla. Por otro lado, el rechazo implica que la evi-
dencia muestral la refuta.

La seleccion de hipotesis nula y alternativa no es arbitraria; por el contra-
rio, resulta crucial que sean elegidas adecuadamente. Ahora bien, ;cémo
elegir una y otra? El criterio mas conveniente es adoptar como hipdtesis
nula a aquello que se tiene como cierto o que se ha venido aceptando
hasta el momento, y tomar como hipétesis alternativa a lo que se plantea
como nuevo, aquello que se enfrenta a lo establecido, es decir, lo que se
quiere investigar y proponer como un cambio y ademas se espera que la
muestra proporcione informacién que lo respalde. Se podria decir que la
hipétesis alternativa constituye la hipétesis de trabajo o de investigacion.

Tal como se muestra en la figura 3.5, en la hipétesis nula se encuentra
la posibilidad de que el parametro poblacional 0 sea igual a un valor
especifico, 6; esto se debe a que siempre la hipdtesis nula se considera
inicialmente cierta.
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Hipotesis
Hipdtesis Nula Hipdtesis Alternativa
H, (Tn

Hy:0=6, | |

Hy:0<0,

Ho:0> 0, Unilateral Bilateral
H,:0#60,

H,:0<6, H,:0>6,

Figura 3.5 Tipos de hipdtesis
Fuente: MLB

3.1.4.4 Tipos de contraste

La forma de la hipdtesis alternativa es determinante para conducir la
prueba de hipétesis de una u otra manera. En este sentido, los contrastes
pueden ser unilaterales o bilaterales.

El contraste es unilateral o de una cola, bien sea por la derecha o por
la izquierda, cuando en la hipdtesis alternativa (H,) se establece que el
parametro es mayor o menor que el valor especificado en la hipdtesis
nula (H).

El contraste es bilateral o de dos colas cuando en la hipétesis alternativa
(H,) se especifica que el pardmetro es diferente del valor indicado en la
hipdtesis nula (Hy).

A continuacion, se muestran algunos casos que pueden presentarse:
a. Hy0=6, vss H;:0>6, — Contraste unilateral cola derecha

b. Hy0=6, Vs H;:0<6, — Contraste unilateral cola derecha
¢ Hy0=6, vs- Hy:0=6, — Contraste bilateral

Al finalizar un procedimiento de contrastacion de hipoétesis, hay que
inclinarse por una de las dos hipdtesis planteadas. Rechazar la hipédtesis
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nula (Hy) implica automdticamente aceptar la alternativa (H;); esto
quiere decir que la muestra ha proporcionado suficiente evidencia para
rechazar lo que se plantea en Hyy para respaldar lo expresado en H;

Por otro lado, aceptar (no rechazar) la hipétesis nula (Hy) no implica
que se rechaza lo establecido en la alternativa (H;), sino que la eviden-
cia proporcionada por la muestra no es lo suficientemente fuerte como
para rechazar la nula y aceptar la alternativa. Por ello, en un contraste
de hipdtesis se habla de rechazar H, (y aceptar H;) o de no rechazar Hy,
pero no se debe aceptar H,.

Es importante dejar claro que con referencia a la contrastacion de hi-
potesis, no es lo mismo no rechazar Hy que aceptar H,. Cuando se hace
un contraste de hipdtesis, las hipotesis nula y alternativa se especifican
con la intencién de que la informacion de la muestra sea concluyente en
contra de H, y apuntale vigorosamente lo establecido en H;. Cuando la
muestra da evidencias concluyentes en contra de lo que dice Hy, no se
tiene duda de rechazar H, y aceptar H;. Ahora bien, si la evidencia de
la muestra no es suficiente o convincente en contra de H,, entonces no
es que se acepta Hy, sino que simplemente no hay evidencia suficiente en
contra 'y, por lo tanto, no se rechaza. Si se acepta Hy, se dice que estamos
convencidos de que H, es verdad, y en realidad no se trata de eso en
un contraste de hipoétesis; lo que persigue un contraste de hipdtesis son
evidencias razonables en contra de H,, y si eso no se logra con la muestra,
quiere decir que o bien esas evidencias realmente no existen o, en caso
de existir, no se encuentran reflejadas en la muestra que se eligio. La
similitud entre un juicio que se le sigue a una persona y un contraste de
hipétesis permite aclarar esta situacion.

Imagine que una persona es acusada de asesinato y se le lleva a juicio.
Se sabe que toda persona se presume inocente hasta tanto se demuestre
que es culpable. Las dos hipotesis a manejar en el juicio, guardando la
similitud con el contraste de hipoétesis, serian:

Hy: La persona es inocente (no culpable)
H;: La persona es culpable
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Luego, sobre la base de las evidencias presentadas por los organismos
indicados para el caso, la policia y el acusador privado, el juez debe
tomar la decision de declarar a la persona culpable o inocente (no
culpable). En el contraste de hipdtesis las evidencias estdn representadas
por la muestra y sobre ellas se decide rechazar o no a la hipétesis nula.
Silas evidencias que se presentan en contra de la persona son definitivas
(por ejemplo, se dispone del cadaver, del arma disparada con las huellas
digitales, de testigos que declaran haber presenciado el hecho, de las
pruebas técnicas de la policia que sefialan al acusado, etc.), entonces
el juez rechaza la inocencia de la persona y la condena como culpable
del asesinato (rechaza H, y acepta H;). Por el contario, si las pruebas
presentadas no son suficientes en contra de la persona (por ejemplo,
no se presentan los testigos, no se encuentra el arma del homicida, hay
duda con las pruebas técnicas, etc.), entonces el juez no puede declarar
culpable al acusado y se le sigue considerando inocente del crimen (se
acepta Hy). Sin embargo, hay que puntualizar que aun cuando en el
lenguaje cotidiano se dice que la persona es inocente, en realidad el juez
no declara su inocencia, sino que dice que, sobre la base de las pruebas
presentadas, él no puede condenarla. Afirmar que alguien es inocente
de un asesinato es estar seguro de que esa persona no lo hizo. Es posible
que el acusado haya cometido el delito, pero si las pruebas presentadas
en el juicio no son lo suficientemente contundentes, no se le puede
declarar culpable. Se dice que la persona es no culpable (inocente) de
lo que se acusa. Este es exactamente el principio que se aplica en un
contraste de hipdtesis: se rechaza o no se rechaza H,.

3.1.4.5 Tipos de error

Al tomar una decision en un contraste de hipotesis se puede presentar
las siguientes posibilidades:

Si Hy es cierto, se puede aceptar o rechazar
Si Hy es falso, se puede aceptar o rechazar

De estas dos situaciones surgen las cuatro decisiones posibles en un
contraste de hipotesis, las cuales se presentan en la tabla 3.2, donde se
puede apreciar que dos decisiones son correctas y dos son incorrectas.



76 ( Manual de inferencia estadistica

Tabla 3.2 Posibles resultados de un contraste de hipdtesis

— Situacion de Ho
Decision .
Ho es cierta Ho es falsa

Decision incorrecta

Aceptar Ho Decision correcta (error tipo Il)

Decision incorrecta

) Decisién correcta
(error tipo )

Rechazar Ho

Fuente: MLB

Dado que se trabaja con una muestra y nunca se sabe si es cierta o falsa,
al tomar una decision existe la posibilidad de que esta sea incorrecta. Es
necesario distinguir dos tipos de errores posibles:

a. Error tipo I, que consiste en rechazar Hy, dado que es cierta

b. Error tipo II, que consiste en aceptar Hy, cuando es falsa

Se denota por a y se llama nivel de significacion a la probabilidad de
cometer el error tipo I, y por B a la probabilidad de cometer el error tipo
I1. Observe que ambas probabilidades son condicionales:

a = Pr(error tipo 1) = Pr(rechazar H, / Hyes cierta)
B = Pr(error tipo 1) = Pr(aceptar H, / Hy es falsa)

Observe que (1 - a ) es la probabilidad de tomar la decision correcta,
de aceptar H, cuando es cierta, y (1 - §) la probabilidad de decidir co-
rrectamente rechazar H, cuando es falsa. A la probabilidad (1 - ) se le
denomina potencia del contraste y representa el poder o la fortaleza que
tiene el contraste para reconocer correctamente que H, es falsa cuando
en verdad H; es cierta. Lo ideal en cualquier contraste de hipdtesis es
que tenga una potencia grande (proxima a uno), o equivalentemente,
que S sea muy pequeio cuando Hy es falsa.

Es de hacer notar que en un contraste de hipétesis, los valores de Sy de
(1 - B) solo pueden calcularse para un valor determinado del pardme-
tro dentro del rango de valores especificados para este en la hipdtesis
alternativa. Por ejemplo, en el contraste Hy'p < 15, se puede calcular la
probabilidad  asumiendo que H, es cierta y que en verdad p = 16.

p = Pr (aceptar H,/p=16)
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También puede calcularse [ para otros valores de p bajo H;. En el caso de
u=18, = Pr(aceptar Hy, / u=18).

Si se calcula la probabilidad Pr(rechazar H,/ i) para todos los posibles
valores del parametro p especificados, tanto en H, como en H, y se gra-
fican esos valores contra los correspondientes valores de u, se obtiene
una curva continua denominada curva de potencia, tal como se muestra
en la figura 3.6.

1

0 8
15
Figura 3.6 Curva de potencia para un contraste sobre p

Fuente: MLB

Para los valores de p en los cuales H, es cierta, la ordenada de la curva es
igual a la probabilidad de & de cometer error tipo I, mientras que para
aquellos valores de p donde H; es cierta, la ordenada es iguala 1 - 5.

Dado que a'y B representan las probabilidades de incurrir en decisiones
incorrectas, lo deseable es que cada una de ellas sea lo mas pequena
posible; sin embargo, a y f no son independientes entre si y tampoco lo
son del tamafio de muestra n. Se ha demostrado que para un tamao fijo
de muestra, al disminuir el valor de @ aumenta el valor de 8y viceversa.
También se cumple que al aumentar el tamafio de muestra n es posible
reducir los valores de a y . Aunque lo indicado parece ser incrementar
n para reducir a y f no olvidemos que esto se traduciria en mayores
costos, que el investigador muchas veces no puede enfrentar. Lo usual
en un contraste de hipdtesis es que se busque un equilibrio entre los
valores de @ y [ y el tamafio de muestra n. Asumiendo que el tamafio de
muestra es dado y considerando que incurrir en el error tipo I es mas
perjudicial que incurrir en el error tipo II, se acostumbra fijar o contro-
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lar a bajo un cierto nivel razonable y luego se usa aquel contraste que
producen los valores de § mas pequenios.

Fijar el nivel de a es decir, la probabilidad de rechazar H, cuando es cier-
ta, es a criterio del investigador; para ello se toma en cuenta la magnitud
o la fuerza que se desea que tenga la evidencia en contra de H, para
poder rechazarla. Si se quiere rechazar H, solamente cuando la eviden-
cia en contra de ella sea muy fuerte, entonces quiere decir que se esta
dispuesto a correr un riesgo muy pequefio de rechazar H, cuando sea
cierta y, en consecuencia, el valor de la probabilidad a debe fijarse muy
préxima a cero. Si, por el contrario, se estd dispuesto a rechazar H_ante
la mas pequena evidencia en contra de ella, entonces quiere decir que
se desea correr un riesgo grande de cometer el error de rechazar H, aun
siendo cierta, y por lo tanto a va a ser relativamente grande. Sin embar-
go, no hay que olvidar que « es la probabilidad de tomar una decisién
incorrecta y se debe tratar de que sea razonablemente pequena.

Los valores mas utilizados para @ son 0,01, 0,05y 0,10. Un valor de 0,01
significa que se estd dispuesto a correr el riesgo de rechazar (equivoca-
damente) H, cuando sea cierta en 1 de cada 100 contrastes independien-
tes que se realicen.

De manera general, con un valor de p menor de:

0,10, se tiene regular evidencia de que H, no es verdadera

0,05, se tiene fuerte evidencia de que H,, no es verdadera

0,01, se tiene muy fuerte evidencia de que Hy no es verdadera
0,001, se tiene evidencia extremadamente fuerte de que Hy no es
verdadera

A0 o

3.1.4.7 Seleccion del estadistico de contraste

Una vez establecidas las hipdtesis nulas y alternativas, y fijado el nivel de
significacion a, es necesario seleccionar un estadistico sobre el cual se va
a tomar la decision de aceptar o rechazar la hipdtesis nula. La decision so-
bre el pardmetro poblacional se basa en la informacion que proporcione la
muestra. El estadistico a seleccionar se denomina estadistico del contraste
y debe tener relacion estrecha y logica con el parametro bajo estudio.
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Por lo tanto, el estadistico de contraste es aquella funcion de las obser-
vaciones muestrales que se usa para determinar si la hipdtesis nula debe
ser rechazada o no.

3.1.4.7 Region de rechazo y region de aceptacion

El conjunto de valores del estadistico del contraste que sugiere el recha-
zo de H, constituye la denominada regioén de rechazo o region critica,
mientras que el conjunto de valores del estadistico que lleva a aceptar
H, constituye la region de aceptacion del contraste. El valor o los valores
que separan la region critica de la region de aceptacion se denominan
valores criticos, y estos siempre forman parte de la region critica. De-
pendiendo de si la hipotesis alternativa es unilateral o bilateral, se ten-
dran diferentes regiones y valores criticos. Graficamente, la figura 3.7
muestra las posibles zonas de aceptacion y de rechazo de la hipdtesis
nula para los diferentes tipos de contrastes.

Hipdtesis bilateral: ~ Hy* 6 = 0,
Hi' 0+ 0,

Zona de rechazo | Zona de aceptacion | Zona de rechazo

VCl ch
/

Hipétesis unilateral:  Hy' 8 = 6,
Hi 6< 90

Zona de rechazo | Zona de aceptacion

vC

Hipétesis unilateral: H,y' 0 = 6,
Hi' 0> 6,

Zona de aceptacion | Zona de rechazo

vC

Figura 3.7 Regiones de aceptacién y de rechazo
Fuente: MLB
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3.1.4.8 Pasos a seguir en la contrastacion de hipotesis

Al realizar una contrastacion de hipotesis se deben seguir una serie de
pasos que conlleva la toma de decision sobre una hipétesis en particular.
Los pasos a seguir son los siguientes:

j.

Identificar el pardmetro o los parametros poblacionales sobres los
cuales se va a realizar el contraste.

Establecer las hipdtesis nula H, y alternativa H; : se precisa el tipo de
hipoétesis a contrastar y si el contraste es unilateral o bilateral.

Fijar el nivel de significaciéon a.

Especificar las condiciones y establecer los supuestos necesarios
bajo los cuales se realiza el contraste.

Seleccionar el estadistico del contraste y determinar su distribuciéon
de probabilidad bajo H,.

Determinar la region de rechazo y la region de aceptacion del con-
traste. Lo anterior es equivalente a determinar los valores criticos
del contraste, los cuales, como ya se dijo, dependen de tres factores:
la distribucién de probabilidad del estadistico, el nivel de significa-
cién a y el tipo de contraste (unilateral o bilateral).

Establecer la regla de decision del contraste.

Calcular el valor estadistico del contraste sobre la base de los datos
muestrales, asumiendo que H, es cierta.

Tomar la decision estadistica acerca del contraste mediante la apli-
cacion de la regla de decision.

Expresar la decision estadistica en términos no estadisticos.

Es muy importante traducir la decision de tipo estadistico que se haya
tomado en términos del problema analizado, de tal manera que sea
comprensible para las personas desconocedoras del lenguaje estadistico.
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Ejercicios

1.

Si X es una variable aleatoria binomial®, muestre que:

s X . .
a. B =—esun estimado insesgado de b
n

_ X ++n/2

. B'= —
b n+\/ﬁ

es un estimador sesgado de p

Si X es una variable aleatoria binomial, muestre que:

a. P =X/nesun estimador de p

_ X ++n/2

b. P’ = ———— es un estimador sesgado de
n+ \/ﬁ & p

Muestra que el estimador P’ del ejercicio 2(b) se vuelve insesgado
conforme n — oo

Una variable aleatoria se distribuye hinomial si prx = x) = (Z)p"(l —p)y"F Yk €(0;1;2.;n)
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INFERENCIA ACERCA
DE LA MEDIA POBLACIONAL

En el capitulo anterior se abordaron las dos maneras de realizar inferen-
cia estadistica, la estimacion y el contraste de hipdtesis, concernientes a
los parametros de una poblacion. En este capitulo se considera la ma-
nera de hacer inferencia sobre una sola media poblacional y diferencia
de medias de dos poblaciones independientes y dependientes, asi como
también la realizacion de contraste de hipotesis acerca de las mismas.

4.1 Inferencia para una sola media
poblacional (p)

Para hacer inferencia sobre una sola media poblacional se pueden tener
diferentes escenarios dependiendo de las circunstancias que se presen-
ten, tales como:

a. Lapoblacion sea normal o no
b. La desviacion estandar poblacional o sea o no sea conocida y
c. Eltamano n de la muestra sea grande o no

En este sentido, se realizara la inferencia estadistica (estimacién por in-
tervalos y contraste de hipoétesis) para las diferentes combinaciones de
los puntos (a), (b) y (c) nombrados anteriormente.

Se debe tener en cuenta la distribuciéon (normal o t-student) que sigue la
media muestral dependiendo del escenario presentado.
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Escenario 1:

Cuando la poblacién se distribuye normal con media y, la desviacion es-
tandar poblacional o es conocida y el tamafio de la muestra 7 es grande.

En primer lugar, se debe resaltar que el mejor estimador puntual para la
media poblacional es la media muestral X

Tal como se dijo en el capitulo dos, la media muestral, X sigue una dis-
tribucién normal o aproximadamente normal con parametros media
(u) y desviacion estandar (o), es decir:

X~N (M: \%) (4.1)

En este caso, se sabe que:

G S N(O;1)  (4.2)

Vn

7 =

1. Estimacion por intervalos

Recordando que la distribucion normal es simétrica con respecto a la
media(u), y fijando el nivel de confianza en (1 - a) %, se pueden encon-
trar dos valores, -k y k, que satisfagan la relacion:

P(-k<Zh<k)=(-0% (43)

G/ﬁ

Ahora bien, dado que el cociente representado por Z sigue una distri-
bucién normal estandar y que entre -k y k hay un area de probabilidad
igual a (1 - o), entonces k es un valor de Z tal que a su derecha hay un
areaigual aa / 2y -k, es un valor de Z tal que a su izquierda hay un area
del mismo tamaiio.

En la figura 4.1 se aprecia que si se denota a k como Z,,, y a -k como
—Zy2 » se trata del mismo valor de Z, solo que de un lado tiene un valor
positivo y del otro lado es negativo.
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a/2 1-a) a/2

! !

Za/z _Z(x/z

Figura 4.1 Valores de Z,,,, y —Z,, en la distribucion N(0;1)
Fuente: MLB

En este caso, la expresion probabilistica dada en la ecuacion (4.3) que-
daria expresada en términos de Z como:

)?_
p (—z% <2 "R Za/2> —1-« (4.4)

o/vn

Al realizar operaciones algebraicas dentro del paréntesis se puede llegar
a la expresién (4.5.):

P (‘Za/z (%) <u<sX+ Zas2 (%)) (4.5)

Ahora se puede identificar:

Li= X~ Zyp (%) y Li=X+ Zyp <%> (4.6)

Cuando ya se ha tomado la muestra y se ha definido el nivel de significa-
cién o, dado que o es conocida, se puede calcular el intervalo (L;; L), el
cual constituye un intervalo de (1 - a) 100 % de confianza para la media
poblacional p.
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Resumiendo, se tiene que:

Dada una poblacion normal N(i; 6) o una poblacién no normal, pero
fijjando un tamafo de muestra n grande y siendo o conocida, un inter-
valo de confianza de (1 - o) 100 % para p viene dada por:

g

X— Zy (ﬁ) S S X+ Zyp, <\/%) (4.7)

siendo Z,, el valor correspondiente de normal estandarizada tal que a
su derecha hay un drea bajo la curva igual a/2.

Ejemplo 4.1:

Se sabe que el peso promedio de los paquetes enviados a través de una
empresa de encomiendas sigue una distribucion normal con una des-
viacion estandar de 2 libras. Si el peso promedio de 30 paquetes envia-
dos por medio de esta empresa fue de 51,3 libras, estime el peso medio
poblacional mediante un intervalo de confianza del 95 %.

Solucion:
Datos:

1,3

S QX
1l
w N Ul

0

Ademas, dado que 1 - a = 0,95, entonces =1 - 0,95 = 0,05.
a

E = 0,025 Yy Zo,ozs = 1'969

Y usando la expresion (4.7), un intervalo de confianza del 95 % para y
viene dado por:

2 2
51,3 —1,96 (—) <u<513+1,96 (—)
o) = H V30

9 Ver tabla distribucion normal anexo A.
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51,3 — 1,96 (0,365) < p < 51,3 + 1,96 (0,365)
51,3 0,716 < n < 51,3+ 0,716
50,584 < u < 52,016

Luego, la estimacion por intervalo para ¢ con un nivel de confianza del
95 % viene dado por (50,584; 52,016). En este sentido, se tiene una con-
fianza del 95 % en que el verdadero peso medio poblacional estara con-
tenido en el intervalo (50,584; 52,016) libras.

Con estos resultados se puede puntualizar lo siguiente en relaciéon con
los intervalos de confianza:

(i) En primer lugar, es necesario preguntarse: ;Qué significa tener una
confianza del 95 % de que el intervalo (50,584; 52,016) contiene a u?

Se sabe que al tomar diferentes valores para la media muestral (X), se
produciran diferentes intervalos de confianza para la media pobla-
cional y, y, como este parametro es fijo, entonces algunos intervalos
contendran a p y otros no, tal como se muestra en la figura 4.2.

|

1 2 3 4 5 6 10 11 12 13 M

Figura 4.2 Intervalos de confianza para diferentes muestras del mismo
tamafio
Fuente: MLB

Por lo tanto, si se repite muchas veces el experimento de seleccionar
muestras de tamafio 30 (n = 30) y de calcular valores para interva-
los de confianza del 95 % para p, entonces se espera que el 95 % de
esos intervalos incluyan a p y el 5 % de ellos no la incluyan. Mas
sencillamente, es como si se tuviera que seleccionar aleatoriamente
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(ii)

un intervalo de un recipiente donde hay 100 intervalos y se sabe
que 95 de ellos contienen a ¢ y 5 no la contienen. Ahora bien, el
intervalo favorecido es el (50,584; 52,016). Este intervalo puede ser
de los que contienen o no a y, pero eso no lo sabremos, ya que p es
desconocida. Lo tinico que podemos afirmar es que tenemos un 95
% de seguridad en que el intervalo (50,584; 52,016) contiene a p.

Hay que recordar que cuando se hace inferencia, se selecciona y
trabaja con una sola muestra, y que cuando se habla de seleccio-
nar varias muestras y construir intervalos de confianza, solo se hace
hipotéticamente y con la finalidad de entender el significado de la
seguridad o confianza que se tiene en la estimacion por intervalo.

El nivel de confianza (1 - a) es una probabilidad que solo tiene sen-
tido interpretar como tal antes de seleccionar la muestra y calcular
el intervalo de confianza correspondiente.

Es correcto escribir:

_ o _ o
pr( X - 1,96 (—) <u<X+196 (—) = 0,95
( NET A V30

Por cuanto los limites del intervalo dependen de los valores mues-
trales y, por lo tanto, son aleatorios.

Una vez seleccionada la muestra y obtenido el intervalo (50,584;
52,016), es incorrecto escribir:

Pr (50,584 < 1 <52,016) = 0,95

ya que los limites son valores fijos y u es también una constante,
aunque desconocida. En consecuencia, aun sin saber el valor de u
y dado el intervalo (50,584; 52,016), solo caben dos posibilidades:
(a) que u esté dentro del intervalo, en cuyo caso la probabilidad
anterior es igual a 1, (b) que u esté afuera del intervalo y, en conse-
cuencia, la probabilidad es igual a 0. Es decir:
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Pr(50,584 < 1 < 52,016) = { 1si pestden (50,584 < p <52,016) }
o ET 0 sipno estaen (50,584 < p <52,016)

(iii) Existe una relacion directa entre la longitud de un intervalo de
confianza y su nivel de seguridad. Al aumentar el nivel de confian-
za (1 - a) también aumenta la longitud del intervalo. En consecuen-
cia, siempre se puede tener un intervalo con un nivel de confianza lo
mas grande posible, pero va a tener una longitud tan extensa que lo
hara poco qtil a los fines de estimacidn.

El intervalo (50,584 < p < 52,016) tiene una longitud de 1,426 y
una confianza del 95 %. Si en este ejemplo aumentamos el nivel de
conflanza al 99 %, se obtendria el intervalo de confianza (50,451 <
u < 52,149), el cual tiene una longitud de 1,698.

Es ideal encontrar intervalos cortos con un nivel de confianza alto.
La manera de lograrlo es aumentar el tamafio de la muestra, ya que
esto disminuiria la longitud del intervalo sin reducir el nivel de con-
fianza.
(iv) El intervalo de confianza g)? - Ly, (%):X +Zy (\%)) estd centrado en X
y X es el mejor estimador puntual de y; sin embargo, esto ocurre asi
porque la distribucién de X es normal, la cual es simétrica. Cuando
se estima un parametro y la distribucion del estimador puntual no
es simétrica, se encuentra que el correspondiente intervalo de con-
fianza no esta centrado en el estimador. Lo importante es que cuan-
do se hace estimacion por intervalo, no importa el punto medio del
mismo ni ninguin otro punto intermedio, sino todo el intervalo.

2. Contraste de hipétesis

Para contrastar hipotesis cuando la poblacién es normal o aproximada-
mente normal, la desviacion estandar poblacional o es conocida y el ta-
maio de la muestra es grande (n > 30), se utiliza la distribucién normal
para probar hipotesis respecto a la media de una poblacién utilizando el
siguiente procedimiento:
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a. Plantear las hipdtesis a contrastar:

«Hyomw=py «Hep=po -« Hopt=py
Hyzp <p Hy:p > Hy:p # po

b. Fijar el nivel de significacién: p

c. Establecer el estadistico a utilizar:
En virtud de que la poblacion se distribuye normal, la varianza es
conocida, el tamafo de la muestra es grande y se quiere hacer infe-
rencia para una sola media, se tiene que el estadistico apropiado es:

X—q
Ze=—5~NOD g
Jn

d. Determinar el valor y la region criticos:

Cuando la hipotesis alternativa es unilateral, la region critica esta
localizada en la direccion correspondiente al signo de desigualdad.
Esto es, para hipdtesis unilateral izquierda, la region critica se sitia
en la cola inferior de la distribucidn; si la hipdtesis es unilateral de-
recha, se ubica en la parte superior de la distribucién; mientras que
si es bilateral, las mismas se encontraran en ambos lados de la grafi-
ca, tal como se muestra en la figura 4.3. Los valores criticos corres-
pondientes se deben ubicar en la tabla de la distribucion normal.

Region de No
Rechazo de Ho

(@) (1-a) (1-a) (@ (1-a/2)

Regién de T Regién de No Regién de No Rechazo de T Regién de Regién de T T Regién de
Rechazo de Ho Rechazo de Ho Ho Rechazode Ho  Rechazo de Ho Rechazo de Ho
/alor Valor Valor Valor
Critico Critico Critico Critico
Figura4.3.aHy:p < g Figura4.3.b Hy:pu > g Figura4.3.cHy: p # Yo

Unilateral izquierda Unilateral derecha Bilateral

Figura 4.3 Regiones y valores criticos para el contraste de hipdtesis
Fuente: MLB
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e. Calcular el estadistico:
En este paso se calcula el estadistico fijado en el paso (iii) para ser
cotejado con el valor critico.

f.  Decidir e interpretar:
Al comparar el valor del estadistico debe cerciorarse si cae en la
region de rechazo de la hipédtesis nula. En caso contrario, se expresa
que no se rechaza la hipdtesis nula o que el contraste no es estadis-
ticamente significativo.

Ejemplo 4.2:

Con respecto al ejemplo 4.1, suponga que las especificaciones de las em-
presas de encomiendas requieren que el peso promedio de los paquetes
sea de 50 libras. Ademas el analista decide especificar un nivel de signi-
ficacion de 0,05. ;A qué conclusiones debe llegarse?

Solucion:

a. Plantear las hipoétesis a contrastar
Hy:p =50 libras
Hy:u # 50 libras

b. Fijar el nivel de significacién: = a = 0,05

c. Establecer el estadistico a utilizar
Debido a que la poblacién se distribuye normal, la varianza es cono-
cida, el tamafo de la muestra es grande y se quiere hacer inferencia

para una sola media, se tiene que el estadistico apropiado es:

Z, =—— ~N(0;1)
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d. Determinar el valor y la region criticos

0,025 0,95 0,025

T T T T T
-1,96 0 -1,96

Figura 4.4 Valor y region critica
Fuente: MLB

e. Calcular el estadistico
En este paso se calcula el estadistico fijado en el paso (iii) para ser
cotejado con el valor critico.

f—u 51,3-50
o 2

N

Z, =

= 3,56

f.  Decidir e interpretar

Como 3,56 es mayor que 1,96, que es el valor critico, entonces se rechaza
la hipdtesis nula, es decir, que el peso promedio de los paquetes difiere
de 50 libras.

Escenario 2:

Cuando la poblacion se distribuye normal con media p, la desviacion es-
tandar poblacional o es desconocida y el tamafo de la muestra n es grande.

1. Estimacion por intervalos
Considere una situacion mas real en la cual se tiene una poblacién con

una media u y desviacion estandar poblacional o desconocida. Suponga
ademas que el tamafio de la muestra n es grande.

Inferencia acerca de la media poblacional )93

Bajo estas condiciones, el intervalo de confianza obtenido para u en el
capitulo 3 es valido, solo que no es posible calcularlo por cuanto el valor
de o es desconocido. Sin embargo, dado que n es grande, se puede susti-
tuir o por su estimador S sin afectar notablemente el proceso y obtener
una estimacion por intervalo para p en el caso de una muestra grande.

Cuando el tamafno de una muestra es grande y la desviacién estandar
poblacional ¢ es desconocida, un intervalo de confianza (1 - o) 100 %
para u viene dado por:

X— 7, (\/S—ﬁ> <spu<X+ Zy, (%) (4.9)

Donde S? es la varianza de la muestra:

Y x? —ni?

§? =
-1

(4.10)

y S la desviacion estandar muestral, dada por la raiz de la varianza:

2[¥x2 — ni?
5—\[? (4.11)

En este caso no importa el tipo de distribucion de probabilidad que ten-
ga la poblacion, por cuanto n es grande.

Ejemplo 4.3:

Cierta compaiiia automovilistica hace una prueba entre cien propieta-
rios de automoéviles comprados en su concesionario. En un municipio
en particular, se tiene que un carro se maneja en promedio 23.500 km/
aflo, con una desviacion estandar de 3.900 km/afo. Construir un in-
tervalo de confianza del 90 % para el verdadero nimero de kildmetros
promedio que se maneja un automavil.
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Solucidn:

Si p es el numero de kilometros promedio que se maneja un automaévil
y dado que n es grande, podemos aproximar ¢ por S?, y aplicando el
teorema del limite central se tiene que X sigue una distribucion aproxi-
madamente normal con media p4 y varianza S?/n. Luego, el intervalo de
confianza para y es:

(;-(_ Za)s (%) > S (%)) (4.12)

Debido a que el nivel de significaciéon es (1 - a)= 0,90, entonces /2=
0,05y Zg o5 = 1,64. Siendo S = 3.900.

Sustituyendo en el intervalo:

23.500 — 1,64 (3'900) 23.500 + 1,64 (3'900)
' " \W100/ " \V100

(22.860,4; 24.139,6)

Hay una confianza del 90 % de que el verdadero numero de kiléme-
tros promedio que se maneja un automavil en cierta ciudad esta entre
22.860,4 y 24.139,6 km.

2. Contraste de hipétesis

Para contrastar hipotesis cuando la poblacion es normal o aproxima-
damente normal, la desviacion estdndar poblacional o es desconocida
y el tamafo de la muestra es grande (n > 30), se utiliza la distribucién
normal para probar hipdtesis respecto a la media de una poblacién uti-
lizando el siguiente procedimiento:

a. Plantear las hipotesis a contrastar

LHep=wpy 2 Hyrp=po, 3 Horp=py
Hy:p < py Hyzp > g Hy:p # po
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b. Fijar el nivel de significacién: a

c. Establecer el estadistico a utilizar
En este caso, como la varianza de la poblacién o2 es desconocida, se
utiliza la varianza muestral (S%); por otro lado, como la poblacién
se distribuye normal, el tamafio de la muestra es grande y se quiere
hacer inferencia para una sola media poblacional, se tiene que el
estadistico apropiado es:

X—nu
Ze =—=—~N(0;1)

Vi

d. Determinar el valor y la region criticos
De igual manera que en el caso anterior, cuando la hipotesis alter-
nativa es unilateral, la region critica se localiza en la direccion co-
rrespondiente al signo de desigualdad. Si es bilateral, se encontrara
en ambos lados de la gréfica, tal como se mostrd en la figura 4.3. Los
valores criticos correspondientes se deben ubicar en la tabla de la
distribuciéon normal.

e. Calcular el estadistico

X -
Z, = s

s
vn
f.  Decidir e interpretar
Se compara el valor del estadistico calculado con el valor critico, y

si cae en la region de rechazo de la hipétesis nula, se concluye que el
contraste es estadisticamente significativo.

Ejemplo 4.4:

Con los datos del ejemplo 4.3, verifique si los automdviles se manejan en
promedio menos de 24.700 km/afio con un nivel de significacién del 5 %.
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Solucion:
a. Plantear las hipotesis a contrastar

Hy! 1t = 24.700
Hy: p < 24.700

b. Fijar el nivel de significaciéon: a = 0,05

c. Establecer el estadistico a utilizar

X—n
S

Vn

d. Determinar el valor y la region criticos

Z, = ~N(0;1)

a=0,05

-3,07 -1,64

Figura 4.5 Valor y regidn criticos

Fuente: MLB
e. Calcular el estadistico
, _X—w_23500-24700
¢TSS T 3.900 -
N 100

f.  Decidir e interpretar
Como el estadistico -3,07 < -1,64, se rechaza la hip6tesis nula; por
lo tanto, los automdviles se manejan en promedio menos de 24.700
km/afo, con un nivel de significacion del 5 %.
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Escenario 3:

Cuando la poblacién se distribuye normal con media p, la desviacién
estandar poblacional o es desconocida y el tamafio de la muestra n es
pequefio.

La distribucién normal no es adecuada en aquellos casos que no se co-
noce la desviacion estandar de la poblacion (o), el tamainio de la muestra
es pequeio (n < 30) y la poblacién de la cual se selecciona la muestra es
normal o aproximadamente normal. Cuando se presentan estas carac-
teristicas, la distribucion apropiada para hacer inferencia sobre la media
poblacional es la distribucion ¢-student.

1. Estimacion por intervalos

Bajo las condiciones que se estan considerando en este caso, un inter-
valo de (1 - o) 100 % de confianza para una sola media poblacional ()
viene dado por:

S

7 S
) (ﬁ

)<Kot (ﬁ) (4.13)

donde S representa la desviacion estandar de la muestra de estudio.
Ejemplo 4.5:

Los datos de las fallas en las pruebas por traccion para la adhesion en 22
muestras de cierta aleaciéon mostraron un promedio de 13,71 fallas, con
una desviacion estandar de 3,55 fallas. Calcule e interprete un intervalo
de confianza del 95 % para el verdadero nimero de fallas promedio.

Solucion:

Se trata del promedio en el niimero de fallas en las pruebas de traccién,
y dado que n es pequeiio, que el nivel de significacion es (1 - a) = 0,95,
entonces ) gos.n-1=21= 2,080.

Sustituyendo en la ecuacion (4.12.), se tiene que:
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13,71 — 2,080 (3'55) < <1371 + 2,080 (3’55)
S W e AW ]

(13,71 - 1,57 < p < 13,71 + 1,57)

(12,14 < p < 15,.28)

Hay una confianza del 95 % de que el verdadero numero de fallas pro-
medio en las pruebas de traccion estd entre 12,14 y 15,28 fallas.

2. Contraste de hipétesis

Para contrastar las hipdtesis cuando la poblacion es normal o aproxima-
damente normal, la desviacion estdndar poblacional o es desconocida y
el tamafio de la muestra es pequefio (n < 30), se utiliza la distribucion
t-student para probar hipotesis respecto a la media de una poblacion
utilizando el siguiente procedimiento:

a. Plantear las hipotesis a contrastar

«Hyopw=py «Hop=p, « Hop=py
Hy:p <y Hy:p > o Hy:p # po

b. Fijar el nivel de significacién: a

c. Establecer el estadistico a utilizar
Al cumplirse que la desviacion estandar de la poblacion (o) es des-
conocidala poblacion se distribuye normal, el tamafio de la muestra
es pequeno y se quiere hacer inferencia sobre una sola media pobla-
cional, el estadistico apropiado es:

. |
—~N(0;1)

Vn

d. Determinar el valor y la region criticos
De igual manera que en los casos anteriores, la region critica se lo-
caliza en la direccién correspondiente al signo de desigualdad en la
hipotesis alternativa. Si es bilateral, se encontrard en ambos lados de

t. =
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la grafica, tal como se muestra en la figura 4.3. Los valores criticos co-
rrespondientes se deben ubicar en la tabla de la distribucion t-student.

e. Calcular el estadistico
En este paso se calcula el estadistico fijado en el paso (iii) para ser
cotejado con el valor critico.

X —
t. = s

S
vn
f.  Decidir e interpretar
Se compara el valor del estadistico calculado con el valor critico, y

si cae en la region de rechazo de la hipétesis nula, se concluye que el
contraste es estadisticamente significativo.

Ejemplo 4.6:

Se afirma que una maquina de aspirar gasta un promedio de 46 kilowa-
tt-hora al afio. Si una muestra aleatoria de 12 hogares que se incluye en
un estudio planeado indica que las aspiradoras gastan un promedio de
42 kilowatt-hora al afo, con una desviacién estandar de 11,9 kilowa-
tt-hora, ;sugiere esto que las aspiradoras gastan en promedio menos de
46 kilowatt-hora anualmente? Use un nivel de significacion de 0,05.

Solucion:
a. Plantear las hipodtesis a contrastar

Hy' =46 kw/hora
Hy< u =46 kw/hora

b. Fijar el nivel de significacién: a= 0,05

c. Establecer el estadistico a utilizar

X—

t, = ~N(0;1)

e
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d. Determinar el valor y la region criticos

a=0,05

T
1,796 -1,64

Figura 4.6 Valor y region criticos
Fuente: MLB

e. Calcular el estadistico

X—p  42-46
SRRy

7 Viz

t, = =-1.16

f.  Decidir e interpretar
Como el estadistico -1,16 > -1,796, no se rechaza la hipétesis nula, por
lo tanto, el numero promedio de kilowatt-hora que gastan al aflo las
aspiradoras domésticas no es significativamente menor que 46.

4.2 Inferencia para la diferencia de dos
medias poblacionales (n -p,)

En cuanto a la metodologia a implementar para realizar inferencias

acerca de 11— [ se debe decir que es similar a la utilizada en el caso de
una poblacidn, y que, al igual que alli, se presentaran diferentes escena-
rios o condiciones para hacer esas inferencias.

La notacion a utilizar para los datos muestrales es la siguiente:

X1, %3, Xn;  Muestras aleatorias de tamafio n; de la poblacion j,
paraj=1,2
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n/- x
X = Zi Media de la muestra j, paraj=1,2
i=1 le

_\2
o2 Ziza(% = %)

y N Varianza de muestra j, paraj = 1,2

El estadistico razonable para hacer inferencias sobre i, — p, es X; — X,
y, efectivamente, resulta ser el mas apropiado para desarrollar los pro-
cedimientos de estimacion y contrastacion de hipdtesis. De tal manera
que es imprescindible conocer la distribucion de probabilidad del es-
tadistico X; — X, bajo las diferentes condiciones en las cuales se desea
hacer inferencias acerca dep, — p,.

Ahora bien, antes de determinar el tipo de distribucién de probabili-
dad que tiene X; — X, , es posible adelantar cudl serd la media o valor
esperado y la varianza de esa distribucién, independientemente de las
condiciones que se presenten.

Tal como es conocido, la media y la varianza de la diferencia de variables
aleatorias viene dada por:

E(X1 _Xz) = E(XJ _E(Xz) =W — W
VX, —X,) =V(QX) +V(X,) - 2c0V(X,; X,)

0_2 0_2 _ —
=2+ 2 _200vV(X,;%,)
ny n,

Si las muestras de las dos poblaciones son independientes, entonces tam-
bién X, y X, son independientes y, por lo tanto, COV (X;; X,) = 0, de donde:

o of o}

VX, - X)) =—+=

n N
Estos resultados muestran que la media y la varianza del estadistico
X, — X,, en caso de muestras independientes, son i, — W, y X; ¥ X, res-
pectivamente, con independencia de cudl sea el tipo de distribucién que
siga X; y X,. Se observa, por otro lado, que el estadistico X; y X, es un

estimador insesgado de iy, — M.
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Se presentan en esta seccion diferentes escenarios para comparar dos
medias poblacionales p; — p, a partir de la informacién contenida en
dos muestras extraidas al azar de dichas poblaciones. Cada escenario
dependera, en primer lugar, de si las muestras se asumen independien-
tes; luego, de si se conocen las varianzas poblacionales, y, por tltimo, del
tamano de la muestra.

4.2.1 Muestras independientes
Escenario 4:

Cuando las poblaciones se distribuyen normal con medias p; y u,, las
desviaciones estandar poblacionales 0; y 0, son conocidas y los tama-
nos de las muestras son grandes (n;> 30y n, > 30).

Dado que las poblaciones son normales y que las muestras son inde-
pendientes, se cumple que el estadistico X; — X, sigue una distribucién

o o} .
normal N (ul s n_2> y, por lo tanto:
1 2

(Xl - Xz) - (ul B “‘2) - N(O, 1) (414)

2 2
o, ot
n, N,

En cuanto alas inferencias acerca de p; — W, se comienza por establecer
que el mejor estimador puntual de esa diferencia de medias poblaciona-
les es precisamente la correspondiente diferencia de medias muestrales
(X 1= Xz)

El estimador (X, — X,) satisface todas las condiciones deseables en un
buen estimador puntual.

1. Estimacion por intervalos

Para estimar y; — p, mediante un intervalo de confianza se sigue un
procedimiento similar al descrito en el caso de una media, llegando
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al siguiente resultado. Bajo las condiciones de poblaciones normales,
varianza conocidas y muestras independientes, un intervalo de confianza
del (1 - o) 100 % parap,; — , viene dado por:

X %) - ze |+ < B A AT
(X1 2) g , nz_m Hy < (X 2) a/2 n o n, (4.15)

oz
siendo Z,/; el valor de la normal estandarizada tal que a su derecha hay
un area bajo la curva igual a /2.

2. Contraste de hipétesis

a. Plantear las hipotesis a contrastar

* Ho:ptq =iz e Hopy =2 o Hoipta =2
Haipg < plo Hy:pa > iy Hy:ps #

b. Fijar el nivel de significacién: a

c. Establecer el estadistico a utilizar
Al cumplirse que las desviaciones estandar poblacionales (o7 y g5)
son conocidas, las poblaciones son normales e independientes, el
tamafo de las muestras es grande (n, > 30 y n, > 30) y se quiere
hacer inferencia sobre la diferencia de medias poblacionales, el es-
tadistico apropiado es:

7= FDZGw) o g

2 2
of L of
n, n

d. Determinar el valor y la region criticos
De igual manera que en los casos anteriores, la region critica se lo-
caliza en la direccion correspondiente al signo de desigualdad en la
hipotesis alternativa. Si es bilateral, se encontrara en ambos lados de
la gréfica, tal como se muestra en la figura 4.3. Los valores criticos
se deben ubicar en la tabla de la distribucién normal estandarizada.
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Calcular el estadistico
En este paso se calcula el estadistico fijado en el paso (iii) para ser
cotejado con el valor critico.

7, = ()_(_7)_(“1_ Wy)

2 2
of  of
n, N

Decidir e interpretar

Se compara el valor del estadistico calculado con el valor critico, y
si cae en la region de rechazo de la hipétesis nula, se concluye que el
contraste es estadisticamente significativo.

Ejemplo 4.7:

Para medir el rendimiento en millas/galén de gasolina, se comparan dos
tipos de motores: T1 y T2. Para esto se realizan 50 experimentos con el
motor T1y 75 con el motor Tz, con rendimientos promedio de 36 y 42
millas respectivamente. Se conoce ademas que las desviaciones estandar
poblacionales son de 6 para los motores T1 y de 8 para los motores Ta.
Se pide que:

il.

Encuentre un intervalo del 96 % de confianza para la diferencia en
el rendimiento promedio de gasolina entre ambos motores.

sHabra diferencia significativa en el rendimiento promedio de los
dos motores? Use un nivel de significacion del 4 %.

Solucion:
Tabla 4.1 Datos
Parametro Motores T: Motores T2
Media 36 42
Desviacion estandar poblacional 6 8
Tamaifo muestra 75 50
Fuente: MLB

il.
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Sustituyendo los datos en la ecuacion (4.14), se tiene que:

(36— 42) — 2,05 |20+ &4 - < (36— 42) +2,05 [0+ &
PO [75 T =T K = P2 175 T 50

(—8,73 < p; — p, < —3,27) millas/galén
Se concluye que hay una confianza del 96 % y que la diferencia en el
rendimiento promedio de gasolina entre ambos motores se encuen-
tra entre -8,73 y -3,27 millas/galén.
Para saber si hay diferencia significativa entre los dos tipos de mo-
tores se debe proceder tal como lo establecen los pasos para la con-

trastacion vistos anteriormente, a saber:

Plantear las hipotesis a contrastar

Ho:pt1 = U
Hi:p # U

Fijar el nivel de significacién: a = 0,04

Establecer el estadistico a utilizar

_ ((X1 _Xz) — (= 1)

Z, ~N(0;1)

ol N a’?
n, n

Determinar el valor y la region criticos

-2,05 -2,05

Figura 4.7 Valor y regidn criticos
Fuente: MLB
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e. Calcular el estadistico

, _ (36-42)-(0)
36 64 1,33

—— = 451
f.  Decidir e interpretar
Como el estadistico —4,51 < -2,05, se rechaza la hipétesis nula. Por

lo tanto, existe una diferencia significativa en el rendimiento pro-
medio de gasolina entre ambos motores.

Escenario 5:

Cuando las poblaciones se distribuyen normal con medias uq y 2, las
desviaciones estandar poblacionales 01 y o, son desconocidas, pero se
suponen iguales, y las muestras son independientes, de tamafio peque-
no (n; <30y n,< 30).

Bajo estas condiciones, el estadistico X; — X, sigue una distribucion
t-student con (nq + nz — 2) grados de libertad y, por lo tanto:

¢ = X = X)) — (g — wp)
1 1

Sc n_1+E

~ tnytng-2)

Siendo:

c

i/(nl — 152 + (ny — 1)S2

n,+n, —2

Debe tenerse en cuenta que el mejor estimador puntual de esa dife-
rencia de medias poblacionales es la diferencia de medias muestrales
(X, — X,). Ademas, este satisface todas las condiciones deseables en un
buen estimador puntual.

1. Estimacion por intervalos

La estimacién dey, — p, mediante un intervalo de confianza viene dada
por:

Inferencia acerca de la media poblacional ) 107

- - 1 1 - - 1 1
(Xl - XZ) - t(n1+nz—2;a/2)5c n_ + n_ S-S (Xl —Xz) + t(n1+n2—2; a/z)Sc n_ + n_ (418)
1 2 1 2

donde £(ny+n,-2; a/2) €l valor en la tabla de la t-student, tal que a su dere-
cha hay un area bajo la curva igual a a/2.

2. Contraste de hipétesis

a. Plantear las hipodtesis a contrastar

o HO:H,1=ﬂ2 L4 HO:/J;[:‘LIZ L4 HO:/J;[:‘L[Z
Hai:pq < i Hyi:pq > s Hyi:ptq # Uz

b. Fijar el nivel de significacién: a

c. Establecer el estadistico a utilizar
Al cumplirse que las desviaciones estandar poblacionales (o, y 0, )
son desconocidas, pero se asumen iguales, las poblaciones son nor-
males e independientes, el tamafio de las muestras es pequeo (y se
quiere hacer inferencia sobre la diferencia de promedios poblacio-
nales, el estadistico apropiado es:

=& ij 1(ull Ha) tnpomy-2)  (4.19)
o ESNEY

+
n,g ny

d. Determinar el valor y la region criticos
De igual manera que en los casos anteriores, la region critica se lo-
caliza en la direccion correspondiente al signo de desigualdad en la
hipotesis alternativa. Si es bilateral, se encontrard en ambos lados de
la grafica, tal como se muestra en la figura 4.3. Los valores criticos co-
rrespondientes se deben ubicar en la tabla de la distribucion t-student.

e. Calcular el estadistico
En este paso se calcula el estadistico fijado en el paso (iii) para ser
cotejado con el valor critico.

_ X = X,) — (g — 1)
= T
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f.  Decidir e interpretar
Se compara el valor del estadistico calculado con el valor critico, y
si cae en la region de rechazo de la hipétesis nula, se concluye que el
contraste es estadisticamente significativo.

Ejemplo 4.8:

Con el objetivo de determinar los efectos del ejercicio por un tiempo
prolongado en los ingenieros de una compaiiia inscritos en un progra-
ma supervisado de acondicionamiento fisico, se registraron los datos
de 13 ingenieros que voluntariamente se inscribieron en el programa
(activos) y de 17 que decidieron no inscribirse (sedentarios). Se les pidio
alos 30 individuos realizar sentadillas por 30 segundos, obteniéndose la
siguiente informacion:

Tabla 4.2 Datos

Activos Sedentarios

Media 21 12,1

Desviacion estandar 49 56

Tamano muestra 13 17
Fuente: MLB

Asumiendo que las varianzas poblacionales desconocidas son iguales,
se pide que:

i. Elabore un intervalo de confianza del 95 % para la diferencia de
medias poblacionales.

ii. ;Habra diferencia significativa en el nimero de sentadillas prome-
dio entre los ingenieros que hacen ejercicio y los sedentarios? Use
un nivel de significacion del 5 %.

Solucién:

i. En este caso, se observa que no se conocen las varianzas poblacio-
nales, pero que se estan asumiendo iguales; en este sentido, el inter-
valo de confianza viene dado por la ecuacion (4.18.):
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_ _ 1 1 _ _ 1 1
(X1 = X2) = tnyany—2za/2)5c |[—F+— S — M S (X = X2) + Enyany—2;a/2)Sc |[—+ —
non non

Donde el valor de lata, 1n,-2; a/2) = t13+17-2.0,025) = 2,0484 se obtiene de la
tabla de la distribucion t-student (anexo B).

Ademas,

531

¢ (n, —1)S2 +(n, —1)S7  2|(13 —1)x24,01 + (17 — 1)x31,36 _
€ n +n, —2 B 13+17-2 a

Sustituyendo, se tiene:

/ 1 1 1 1
_ _ —_— < _ < — S T
((21 12,1) - 2,0484x531 [=+ 0= < 1y — iy < (21— 121) + 2,0484x531 13+17>

(8,09 — 4,0085 < p; — p, < 8,09 — 4,0085)
(49 <p, — pn, £12,9)

Hay una confianza del 95 % y la diferencia en el nimero de sentadillas
promedio entre los ingenieros que hacen ejercicio y los sedentarios se
encuentra entre 4,9 y 12,9.

ii. Los pasos a seguir para la contrastacion se presentan a continuacion:

a. Plantear las hipodtesis a contrastar

HOI‘Lll = U2
Hl:,U.l #* Uz

b. Fijar el nivel de significacion: a =0,05

c. Establecer el estadistico a utilizar

_ (X1 _Xz) = (= 1)
1 1
SC n_1+E

~ tnytny-2;a/2)
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d. Determinar el valor y la region criticos

-2,084 -2,084

Figura 4.8 Valor y regidn criticos
Fuente: MLB

e. Calcular el estadistico

f. Decidir e interpretar

Como 12,39 > 2,084, se rechaza la hipdtesis nula, evidenciando una
diferencia significativa en el nimero de sentadillas promedio que
realizan los ingenieros activos en comparacion con los sedentarios.

Escenario 6:

Cuando las poblaciones se distribuyen normal con medias y; y 2, las
desviaciones estandar poblacionales 01 y 0, son desconocidas, pero se
suponen diferentes, y las muestras son independientes, de tamafio pe-
queno (n; < 30 y n, < 30).

Bajo estas condiciones, el estadistico X; — X, sigue una distribucion
t-student con (v) grados de libertad y, por lo tanto:

‘= 89—-0 _ 8,9 — 1239

B 11 0721 7

5,31 13 + 17

Donde:

52, 8t

V= n, n
BN

n, n,

n—-—1" n,—1
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Al igual que en los casos anteriores, el mejor estimador puntual de esa
diferencia de medias poblacionales es la diferencia de medias muestra-
les X, — X,.

1. Estimacion por intervalos

La estimacion de y;, — p, mediante un intervalo de confianza viene dada
por:

— _ 2|§2  §2 _ _ 2§52  §2
X1 —X2) = twa2) —+2< W — Ky < (X —X3) + twap) —+=2 (4-21)
n N n N

donde t, o/2) el valor en la tabla de la t-student tal que a su derecha hay
un area bajo la curva igual a a/2.

2. Contraste de hipétesis

a. Plantear las hipodtesis a contrastar

° HO:[l;[:,le L4 HO:[l]_:‘le L4 Hol,ll]_:‘uz
Ha:pq < iy Hyi:pq > Uy Hyi:pq # Uz

b. Fijar el nivel de significacién: a

c. Establecer el estadistico a utilizar
Al ser las varianzas poblacionales(of y 07) desconocidas, pero dife-
rentes, las poblaciones normales e independientes, el tamafio de las
muestras pequeno (n; < 30 y n, < 30)y se quiere hacer inferencia so-
bre la diferencia de medias poblacionales, el estadistico apropiado es:

tz()?l_)?z)_(lh_ U2)~

2 5_12 N 5_22 (4.22)
n, n

d. Determinar el valor y la region criticos
De igual manera que en los casos anteriores, la region critica se lo-
caliza en la direccion correspondiente al signo de desigualdad en la
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hipotesis alternativa. Si es bilateral, se encontrard en ambos lados de
la grafica, tal como se muestra en la figura 4.3. Los valores criticos co-
rrespondientes se deben ubicar en la tabla de la distribucion t-student.

e. Calcular el estadistico
En este paso se calcula el estadistico fijado en el paso (iii) para ser
cotejado con el valor critico.
_ Xy —X;) — (y — )

e /1 1
SC n_1+n_2

f.  Decidir e interpretar
Se compara el valor del estadistico calculado con el valor critico, y
si cae en la region de rechazo de la hipétesis nula, se concluye que el
contraste es estadisticamente significativo.

Ejemplo 4.9:
Un estudio para determinar la cantidad de fésforo quimico (miligramos
por litro) medido en dos estaciones diferentes (A y B) de un rio produjo

los siguientes resultados:

Tabla 4.3 Datos

Estacion A Estacion B
Media 3,84 1,49
Desviacion estandar 3,07 0,80
Tamaifo muestra 15 12
Fuente: MLB

Suponga que las mediciones provienen de poblaciones normales con
varianzas diferentes. Se pide que:

i. Elabore un intervalo de confianza del 95 % para la diferencia en la
cantidad de fésforo quimico promedio entre las dos estaciones.

ii. A un nivel de significacion del 5 %, ;sera mayor la cantidad de f6s-
foro en la estacion A del rio?
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Solucién:
Para el intervalo de confianza se deben conocer los grados de libertad
asociados. Usando la ecuacidn (4.19.), se tiene que:

52,52
_ n n _
e
&) &
ny n,

v=16,3=16
En la tabla de la distribucion ¢ se observa que con 16 grados de libertad
y un nivel de significacién de 0,05, el valor correspondiente es 2,120

(anexo B).

Luego, sustituyendo en la ecuacion (4.21), se obtiene:

3,84 — 149) — 2,120 |3 4 284 < (384 —1.49) + 2120|243 [ Do4
(384 —1,49) - 2, Fl_—m H2 < (3, 49) ) = t 17

(0,60 S |J.1 - HZ S 4,10)

Por lo que con una confianza del 95 %, la verdadera diferencia en la can-
tidad de fésforo quimico promedio entre las dos estaciones se encuentra
entre 0,60 y 4,10 miligramos por litro.

ii. Para la contrastacion se sigue el siguiente esquema:

a. Plantear las hipoétesis a contrastar

Ho:pt1 = 2
Hi:py > o

b. Fijar el nivel de significacion: a = 10
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c. Establecer el estadistico a utilizar
¢ = (X1 _Xz) - (lll - Hz)

2 2 2
St
n, N,

~t(;a/2)

d. Determinar el valor y la region criticos

!

2,119
Figura 4.9 Valor y regidn criticos
Fuente: MLB
e. Calcular el estadistico
235-0
=—F=2,84

0,8256

f.  Decidir e interpretar
Como el valor del estadistico 2,84 es mayor al valor de la tabla 2,119,
se rechaza la hipétesis nula, dejando en evidencia que la cantidad de
ortofdésforo en la estacion A es mayor.

Muestras dependientes

En todos los casos anteriores de inferencias acerca de dos medias po-
blacionales se ha exigido que las muestras sean independientes. Sin em-
bargo, existen situaciones muy comunes en las cuales las muestras estan
relacionadas, es decir, los valores de una muestra no son independientes
de los valores de la otra muestra. En estos casos, se habla de muestras
dependientes o muestras apareadas.
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Basicamente, la idea de formar pares o de recabar informacién de pare-
jas es que haya homogeneidad en cada dupla y a la vez heterogeneidad
de un par a otro.

Los casos de muestras apareadas se presentan en numerosas situaciones,
entre las cuales se pueden mencionar:

a. Cuando se desea comparar el rendimiento de dos variedades A y
B de maiz. Para ello se someten a prueba en diferentes estaciones
agronomicas o experimentales, las cuales presentan entre si diferen-
tes condiciones de suelo, luz, humedad, etc. En cada estacion expe-
rimental se utilizan dos parcelas similares, una para el maiz A y otra
para el maiz B, de tal manera que ambas variedades sean cosechadas
bajo las mismas condiciones en cada estacion y en diferentes con-
diciones de estacion a estacion. Se forman pares para tratar de eli-
minar el efecto que tenga cada estacion en el rendimiento del maiz.

b. Cuando se desea investigar si un nuevo método de entrenamiento
es efectivo para mejorar la capacidad de memorizacion de las per-
sonas por medio de mediciones de antes y después de aplicacion del
método. En general, en los casos de situaciones de antes y después
surgen los datos apareados.

c. En ciertas ocasiones existen limitaciones ambientales o de tiem-
po que impiden que un experimento se realice totalmente en una
sola jornada y se hace necesario completarlo en varios dias, pero
las condiciones climaticas pueden influenciar el resultado del ex-
perimento. Si se desea comparar dos “tratamientos” particulares, se
debe planificar el experimento de forma tal que en cada uno de los
dias se sometan a prueba los dos tratamientos y de esa manera se
generan datos apareados diariamente.

d. Hay investigaciones bioldgicas en las cuales los elementos de ex-
perimentacion lo constituyen gemelos o camadas de animales. En
estas indagaciones resulta obligado planificar el experimento para
generar datos apareados por cada camada o gemelos.

Se debe puntualizar que la formacién de pares persigue el objetivo de
eliminar el efecto que tiene cada pareja en el rendimiento de las varia-
bles que se comparan.
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En términos formales, la estructura de los datos y del problema es la
siguiente:

a. Sedispone de n pares de datos (x;; x,), (x5, ¥2), ..., (x,, ¥,,); siendo los
mismos independientes entre si, pero dependientes entre x; y y;.

b. Interesa trabajar con las diferencias d; = x; —y;,(I = 1,2, ...,n) para
eliminar el efecto de cada pareja.

c. Seva a denotar por p, y 7 a la media y varianza de la poblacion
constituida por todas las posibles diferencias d;, es decir:

Hg = E(dl) = E(xi _yi) =My — Uy
O‘g = V(dl) = V(xi - y,_)

En consecuencia, se puede considerar a d;, d,, ..., d, como una muestra
aleatoria proveniente de una poblacién con media p, y varianza o

Si g = 0 quiere decir que las medias p, ¥ i, son iguales o que los dos
“tratamientos” tienen el mismo efecto. Sip, es mayor que cero, entonces
IL, €S mayor que H, y si iy €s menor que cero, entonces i, s menor que .

Sid,,d,, ..., d, es muestra aleatoria de tamafio n proveniente de una po-
blacion con media y, y varianza o, se pueden realizar inferencias acerca
de p, exactamente como se hizo acerca de una media poblacional u an-
teriormente.

A continuacion, se presentan los resultados que pueden deducirse bajo
dos escenarios diferentes. El primero establece lo siguiente:
Sidy,d,, ...,d, es una muestra aleatoria proveniente de una poblacién
N(ug; 0%,) entonces un intervalo de confianza del (1 - a) para p, viene
dado por:

_ S _ S
d=t, .2 (\/_ﬁ) SHasd+t, g <ﬁ) (4.23)

Siendo:

)
Tt o _2di—d)
d= "= 5 5%= n—1
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t(n_l;%) el valor de la variable t con (n - 1) grados de libertad, que deja a
su derecha un area bajo la curva de a/2

Para realizar cualquier contraste de hipdtesis de p, se utiliza el estadis-
tico:

¢ =07—ua
¢ Sy/n

(4.24)

el cual bajo Ho sigue una distribucion ¢-student con (n - 1) grados de
libertad.

El otro escenario que interesa es aquel en el cual el tamafo de la muestra
es grande y no es necesario exigir que la poblacién siga una distribucién
normal.

Si el tamafio n de la muestra es suficientemente grande, se puede realizar
cualquier contraste de hipotesis acerca de p; basandose en el estadistico:
d—
7, = Ha
Sa/Vn

el cual, bajo la hipdtesis nula, sigue una distribucion aproximadamente
N(0;1). Asi mismo, un intervalo de confianza del (1 - ) para p, viene
dado por:

d = Zy (3—%) Spg <d—1Zy, (\S/——fl) (4.25)

Ejemplo 4.10:

En una empresa vendedora de electrodomésticos se somete a prueba un
nuevo método de entrenamiento para mejorar la eficiencia de sus ven-
dedores. Este nuevo método ha sido desarrollado por el departamento
de sicologia de la universidad de la ciudad. La eficiencia en ventas se
mide en una escala de 0 a 100 a través de un indice especial disefiado
para tal efecto. Se seleccionan aleatoriamente 10 vendedores de la em-
presa, los cuales tienen una experiencia variada en ventas, y se les mide
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su eficiencia actual. Se someten al nuevo entrenamiento y luego de un
tiempo razonable de trabajo se les mide nuevamente su eficiencia en
ventas. La informacion obtenida es la siguiente:

Tabla 4.4 Datos

Vendedor 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Antes 80 70 77 63 66 68 80 62 70 55
Después 84 75 74 70 69 66 86 65 74 60

Fuente: MLB

sHay razon para creer que el nuevo método de entrenamiento es realmen-
te util para mejorar el rendimiento de los vendedores? Usar a = 0,02

Solucién:

A cada vendedor se la ha medido su efectividad antes y después del en-
trenamiento. Se denota con x; a los datos después del entrenamiento y
con y; alos datos antes del entrenamiento. Esta designacion es arbitraria
y puede hacerse a conveniencia del investigador, pero una vez elegidos
los x, y y;, debe desarrollarse la solucion del problema de acuerdo con
esta seleccion, especialmente en los referentes al planteamiento de la
hipoétesis del contraste.

Para plantear la hipotesis se debe tener en cuenta que se quiere mejorar
la eficiencia. En este sentido, la variable en el momento dos debe ser
mayor que en el momento uno para que esto se pueda cumplir. Las
hipétesis se plantean como:

a. Plantear las hipotesis a contrastar

Hotpy = O Hoiply = = g
Hyzpy <pp 6 Hoipy — pp < i

b. Fijar el nivel de significacién: a = 0,02
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c. Establecer el estadistico a utilizar

_ d—y
Sa/Nn

te

d. Determinar el valor y la region criticos

Figura 4.10 Valor y region criticos
Fuente: MLB

e. Calcular el estadistico

Se debe conocer el promedio y la varianza de la nueva variable alea-
toria, para lo cual sirve de apoyo la tabla a continuacion:

Tabla 4.5 Datos

Vendedor 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Suma

Antes 80 70 77 B3 66 68 80 62 70 55

Después 84 75 74 70 B9 66 86 65 74 B0

di 4 -5 3 -7 -3 2 -6 -3 -4 -5 -3

d? 6 25 9 49 9 4 36 9 16 25 198
Fuente: MLB

Se tiene entonces que la media de la variable aleatoria d viene dada por:

Z?zl di — _32 _

d = —=-32
n 10
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Y la desviacion estandar de la variable aleatoria d viene dada por: Ejercicios
6 - Y(d; — d)° 198 —10x(-3.2)* 10 1. Una empresa proporciona agua embotellada en contenedores de 15
¢ n-1 10-1 - galones a las casas de un sector de 3 parroquias. El gerente desea
estimar el nimero promedio de contenedores que una casa utiliza

Luego, sustituyendo en la ecuacion (4.23.) se tiene que: cada mes. Se toma una muestra de 25 casas y se registra el nimero

_32-0 de contenedores, y se obtiene una media de 3,2 y una desviacién
t=———=-098 estandar de 0,78.
3,26
i.  ;Qué revelaria un intervalo de 92 % de confianza?

f.  Decidir e interpretar ii. Pruebe la hipotesis de que el verdadero nimero medio de con-
Como el valor del estadistico -0,98 es mayor al valor de la tabla tenedores que usa una casa cada mes no es superior a 3. Use un
-2,82, no se rechaza la hipétesis nula. En conclusion, los vendedores nivel de significacion de 5 %.
no han mejorado la eficiencia. iii. Se selecciona una muestra mas pequefia de 10 casas para esti-

mar el nimero promedio de miembros de la familia por casa.
Los resultados son: 1, 3, 4, 7, 2, 2, 3, 5, 6 y 6 personas en cada
casa. ;Cuales son los resultados de un intervalo de confianza de
99 % para el nimero promedio de miembros de la familia?

2. La estatura de una muestra aleatoria de 50 estudiantes universita-
rios arroja una media de 174,5 centimetros y una desviacion estan-
dar de 6,9 centimetros.

i. Construya un intervalo de confianza de 98 % para la estatura
media de todos los estudiantes de la universidad.

ii. ;Qué podemos afirmar con 98 % de confianza sobre el tamafo
posible de nuestro error si estimamos que la estatura media de
todos los estudiantes de la universidad es de 174,5 centimetros?

3. Una empresa eléctrica fabrica focos que tienen una duracién apro-
ximadamente distribuida de forma normal, con una desviacion es-
tandar de 40 horas. Si una muestra de 30 focos tiene una duracion
promedio de 780 horas, encuentre un intervalo de confianza de 96
% para la media de la poblacion de todos los focos que produce esta
empresa.

4. Las siguientes mediciones se registraron para el tiempo de secado,
en horas, de cierta marca de puntura de latex:
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3.4 25 4.8 2.9 3.6
2.8 3.3 5.6 3.7 2.8
4.4 4.0 5.2 3.0 48

Suponga que las mediciones representan una muestra aleatoria de una
poblacion normal. Encuentre los limites de tolerancia de 99 % que con-
tendran 95 % de los tiempos de secado.

Una muestra aleatoria de tamaifio n, = 25 que se toma de una po-
blacién normal con una desviacion estindar de o, = 5, tiene una
media x; = 80. Una segunda muestra aleatoria de tamafo n, = 36,
que se toma de una poblacién normal diferente con una desviacion
estandar g, = 3, tiene una media x, = 75. Encuentre un intervalo de
confianza de 95 % para u; — u,.

Una muestra aleatoria de 10 barras de chocolate energético de cierta
marca tiene, en promedio, 230 calorias, con una desviacidon estan-
dar de 15 calorias. Construya un intervalo de confianza de 99 %
para el contenido medio real de calorias de esta marca de barras de
chocolate energético. Suponga que la distribucion de las calorias es
aproximadamente normal.

En un proceso quimico por lotes se comparan los efectos de 2 ca-
talizadores sobre la potencia de la reaccion del proceso. Se prepard
una muestra de 12 lotes con el uso del catalizador 1 y se obtuvo una
muestra de 10 lotes con el catalizador 2. Los 12 lotes para los que se
utilizo el catalizador 1 dan un rendimiento promedio de 85, con una
desviacion estandar muestral de 4, y para la segunda muestra el pro-
medio es 81, con una desviacion estandar muestral de 5. Encuentre
un intervalo de confianza de 90 % para la diferencia entre las medias
poblacionales. Suponga que las poblaciones se distribuyen de forma
aproximadamente normal con varianzas iguales.

Un experimento reportado en Popular Science compara las econo-
mias en combustible para dos tipos de camiones compactos a diésel
equipados de forma similar. Suponga que se utilizaron 12 camiones
de la marca A y 10 de la marca B en pruebas de velocidad constante
de 90 kilémetros por litro. Si los 12 de la marca A promedian 16

10.
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km/litro con una desviacion estandar de 1.0 km/litro, y los 10 de la
marca B promedian 11 km/litro, con una desviacion estandar de 0,8
km/litro. Construya un intervalo de confianza de 90 % para la dife-
rencia entre los kilémetros promedio por litro de estos 2 camiones
compactos. Suponga que las distancias por litro para cada modelo
de camiodn estan distribuidas de forma aproximadamente normal
con varianzas iguales.

El gobierno otorga fondos para los departamentos de agricultura
de 9 universidades para probar las capacidades de rendimiento de 2
nuevas variedades de trigo. Cada variedad se planta en parcelas de
area igual en cada universidad y el rendimiento, en kilogramos por
parcela, se registra como sigue:

Tabla 1. Rendimientos

Universidad
Variedad 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 38 23 35 41 44 29 37 31 38
2 45 25 31 38 50 33 36 40 43

i. Encuentre un intervalo de confianza de 95 % para la diferen-
cia media entre los rendimientos de las dos variedades. Supon-
ga que las diferencias de rendimiento se distribuyen de forma
aproximadamente normal.

ii. Responda: spor qué se necesita el apareamiento en este problema?

Una compaiiia de taxis trata de decidir si comprar neumaticos de
la marca A o de la B para su flotilla. Para estimar la diferencia de
las dos marcas, se lleva a cabo un experimento con 12 neumaticos
de cada marca. Los neumaticos se utilizan hasta que se gastan. Los
resultados son:
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11.

12.

13.

14.

15.

Tabla 2. Duracion de los neumaticos

Marca A: Marca B:
X, = 36.300 km Xp = 38.100 km
fA =5.000 km §B = 6.100 km

Calcule un intervalo de confianza de 95 % para p, — u,. Suponga
que las poblaciones se distribuyen aproximadamente normal, y que
las varianzas son iguales.

Para el ejercicio 10 pruebe la hipétesis de que no hay diferencia
en las dos marcas de llantas con un nivel de significancia de 0,05.
Suponga que las poblaciones se distribuyen de forma aproximada-
mente normal con varianzas iguales

Una muestra aleatoria de 64 bolsas de palomitas de maiz con queso
cheddar pesa, en promedio, 5,23 onzas, con una desviacidon estan-
dar de 0,24 onzas. Pruebe la hipotesis de que u = 5.5 onzas contra
la hipétesis alternativa u < 5.5 onzas en el nivel de significancia de
0,05.

Una empresa eléctrica fabrica focos con una duraciéon que se dis-
tribuye de forma aproximadamente normal con una media de 800
horas y una desviacion estandar de 40 horas. Pruebe la hipdtesis de
que ¢ = 800 horas contra la alternativa u # 800 horas si una mues-
tra aleatoria de 30 focos tiene una duracion promedio de 788 horas.
Utilice un nivel de significancia de 0,04.

Pruebe la hipoétesis de que el contenido promedio de los envases
de un lubricante particular es de 10 litros si los contenidos de una
muestra aleatoria de 10 envases son 10,2, 9,7, 10,1, 10,3, 10,1, 9,8,
9,9, 10,4, 10,3 y 9,8 litros. Utilice un nivel de significancia de 0,01 y
suponga que la distribucion del contenido es normal.

Un fabricante afirma que la resistencia a la traccién promedio del
hilo A excede la resistencia a la traccion promedio del hilo B en al
menos 12 kilogramos. Para comprobar esta afirmacion, se prueban
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50 piezas de cada tipo de hilo bajo condiciones similares. El hilo
tipo A tiene una resistencia a la traccién promedio de 86,7 kilogra-
mos, con una desviacion estandar de 6,28 kilogramos, mientras que
el hilo tipo B tiene una resistencia promedio a la tracciéon de 77,8 ki-
logramos, con una desviacion estandar de 5,61 kilogramos. Pruebe
la afirmacion del fabricante con el uso de un nivel de significancia
de 0,05.
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INFERENCIA ACERCA
DE LA PROPORCION POBLACIONAL

En este capitulo se trata lo concerniente a la estimacion por intervalos
y el contraste de hipdtesis para la proporcion poblacional de manera
individual y para la diferencia.

5.1 Inferencia para una sola proporcion
poblacional (p)

Se debe recordar que p = X es un estimador puntual de la proporcion
P de la poblacién a la que se esté haciendo referencia. Ademas, la pro-
};?lrsig)n rgges’.tral se distribuye normalmente con me’dia Py Variapza
— 2 __~ siemprey cuando n sea grande y p no esté muy cerca ni de
cero ni de'uno. Tipicamente para aplicar esta aproximacion se necesita

que np y n(1- p) sean mayores o iguales a cinco.

1. Estimacion por intervalos

Si p es la proporcion de observaciones en una muestra aleatoria de ta-
mafo n que pertenece a una clase de interés, entonces un intervalo del
100(1 — @) % aproximado para la proporcion P de la poblacion a la que
pertenece esta clase es:

p— Zaﬂ( /P(ln_ P)> <P<p+ Z,, <]P(1n_ P)> (5.1)
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Obsérvese que en la ecuacidn (5.1) se presenta el problema de que el
parametro P que se desea estimar aparece en los limites del intervalo
de confianza y, en consecuencia, no se podria hacer la estimacién. Una
solucion satisfactoria es reemplazar p por P en el error estandar. Luego,
para un tamafio de muestra n grande, un intervalo de confianza del (1 -
a)100 % para la proporcion poblacional P viene dado por:

1- 1-
P—Zu ¥ SP<p+ Zy, p(n—p) (5.2)

siendo p la proporcién muestral y Z, el valor de la variable normal
estandarizada, que deja a su derecha un area de o/2.

2. Contrastacion de hipotesis

Para contrastar hip6tesis sobre una proporcion poblacional se deben se-
guir los pasos que se presentan a continuacion:

a. Plantear las hipotesis a contrastar

. PO e H
P H

1S
T U
o

o

P,
P

=

)

Hy:P P
H:P P

A
R o
\Y

0 0
b. Fijar el nivel de significacién: a

c. Establecer el estadistico a utilizar

- P
P_ 0 N 1)

Ze = [Pa(1 =Py - (5.3)
n

d. Determinar el valor y la region criticos

Tal como se vio en el capitulo 4, cuando la hipoétesis alternativa es uni-
lateral, la region critica esta localizada en la direccién correspondiente
al signo de desigualdad, esto es, para la hipdtesis unilateral izquierda, la
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region critica se situa en la cola inferior de la distribucidn; si la hipdtesis
es unilateral derecha, se ubica en la parte superior de la distribucion;
mientras que si es bilateral, se encontraran en ambos lados de la grafica,
tal como se mostré en la figura 4.3. Los valores criticos correspondien-
tes se deben ubicar en la tabla de la distribuciéon normal.

e. Calcular el estadistico
En este paso se calcula el estadistico fijado en el paso (iii) para ser
cotejado con el valor critico.

p— P

Z.=

f.  Decidir e interpretar

Al comparar el valor del estadistico debe cerciorarse si cae en la region
de rechazo de la hipoétesis nula; en caso contrario, se expresa que no se
rechaza la hipdtesis nula o que el contraste no es estadisticamente sig-
nificativo.

Ejemplo 5.1:

Formaron parte de una muestra aleatoria 85 rodamientos para el ci-
giienal del motor de un automovil, de los cuales 10 tenian un acabado
muy rugoso sobre su superficie, de hecho, mayor al que dicen las espe-
cificaciones. Por lo tanto, una estimacién puntual de la proporcion de
rodamientos de la poblacidon que excede la especificacion de aspereza es
p =x/n=10/85 = 0,12. Se pide que:

i. Construya e interprete un intervalo de 95 % de confianza para la
verdadera proporcion de rodamientos que excede las especificacio-
nes de aspereza.

ii. Responda: ;sera la proporcion de rodamientos que excede las espe-
cificaciones de aspereza menor a 10 %? Use alfa de 0,025.
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Solucion:

i. Lainformacién necesaria para la resolucion de este ejemplo es:
a. p=x/n=10/85=0,12
b.1—a =095 «~a=0,05.a/2=0025
C. Zajz = Zogzs = 1,96

Sustituyendo en la ecuacién (5.2.):

0,12(1 — 0,12) 0,12(1 — 0,12)
012—-196 —————"<P<012+ 1,96 | —————~
85 85
0,12(0,88) 0,12(0,88)
012 =196 |——p=—— < P < 0,12+ 1,96 [——=—

(0,05<P<0,19)

Luego, se tiene una confianza de 95 % de que la verdadera proporcioén
de rodamientos que excede las especificaciones de aspereza estara con-
tenida en el intervalo (0,05; 0,19) o (5; 19) %.

ii. Para conocer sila proporcion de rodamientos que excede las especi-
ficaciones de aspereza es menor a 10 % se debe plantear, en primer
lugar, la hipétesis a contrastar:

a. Plantear las hipotesis a contrastar
Hy:P = 0,10
H,:P < 0,10

b. Fijar el nivel de significacion: a = 0,025

c. Establecer el estadistico a utilizar

- P
Z =u~1\](0;1
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d. Determinar el valor y la regién criticos

Figura 5.1 Valor y regidn criticos

Fuente: MLB
e. Calcular el estadistico
p—P _ 012-010
JP0(1 —Py) \/0,10(1 —0,10)
n 85

f. Decidir e interpretar
Como el resultado obtenido en el punto anterior (0,03) es mayor
que -1,96, que es el valor critico, entonces se no rechaza la hipo-
tesis nula; es decir, la proporcion de rodamientos que excede las
especificaciones de aspereza no es menor a 10 %.

5.2 Inferencia para dos proporciones
poblacionales (P, - P,)

Son muy frecuentes las comparaciones de dos proporciones poblacio-
nales. Por ejemplo, las proporciones de productos defectuosos en dos
procesos de produccion; los porcentajes de efectividad de dos medi-
camentos contra cierta enfermedad; la proporciéon de muertes por el
accidente de transito de una ciudad A en comparacién con la de una
ciudad B, etc.
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Para realizar pruebas de hipdtesis y estimaciones de dos proporciones
poblacionales P, y P, sobre la base de la informacién suministrada por
dos muestras independientes de las respectivas poblacionales, nos basa-
mos en las correspondientes proporciones muestrales p; y p,.

Tal como en el caso de dos medias poblacionales, cualquier inferen-
cia acerca de P, y P, se puede realizar en términos de las diferencias
(p, — p;). Elestadistico (p, — p,) constituye el mejor estimador puntual
de (P, — P,)y en él nos apoyaremos para realizar las inferencias corres-
pondientes. En consecuencia, necesitaremos conocer la distribucion de
probabilidad de ese estadistico.

En el capitulo dos de este texto se establecid que la esperanza y la varian-
za de la proporcion de una poblacion, digamos 1, son respectivamente:

E(p) =P,
P(1-P) P
V(pl) — 1( n1 1) — ;l?l

donde: Q; =1 — P, yn, es el tamafno de la muestra 1.

Para una poblacion 2, la esperanza y la varianza para la proporcion de
esa poblacion son:

a. Esperanza: E(p,) = P,

P,(1=P) _Ps0
n, n,

b. Varianza:V(p,) =
siendo Q, = 1 — P,y n, el tamafo de la muestra 2.

Por otro lado, la media, la varianza y la desviacion estandar de la dife-
rencia de dos variables aleatorias independientes son:

c. Media:E(p; —p,) =E(p,) —E(p,) =P, - P,

P, Q, + P,0Q,
ny n,

d. Varianza: V(p; —p,) = V(py) +p.(p,) =
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P Q, + P0Q,
n n,

e. Desviacion estandar: DE(p, — p;) =

En el caso de que n; y n; sean suficientemente grandes (ambas mayores
que 30), se tiene que:

P Q, n PzQz)

—p,)~N(P, - P,
(p1 —p2) ( 1 2; n le
Por lo tanto:

(p1—py) — (P = P,)
PQ, | PQ

Si en el denominador sustituimos (P, — P,) por sus estimadores pun-
tuales (p; — p,) respectivamente, se obtiene una buena estimacién de la
desviacion estandar, y la relacion anterior se mantiene. Es decir:

~N(0; 1)

(py —p) — (P, —Py) ~N(0: 1)

D1l , P2l (5.4)
ny n,

Siendogq; =1-p;,q, =1-p,

A partir de esta dltima expresion se puede deducir una estimacion por
intervalo para (P, — P,).

1. Estimacion por intervalos

Silos tamafos de las muestras n;y n; y son suficientemente grandes, un
intervalo de confianza del 1(- o) 100 % para (P, — P,) viene dado por:

1- 1- 1- 1-
[(plpz)z% pl(n1 p1)+pz(nz pa) _ (Pr—P) < (01— ) + Zaps pl(n1 p1)+pz(n2 Pz)] (5.5)
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2. Contrastacion de hipotesis

Para contrastar la hipdtesis nula H,:P, = P, contra cualquier hipdtesis al-
ternativa H; vamos a denotar por P a la proporcion poblacional comtn,
es decir, P, = P, = P Recordemos que al realizar un contraste de hipotesis
interesa conocer la distribucion de probabilidad del estadistico bajo el
supuesto de que H, es cierta. En este sentido, el estadistico (p; — p,),
bajo Ho y en el caso de muestras grandes, tiene una distribucién aproxi-
madamente normal, con media y varianza dadas por:

Media: E(p; —p,) =P—P =0

P(A-P) p(1-P) L
 V(n — ) = =P(1-p)—+—
Varianza: V(p; — p,) ™ + le (1-p n, * n,
Es decir que:

(1 —p2)—0

~N(0;1)
Jp(1 -P) (ni1 + %)

(5.6)

Dado que es grande, si sustituimos P por su estimador, que denotamos
por p, el resultado anterior se mantiene.

Ahora bien, como p es el estimador de la proporcién comin P de dos
poblaciones, lo razonable es que el valor de p se obtenga combinado la
informacién proveniente de las dos muestras.

Si tenemos presente que p; = x,/n, y p, = x,/n, siendo X; — X, varia-
bles binomiales que representan el numero de éxitos en la muestra n,
y n, respectivamente, entonces la forma mas adecuada de definir p es
la siguiente:

Xt X, mypp +mpp,

L n, +n,

Luego, asumiendo que H, es cierta, el estadistico
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P1— P2
Jp(l -p) (ni1 + niz)

sigue una distribucion aproximadamente N(0;1).

En resumen, para contrastar la hipotesis nula H,:P, = P, contra cualquier
01 2
hipotesis alternativa H, en el caso en que los tamafos de muestras sean
1
grandes, se utiliza como estadistico de contraste:

P1— D2
\/p(l —p) (nil+ni2)

el cual, bajo H,, sigue una distribucion aproximadamente N(0;1).

Z.=

Finalizamos sefialando que la desviacion estandar estimada del estadis-
tico p; — p, que utiliza en el intervalo de confianza para P, — P, es dife-
rente de la que se usa en el contraste de hipdtesis, por cuanto en el caso
de la estimacidn por intervalo no se sabe si P, = P,

Resumiendo, los pasos a seguir en la contrastacion de hipdtesis son:

a. Plantear las hipoétesis a contrastar

o HiP,=P, o HyP,=P, o HyP,=P,
H:P<P, H,:P, > P, Hy:P, #P,

=

Fijar el nivel de significacion:

c. Establecer el estadistico a utilizar

P1 — D2

\/p(l —-p) (nil+n—12)

Z, = ~N(0; 1)

d. Determinar el valor y la region criticos

Los valores criticos correspondientes se deben ubicar en la tabla de la
distribuciéon normal (figura 4.3) del capitulo 4.
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e. Calcular el estadistico
En este paso se calcula el estadistico fijado en el paso (iii) para ser
cotejado con el valor critico.

f.  Decidir e interpretar
Al comparar el valor del estadistico debe cerciorarse si cae en la
region de rechazo de la hipdtesis nula; en caso contrario, se expresa
que no se rechaza la hipdtesis nula o que el contraste no es estadis-
ticamente significativo.

Ejemplo 5.2:

Se desea averiguar si un programa de television tiene la misma preferen-
cia entre hombres y mujeres de una region. Se selecciona una muestra
aleatoria de tamafo 100 de la poblacion de hombres y se encuentra que
a 30 de ellos les gusta el programa; igualmente se seleccionan aleatoria-
mente 125 mujeres y se obtiene que a 40 de ellas les agrada el programa.
Realizar el contraste de hipotesis adecuado utilizando o = 0,05.

Solucién:

Denotemos por P, y P, a la proporcion de hombres y mujeres en sus res-
pectivas poblaciones que les gusta el programa de TV. Si lo que se quiere
averiguar es si P, y P, son iguales o no, las hipétesis a contrastar son:

a. Plantear las hipotesis a contrastar

Hy:P, = P, lo que es equivalente a (P, — P, =0)
Hq:P, # P, lo que es equivalente a (P, — P, # 0)

b. Fijar el nivel de significaciéon: a = 0,05

c. Establecer el estadistico a utilizar

7, = P1 — D2 ~N(0; 1)

Jp(l -P) (nll+n—12)
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d. Determinar el valor y la region criticos
Se trata de un contraste bilateral (dos colas) y, por lo tanto, para
a = 0,05 los valores se obtienen de la tabla normal N(0;1).

Za/Z = ZO,OZS = 1:96 Yy ZO,OZS = _1,96

Figura 5.2 Valor y regidn criticos
Fuente: MLB

e. Calcular el estadistico
En este paso se calcula el estadistico fijado en el paso ¢ para ser co-

tejado con el valor critico.

Se tiene que:

30 40
P1=15g = 0,30 P2 =5z = 0,32
~100(0,3) +125(0,32) _
h 100 + 125 =031
0,30 — 0,32
Z =-0,32

c —
1 1
J 0310069 (155 + 125)

f.  Decidir e interpretar
El criterio de decision es rechazar H, si Z, < —1,960 0 Z, = —1,96.

Dado que Z; estda comprendido entre -1,96 y 1,96, no se rechaza H, con
a = 0,05. No hay evidencia suficiente en las muestras en contra de la
presuncion de que el programa de television es igualmente preferido
por los hombres y las mujeres de la region.
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Ejercicios

Se selecciona una muestra aleatoria de 200 votantes y se encuentra
que 114 apoyan un convenio de anexion.

i. Encuentre el intervalo de confianza de 96 % para la fraccion de la
poblacion votante que favorece el convenio.

ii. ;Qué podemos asegurar con 96 % de confianza acerca de la po-
sible magnitud de nuestro error si estimamos que la fraccién de vo-
tantes que favorece la anexion es de 0,57?

En una muestra aleatoria de 1.000 casas en cierta ciudad, 228 se
calientan con petroleo. Encuentre el intervalo de confianza de 99 %
para la proporcion de casas que se calientan con petrdleo.

Calcule un intervalo de confianza de 98 % para la proporciéon de
articulos defectuosos en un proceso cuando una muestra de tamafo
100 arroja 8 defectuosos.

En el estudio Germination and Emergence of Broccoli, que lleva a
cabo el departamento de horticultura de un instituto universitario,
un investigador encuentra que a 5 °C, 10 semillas de 20 germinaron,
mientras que a 15 °C, 15 de 20 semillas germinaron. Calcule el in-
tervalo de confianza de 952 % para la diferencia entre la proporcion
de germinacion en las dos diferentes temperaturas y decida si hay
una diferencia significativa.

Un fabricante de reproductores de musica y video utiliza un conjun-
to de pruebas amplias para evaluar la funcion eléctrica de su pro-
ducto. La totalidad de los reproductores debe pasar todas las prue-
bas antes de venderse. Una muestra aleatoria de 500 reproductores
tiene como resultado 15 que fallan en una o mas pruebas. Encuentre
un intervalo de confianza de 90 % para la proporcion de los repro-
ductores de musica y video que pasan todas las pruebas.

Un experto en mercadotecnia de una compaiiia fabricante de pasta
considera que 40 % de los amantes de la pasta prefieren la lasafia. Si
9 de 20 amantes de la pasta eligen lasafa sobre otras pastas, ;qué se

10.

11.
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puede concluir acerca de la afirmacion del experto? Utilice un nivel
de significancia de 0,05.

Se cree que al menos 60 % de los residentes de cierta drea favorece
una demanda de anexién de una ciudad vecina. ;Qué conclusién
extraeria si solo 110 en una muestra de 200 votantes esta a favor de
la demanda? Utilice un nivel de significancia de 0,05.

Una compaiiia petrolera afirma que 1/5 de las casas en cierta ciudad
se calienta con petrdleo. ;Tenemos razon en dudar de esta afirma-
cion si en una muestra aleatoria de 1.000 casas en esta ciudad, 136
se calientan con petroleo? Utilice un nivel de significancia de 0,01.

En una investigacion se estima que 25 % de los estudiantes van en
bicicleta a la escuela. ;Esta parece ser una estimacién valida si en
una muestra aleatoria de 90 estudiantes universitarios, 28 van en
bicicleta a la escuela? Utilice un nivel de significancia de 0,05.

En un estudio para estimar la proporcion de residentes de cierta
ciudad y sus suburbios que estan a favor de la construccion de una
planta de energia nuclear, 63 de 100 residentes urbanos estan a favor
de la construccion, mientras que solo 59 de 125 residentes suburba-
nos la favorecen. ;Hay una diferencia significativa entre la propor-
cion de residentes urbanos y de suburbanos que favorecen la cons-
truccion de la planta nuclear? Use un valor de significacion de 5 %.

Se considera un nuevo dispositivo de radar para cierto sistema de
misiles de defensa. El sistema se verifica mediante la experimen-
tacion con aeronaves reales en las que se simula una situacién de
baja o no baja. Si en 300 pruebas ocurren 250 muertes, no rechace
o rechace, en un nivel de significancia de 0,04, la afirmacion de que
la probabilidad de una baja con el sistema nuevo no excede la pro-
babilidad de 0,8 del sistema existente.



6. Inferencia
acerca de una

dos varianzas
poblacionales

141

INFERENCIAS ACERCA
DE UNA Y DOS VARIANZAS
POBLACIONALES

En este capitulo se considera la estimacién puntual, por intervalos y
contrastacion de hipdtesis en aquellos casos en los cuales se desea es-
timar una sola varianza / desviacién estandar y el cociente entre dos
varianzas poblacionales. Para los primeros casos se hace uso de la distri-
bucién chi-cuadrado y para los segundos, la distribucion F de Snedecor.

6.1 Inferencia estadistica

con respecto a una varianza (¢*)
o desviacion estandar
poblacional (o)

Se han analizado los procedimientos a seguir para construir intervalos
de confianza y prueba de hipdtesis referentes a una o dos medias pobla-
cionales. Sin embargo, existen situaciones practicas donde se esta inte-
resado en hacer inferencia sobre la variabilidad de una poblacién. Por
lo tanto, en este capitulo se estudia cémo hacer inferencia (estimacion y
prueba de hipotesis) acerca de la varianza o desviacion estandar de una
poblacion, usando la distribucion chi-cuadrado.
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6.2 Estimacion para la varianza
(o desviacion estandar) poblacional

Se ha visto que la varianza de la poblacién (62) es un nimero que cuan-
tifica la cantidad de variabilidad de una poblacién. Muchas veces se des-
conoce el valor real de o2y, por esta razdn, se requiere estimarlo utili-
zando una estimacion puntual o una estimacion por intervalo.

1. Estimacion puntual

El estadistico muestral s:= W es un estimador insesgado para
a2 Por ello se utiliza S? como un estimador puntual del parametro pobla-
cional 62 0 S como un estimador puntual del parametro poblacional .

2. Estimacion por intervalo

Dada una muestra aleatoria de tamafno pequeiio seleccionada de una
poblacién normal o aproximadamente normal, con una media ¢ y una
varianza g%, ambas desconocidas, el estadistico a partir del cual se obtie-
ne’ un intervalo de confianza para a2 es:

YL (X —X)?  (n—-1)s?
=

g2

(6.1)

que tiene distribucién X* con (n - 1) grados de libertad.

El intervalo de confianza para 0% se deduce a partir de la figura 6.1.
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Figura 6.1 Gréfico de una distribucién chi-cuadrado
Fuente: MLB

Con base en la figura 6.1 se puede deducir que un valor cualquiera de la
. . <7 . 2 .
distribucién, digamos Xn-1, se encuentra en el intervalo (xi_l @K e
' 2
Con un (1 - a) % se tiene que:

PT' (XZ a < szl—l < X‘rzl—l;%) =1l—-a (62)

n-1,1- >

donde:
Xn-1,1- /2 es un valor de la distribucién chi-cuadrado que deja un drea
de (1 - a) alaizquierda de la curva.

2 . . . . . /
Xn-1,a/2 es un valor de la distribucién chi-cuadrado que deja un area de

o/2 ala derecha de la curva.
Sustituyendo Xn-1por w en la ecuacion (6.2.) nos queda:
a

(n—1)s?
B (X121—1,1— a2z < o2 < )(121—1,11/2 =1l-a

Esta afirmacion de probabilidad puede expresarse como:

P ! < o < ! =1
"\ (n—1)s? -

2
n-11-a/2 Xn—l, a/2
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Multiplicando por (n — 1)S? cada término de la desigualdad se obtiene:

n—1)s? n—1)s?
p [(2—)< o < (2—)]=1—a

Xn—l, a/2 Xn—l,l—a/z
Para una muestra aleatoria de tamafio pequefio (n < 100), se calcula la
varianza de la muestra S? y el intervalo de confianza de 1 - a/2 para o
esta dado por:

(TR

2 2
Xn—l, a/2 Xn—l,l— a/2

Si calculamos la raiz cuadrada de cada uno de los tres términos de esta
doble desigualdad se obtiene un intervalo de confianza para la desvia-
cion tipica de la poblacion o2

A continuacion, se presenta un ejemplo para estimar la varianza y la
desviacion estandar poblacional.

Ejemplo 6.1:

En el semestre 2014-1 se selecciona una muestra aleatoria de 10 estu-
diantes de la asignatura Estadistica II en la Facultad de Economia de
una prestigiosa universidad y se mide el tiempo que tardan en terminar
el primer examen parcial. Los resultados en minutos son los siguientes:

120, 100, 90, 120, 80, 70, 98, 60, 90, 105
Se pide que:

i. Obtenga la varianza muestral.

ii. Calcule e interprete un intervalo de confianza de 90 % para la ver-
dadera varianza del tiempo que tardan los estudiantes en terminar
el examen.

iii. Calcule e interprete un intervalo de 90 % para la desviacidn estan-
dar poblacional.
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Solucion:

i. Varianza muestral (52)
Para obtener la varianza muestral, se tiene que calcular, en primer
lugar, la media muestral:

%X

X = - = 93,3 minutos

Por lo tanto, la varianza muestral de los valores dados es:

_ TXZ-nX?  90.529 —10(93,3)°

= 386,68 minutos
n—1 9

SZ

ii. Como la muestra es aleatoria de tamafio pequefio (n < 100) y se con-
sidera que el tiempo que tardan los alumnos en terminar el examen
se distribuye normalmente, el intervalo de confianza para o2 serfa:

((n—1)52< 2 < (n—1)52>

2 2
Xn—l, a/2 Xn—l,l—ac/z

Comov =10 — 1 = 9grados de libertad y @ = 0,10 se localiza en la tabla
del anexo C, el valor de:

X = 1010 = X005 = 169190 y
"2

2
a
n-1, >

2
a
n-1,1- 5

X = Xg, 1-0.05 — Xg,ogs = 3,32511

Al sustituir estos valores junto con n = 10 y $? = 386,68 en la féormula
del intervalo de confianza para o% se obtiene:

(9 (38668) _ , _9 (386,68))
169190 = ¢ 3,32511

(205,69 < ¢? < 1.046,62 )minutos?
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Interpretacion:

. . .
Se espera con un 90 % de confianza que la verdadera varianza del tiem
po que tardan los estudiantes en terminar el examen se encuentre entre

205,69 y 1.046,62 minutos®.

iii. Elintervalo de confianza de 90 % para o seria:

(120569 < o < /104662)

(14,34 < ¢ < 32,25) minutos
Interpretacion:

La desviacion estandar poblacional(o) del tiempo que tardan los estu-
diantes en resolver el examen se encuentra entre 14,34 y 32,35 minu-
tos, con una confianza de 90 %.

3. Contrastacion de hipotesis

Cuando el tamafio de la muestra es pequefio y la poblacion de la que se
selecciona la muestra es normal o aproximadamente normal, se utiliza
la distribucion chi-cuadrado para probar hipotesis con respecto a una
varianza o desviacion estandar poblacional. Para tal fin se aplica el si-
guiente procedimiento:

a. Plantear las hipotesis a contrastar a
Se plantea la hipdtesis nula y la alternativa. Se debe escoger una de
las siguientes opciones:
Hy:02 =02 Hyo*=0¢ Hy:0%=0f

Hy:0%>0f Hy:0%2<0f Hy:0%+#a§

b. Fijar el nivel de significacion:
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c. Establecer el estadistico a utilizar
La distribucion a utilizar en este caso es chi-cuadrado y el estadisti-
co apropiado bajo la hipdtesis nula g = o¢ es el siguiente:

(n—1)5?
Xe = —=
Og

(6.4)

que tiene distribucion chi-cuadrado con n - 1 grados de libertad.

d. Determinar el valor y la region criticos

2 3 4 1 2 3 4 5 ; 0 1 2 3
X(v;@) Xw1-a) X2(;1-a/2) X2(v;a/2)

H :0% > d? Hy:0% < of H,:0% # o
Figura6.2.a Figura6.2. b Figura6.2.c

Figura 6.2 Regiones y valores criticos para el contraste de hipdtesis
Fuente: MLB

e. Calcular el estadistico
En este paso se calcula el estadistico fijado en el paso (iii) para ser
comparado con el valor critico.

B (n—1)52

2
Oy

xXe

f.  Decidir e interpretar
Si el valor calculado del estadistico de prueba cae en la region criti-
ca, entonces se rechaza la hipétesis nula y se acepta lo planteado en
la hipdtesis alternativa al nivel de significacion a. Cuando el valor
calculado cae en la region de aceptacion, se decide no rechazar Hy,
al nivel de significacion a . Se concluye de acuerdo con lo planteado
en el problema.
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Ejemplo 6.2:

Suponga que a nivel nacional se considera que la variable gasto men-
sual estudiantil se distribuye normalmente X~N (u = 8.000%,0 = 50%
). Se selecciona aleatoriamente un grupo de 30 estudiantes de la UPB
y la varianza mensual resultante es de $* = 4.000$> ;Tienen los gastos
mensuales de los estudiantes de esta universidad una varianza signi-
ficativamente mayor que la de todos los estudiantes universitarios
del pais? Haga la prueba con un nivel de significaciéon de 5 % (Nota:
o? =502 = 2.500).

Solucion:
a. Plantear las hipotesis a contrastar

Hy:0? = 2.500 (La varianza del gasto mensual de los estudiantes de la
UPB es significativamente igual a la varianza del gasto
mensual de todos los universitarios del pais).

H,:0% > 2.500 (La varianza del gasto mensual de los estudiantes de la
UPB es significativamente mayor a la varianza del gasto
mensual de todos los universitarios del pais).

b. Fijar el nivel de significacién: a = 0,05

c. Establecer el estadistico a utilizar
Como el tamano de la muestra es pequerio, seleccionada de una po-
blacién normal, el estadistico apropiado seria:

_ (n-1)s?

2
X 2
Oy

[
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d. Determinar el valor y la region criticos (ver figura 6.3)

42,5570 + o

REGION DE ACEPTACION | REGION CRITICA

Figura 6.3 Valor y regidn criticos
Fuente: MLB

e. Calcular el estadistico

_ (n—1S* _ (29)(4.000) 116000 _

2 = = = 46,40
X o2 2.500 2.500

c

f.  Decidir e interpretar
Como el valor calculado del estadistico de prueba cae dentro de la
region critica, se toma la decisién de rechazar la hipotesis nula. Se
comprueba que los gastos mensuales de los estudiantes de la UPB
tienen una varianza significativamente mayor que la varianza pre-
sentada a nivel nacional. Esta prueba se ha realizado con un nivel de
significaciéon de 5 %.

Ejemplo 6.3:

Por investigaciones anteriores, se conoce que el aumento de peso en ki-
los para las razas comunes de ovejas durante los primeros 6 meses de
vida se distribuye segin una normal X~N (u = 20,0 = 6). En un estudio
actual se sugiere que para cierta raza de ovejas, el aumento de peso en
ese periodo de tiempo es mas uniforme (es decir, su varianza es menor
de 36). Se toma una muestra aleatoria de 10 ovejas; sus aumentos de
peso durante los primeros 6 meses de vida fueron: 15, 10, 20, 30, 25, 17,
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23, 19, 21, 20 kilos. Utilizando a = 0,10 ;puede llegarse a la conclusién
de que la varianza en el aumento de peso en esta raza de ovejas es menor
que la de las razas comunes?

Solucion:
a. Plantear las hipoétesis a contrastar

Hy:0% = 36 (La varianza del aumento de peso de esa raza de ovejas du-
rante los primeros seis meses de vida es significativamente
igual al de las razas comunes).

Hy:0% <36 (La varianza del aumento de peso de esa raza de ovejas du-
rante los primeros seis meses de vida es significativamente
menor al de las razas comunes).

b. Fijar el nivel de significacién: a = 0,10
c. Establecer el estadistico a utilizar

Como el tamano de la muestra es pequerio, seleccionada de una po-
blacién normal, el estadistico apropiado seria:

d. Determinar el valor y la region criticos

0 4,16816 + 00

REGION CRITICA | REGION DE ACEPTACION

Figura 6.4 Valor y region criticos
Fuente: MLB
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e. Calcular el estadistico
En primer lugar, se debe conocer la media y la varianza para susti-
tuirlo en la ecuacién (6.4.).

Media:

_ XX, 200 _
X = T— W—ZOkllOS
Varianza:

XX -nX?  4270-(10)(20)> 270
= L = = —_—

2
S n—1 9 9

=30

Sustituyendo en la ecuacion (6.4) se tiene:

_(-Ds*_ (B0 _270

2 — —
X o2 36 36

=750

f.  Decidir e interpretar
Como el valor calculado del estadistico de prueba cae en la region
de aceptacidn, se decide no rechazar H,. La muestra no ofrece su-
ficiente evidencia para concluir que la varianza en el aumento de
peso de esa raza de ovejas es menor que la de las razas comunes.
Esta prueba se ha realizado con un nivel de significacion de 10 %.

Ejemplo 6.4:

El gerente de control de calidad de una fabrica de bombillas necesita
conocer si la desviacion estandar de la vida de las bombillas de un gran
embarque ha cambiado de 100 horas. Si una muestra aleatoria de 15
bombillas sefiala una desviacion estandar de 110 horas, al nivel de sig-
nificaciéon de 0,01, ;existe evidencia en la muestra de que la desviacion
estandar ha cambiado? Suponga que la vida de las bombillas se distri-
buye normalmente.
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Solucion:
a. Plantear las hipotesis a contrastar

Hy:0=10060% =10.000 (La desviacién estdndar de la vida de las
bombillas no ha cambiado, es decir, es igual
a 100).

Hy:0 #1006 0% # 10.000 (La desviacién estdndar de la vida de las
bombillas ha cambiado, es decir, es diferen-
te a 100).

b. Fijar el nivel de significaciéon: & = 0,01

c. Establecer el estadistico a utilizar

_ (n-1)s?

2
X 2
Oy

[

d. Determinar el valor y la region criticos

a
5=
0 4,07467 31,3194 + 00
REGION REGION DE REGION
CRITICA ACEPTACION CRITICA

Figura 6.5 Valor y regidn criticos
Fuente: MLB

e. Calcular el estadistico

, (15— 1)(110)?

= 16,94
Xe (100)?
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f.  Decidir e interpretar
Como el valor del estadistico de prueba se encuentra en la zona de
aceptacion, se decide no rechazar H,. La muestra no ofrece suficien-
te evidencia para que el gerente pueda llegar a la conclusion de que
la desviacion estandar ha cambiado, con un nivel de significaciéon de
0,01.

1. Inferencia estadistica con respecto
a dos varianzas poblacionales

Muchas veces surge la necesidad de obtener informacion sobre la va-
riabilidad de dos poblaciones. Esta informacion se puede adquirir por
medio de la estimacién o la prueba de hipdtesis. En este apartado se
presenta el procedimiento a seguir para la estimacion y la prueba de
hipoétesis de dos varianzas poblacionales cuando las muestras son alea-
torias e independientes, de tamafio pequeiio, seleccionadas de poblacio-
nes normales o aproximadamente normales.

Para obtener informacion sobre el valor desconocido de las varianzas
de dos poblaciones se ha ideado un procedimiento estadistico basado
en la razdn de las dos varianzas muestrales, utilizando una estimacion
puntual o una estimacién por intervalo.

a. Estimacion puntual
La estimacion puntual de la razén de dos varianzas poblacionales,
digamos (‘;—1:2), estd dada por el cociente de sus respectivas varianzas
muestrales (Ss—iz).

b. Estimacion por intervalo
Para dos muestras aleatorias independientes de tamafio pequerio,
provenientes de poblaciones chi-cuadrado, el estadistico a partir del
cual se obtiene un intervalo de confianza para (%) es (”225‘2).

2¢2
0183

Suponga que:

UXo-n Y VXl
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Por lo tanto:

. (- 1)s? . (- DS?
X1 = 012 Xz—a—zz

Donde Uy V son independientes, se tiene que el cociente:

)
(6.6)
)

)
(nz-1)

Si sustituimos y;y x5 dada en (6.5) en (6.6):

(n, —1)S2
of
(n1 - 1)

_ St/a} _ a3S

(6.5)

2
1

(n, —1)S2\  S%/c2  o2S2

o7
(n, — 1)

que tiene una distribucién F con (n — 1) y (n — 2) grados de libertad.

El intervalo de confianza se puede deducir a partir de la figura 6.6.

a
£ ) (v1,v2) F% W1v2)

Figura 6.6 Distribucién F
Fuente: MLB

(v102)
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Con base en la figura se puede describir:

=1l-a

P. [F < F(U1,U2) < FZ—(ULUZ)]

1—%(1’1'“2)
. 2¢2

Sustituyendo Fg,, »,) por %, nos queda:
1+v2

252
P |F < Z° pg =1-a
r 1—%(1}1,112) 0-12522 5(V1v2)

2
cada término de la desigualdad por %, se obtiene

Al multiplicar
que: !
s3 o _S;

P [5_12 Fl—%(vl,vz) < 0—_12 § F%(ULUZ)] =1l-a

Esta afirmacion probabilistica puede expresarse como:

Sl e s X
—_ —_— = —|=1-a
r 2 2 2
SZ Fl—g(vpvz) %2 52 F%(Urvz)

Invirtiendo los términos, nos queda:

sz 1 o2 2 1 )
— — — — —a

N 2 2
S; F o, S5 Fl—%(vl,uz)

a
5 (V1v2)

Como F,_ £(v,,v,) NO se encuentra directamente en la tabla, hay que

aplicar la propiedad reciproca:
1
F

a
1- =(v1,09)
z F%(Uzﬂh)

1

se tiene:

Remplazando F; L(v10;) POT Ry
(v2v1)

Si_ 1 e S C1-g
022 522 %(UZIUI) -

P

<z
52 SW12)
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Cuando se seleccionan muestras aleatorias independientes de tama-
fo pequeno, provenientes de poblaciones normales, y calculamos
las varianzas muestrales, el intervalo de confianza de (1 — a) % para

2 7
% estd dado por:
)

sz 1 oz §?

5—22 F < 5—22 %(Uz'vl) (6.7)

2
a 0.
F(V1.U2) 2

Ejemplo 6.5:

Un grupo de 25 varones y 16 mujeres presentan el mismo examen de
estadistica. Los varones obtienen una calificaciéon promedio de 16 pun-
tos y una desviacion estandar de 8 puntos, mientras que las mujeres
obtienen una calificacion promedio de 12 puntos, con una desviacion
estandar de 6 puntos. Encuentre un intervalo de confianza de 98 % para
el cociente de las varianzas poblacionales (”_12), donde o7y 07 representan
las varianzas de las poblaciones de calificaciones de varones y mujeres,
respectivamente.

Solucion:
Como las muestras son independientes, de tamafio pequefio y selec-
cionadas de poblaciones normales, el intervalo de confianza apropiado
para % es:
a7
sz 1 of St

5_22 F g 5_22 Czi(Uval)
Donde:

Sz 64
1-a=093
a=0,02
a_

5—0,01
vu=n-—-1=25-1=24
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v,=n,—-1=16—-1=15

= F0,01(24,15) =3,29

F FW12)

= F0,01 (15,24) — 2,89

a
v2,v1)

Sustituyendo estos valores en la férmula del intervalo de confianza se
obtiene:

178( 1 )< % 178 (289)
"U\329) "6 '

of
054< — <514

2

Interpretacion:

Se tiene un 98 % de confianza de que la razon entre las variabilidades de
las calificaciones de las poblaciones de varones y mujeres se encuentre
en el intervalo hallado. Como el intervalo abarca el valor 1,0, esto indica
que se tiene un 98 % de confianza de que of no es significativamente
diferente de 7.

c. Contrastacion de hipdtesis
A veces es necesario demostrar si dos poblaciones tienen la misma
varianza, bien para probar la suposicién de igualdad de varianzas
(cuando se hace inferencia acerca de la diferencia entre dos medias
poblacionales, con muestras aleatorias independientes de tamafio
pequeio), o bien para obtener informacién sobre las varianzas de
dos poblaciones.

Para probar la hipotesis of = 07 mediante la distribucion F se ha
creado un procedimiento estadistico basado en la razén de las va-
rianzas muestrales S7/SZ, y se considera el grado en que la razén
Sz/S% difiere de 1,0. Si se cumple que o = o7, cabria esperar que la
razén S7/S7 tuviese un valor cercano a 1,0. Asi, mientras mayor sea
la discrepancia entre S/SZy 1,0, menor confianza se tendra de que
of sea significativamente igual a o5.
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El procedimiento general para probar hipotesis con respecto a dos
varianzas poblacionales se presenta a continuacion:

a. Plantear las hipotesis a contrastar
Se plantea la hipdtesis nula y la alternativa. Se debe escoger una de
las siguientes opciones:

Hy:0,%2 =07 Hy:0,°> =0} Hy:0,° = o}
H :0,2>0? H:0* <0? H,:0,%# 0}

b. Fijar el nivel de significacion: a

c. Establecer el estadistico a utilizar
Se determina el estadistico de prueba. La distribucion a utilizar en
este caso es la F de Snedecor y el estadistico apropiado bajo la hipo-
tesis nula 6? = gl es:

_St
o

que tiene una distribucién F conv; =n, —1yv, =n, — 1.

F, (6.8)

d. Derminar el valor y region criticos (figura 6.7)

o8- o8- 08
07- 07- 07
04 04 04

02- 02- 02
01 01 01

N 0 1 2 3 4 H N 0 1 2 3 4 H N 0 1 2 3
Fiypo. 1 1 (1.1 e
(e Fororald Fosviard Fliviial?)
L2 2 L2 2 L2 2
Hy:00% > 0, Hy:0,° <o0; Hy:0.% # 0,

Figura 6.2. a Figura6.2. b Figura 6.2.c

Figura 6.7 Regiones y valores criticos para el contraste de hipdtesis
Fuente: MLB

e. Calcular el estadistico
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f.  Decidir e interpretar
Si el valor calculado del estadistico de prueba cae en la region de
rechazo, entonces se rechaza la hipdtesis nula y se acepta lo plantea-
do en la hipétesis alternativa, al nivel de significacion a. Cuando el
valor calculado cae en la region de aceptacion, se decide no rechazar
H, al nivel de significacion a. Se interpreta o se concluye de acuerdo
con lo planteado en el problema.

Ejemplo 6.6:

Un gerente de produccion piensa que la productividad promedio de los
empleados expertos es mayor que la de los nuevos, pero no espera que
la varianza de ella difiera en los 2 grupos. En un grupo de 16 empleados
nuevos, la produccidn unitaria promedio es de 20 unidades por hora,
con una varianza de 56 unidades al cuadrado. En un grupo de 21 em-
pleados con 5 afios de experiencia, la produccidon promedio en el mismo
tipo de trabajo es de 30 unidades por hora, con una varianza muestral
de 28 unidades al cuadrado. ;Hay evidencia suficiente en los datos para
concluir que existe una diferencia en la varianza de la produccion en los
2 niveles de experiencia? Use un nivel de significacion de 0,05.

Solucion:
a. Plantear las hipoétesis a contrastar

H,:0,% = 07(La varianza de la produccion en el primer nivel de
experiencia es significativamente igual a la varianza del
segundo nivel).

H,:0,* # of(La varianza de la produccion en el primer nivel de
experiencia difiere significativamente de la varianza del
segundo nivel).

b. Fijar el nivel de significacién: a = 0,05

c. Establecer el estadistico a utilizar
Como las muestras son aleatorias, independientes, de tamafo pe-
queio y fueron seleccionadas de poblaciones normales, el estadisti-
co apropiado seria:
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_ St

Bo5

d. Determinar el valor y la region criticos

0 036 2,57 +

REGION CRITICA
(SE RECHAZA H,)

REGION DE
ACEPTACION
(NO SE RECHAZA H,)

REGION CRITICA
(SE RECHAZA H,)

Figura 6.8 Valor y regidn criticos

Fuente: MLB
B 1
Fl—%;(vpvz) - a
3:(“211)1)
; 1 L 036
0975 (1520 = B ey 276

= Fo,025(15,20) = 2,57

a
5 (V1v2)

e. Calcular el estadistico

f.  Decidir e interpretar
Como el valor calculado cae en la region de aceptacion, entonces no
se rechaza H,. La varianza de la produccion del primer nivel no es
significativamente diferente a la del segundo nivel con un a = 0,05.
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Ejemplo 6.7:

El supervisor de control de calidad de una compaiiia esta interesado en
determinar si la varianza en la longitud de los tornillos producidos por la
maquina 1 es mayor a la varianza de la longitud de los tornillos produ-
cidos por la maquina 2. Estas maquinas estan disefiadas para producir
tornillos idénticos, los cuales deben medir 3 cm de longitud. Sin embargo,
debido a ciertos factores implicados en el proceso de produccion, las lon-
gitudes de los tornillos varian ligeramente de la longitud establecida. Se
seleccionan 2 muestras aleatorias de 13 y 16 tornillos de las maquinas 1
y 2, obteniéndose las siguientes varianzas: S7 = 0,6 y S = 0,4. Supdngase
que las 2 poblaciones tienen distribucién normal. Con un nivel de signifi-
cacion de 0,05, realice la prueba de hipotesis de interés para el supervisor.

Solucion:

a. Plantear las hipotesis a contrastar

Hy:01* = 07 (Lavarianzaenla longitud de los tornillos producidos por
la maquina 1 es significativamente igual a la de los torni-

llos producidos por la maquina 2).
H,:0,> >0} (Lavarianzaenla longitud de los tornillos producidos por
la maquina 1 es significativamente mayor a la de los torni-

llos producidos por la méaquina 2).
b. Fijar el nivel de significacién: a = 0,05

c. Establecer el estadistico a utilizar
Como las muestras son aleatorias, independientes, de tamafo pe-
queio y fueron seleccionadas de poblaciones normales, el estadisti-
co apropiado seria:

_ St

=5
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d. Determinar el valor y la region criticos

Fuz,15)

0 2,48 + 00

REGION DE ACEPTACION | REGION CRITICA

Figura 6.9 Valor y regidn criticos
Fuente: MLB

v, =n,—1=13-1=12
=n,-1=16—1=15

1)
Fa(vuvz) = ﬁ0.05(12,15) =24

Calcular el estadistico

Decidir e interpretar

Como el valor calculado cae dentro de la regién de aceptacion, en-
tonces no se rechaza H,. No existe evidencia en la muestra para con-
cluir que la varianza en la longitud de los tornillos producidos por la
maquina 1 es significativamente mayor a la varianza en la longitud
de los tornillos producidos por la maquina 2 con a = 0,05.
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Ejercicios

Un fabricante de baterias para automovil afirma que sus baterias du-
raran, en promedio, 3 afos, con una varianza de 1 afo. Si 5 de estas
baterias tienen duraciones de 1,9, 2,4, 3,0, 3,5 y 4,2 aflos, construya
un intervalo de confianza de 95 % para o2y decida si la afirmacion
del fabricante de que 6% = 1 es valida. Suponga que la poblacion de
duraciones de las baterias se distribuye de forma aproximadamente
normal.

Una muestra aleatoria de 20 estudiantes obtiene una media de
%, = 72y una varianza de s? = 16 en un examen de colocacién en
matematicas. Suponga que las calificaciones se distribuyen normal-
mente y construya un intervalo de confianza de 98 % para g2

La experiencia anterior indica que el tiempo que se requiere para
que los estudiantes de dltimo afio de preparatoria completen una
prueba estandarizada es una variable aleatoria normal con una
desviacion estandar de 6 minutos. Pruebe la hipétesis de que o = 6
contra la alternativa de que ¢ < 6 si una muestra aleatoria de 20
estudiantes de ultimo afio de preparatoria tiene una desviacion es-
tandar s = 4.51. Utilice un nivel de significancia de 0,05.

Se deben supervisar las aflatoxinas producidas por moho en cose-
chas de cacahuate en cierta region. Una muestra de 64 lotes de ca-
cahuate revela niveles de 24,17 ppm, en promedio, con una varianza
de 4,25 ppm. Pruebe la hipotesis de que 6% = 4,2 ppm con la alter-
nativa de que 0% # 4,2 ppm. Utilice un nivel de significancia de 0,05.

Algunos datos histdricos indican que la cantidad de dinero con que
contribuyeron los residentes trabajadores de una ciudad grande a
un escuadron de rescate voluntario es una variable aleatoria normal
con una desviacion estindar de $1,40, es decir, 4.200 pesos apro-
ximadamente. Se sugiere que las contribuciones al escuadrén de
rescate de los empleados del departamento de sanidad son mucho
mas variables. Si las contribuciones de una muestra aleatoria de 12
empleados del departamento de sanidad tienen una desviacion es-
tandar de $1,75, ;podemos concluir con un nivel de significancia
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de 0,01 que la desviacion estandar de las contribuciones de los tra-
bajadores de sanidad es mayor que la de todos los trabajadores que
viven en esta ciudad?

Se dice que una maquina despachadora de refrescos esta fuera de
control si la varianza de los contenidos excede 1,15 decilitros. Si una
muestra aleatoria de 25 bebidas de esta maquina tiene una varianza
de 2,03 decilitros, ;lo anterior indica con un nivel de significancia
de 0,05 que la maquina esta fuera de control? Suponga que los con-
tenidos se distribuyen aproximadamente normal.

Se comparan dos tipos de instrumentos para medir la cantidad de
mondxido de azufre en la atmdsfera en un experimento de contami-
nacion del aire. Se desea determinar si los dos tipos de instrumentos
dan mediciones con la misma variabilidad. Se registran las siguien-
tes lecturas para los dos instrumentos:

Tabla 1. Mediciones

Monoxido de azufre

Instrumento A  Instrumento B

0.86 0.87
0.82 0.74
0.75 0.63
0.61 0.55
0.89 0.76
0.64 0.7
0.81 0.69
0.68 0.57
0.65 0.53

Suponga que las poblaciones de mediciones se distribuyen de forma
aproximadamente normal y pruebe la hipdtesis de que g, = g con-
tra la alternativa de que 0, # 0. Use un valor & = 0,10
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Construya un intervalo de confianza de 99 % para la desviacion es-
tandar usando la informacién del ejercicio 6 del capitulo 4.

Construya un intervalo de confianza de 98 % para <g> usando la
informacién del ejercicio 7 del capitulo 4, donde ¢ y ofson, res-
pectivamente, las desviaciones estandar para las distancias que
se obtienen por litro de combustible en los camiones compactos

Volkswagen y Toyota.
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ANALISIS REGRESION
LINEAL SIMPLE

El objetivo principal de algunas investigaciones estadisticas consiste en
establecer la relacion entre dos o mas variables. Para estudiar la relacién
existente entre ellas se utilizan dos técnicas: el analisis de regresion y el
analisis de correlacion.

El analisis de regresion se utiliza para fines de predicciéon o descrip-
cién. Su objetivo principal es desarrollar una ecuacion de prediccion,
es decir, una férmula matematica que se pueda usar para predecir
los valores de una variable dependiente o de respuesta, basada en los
valores de otra u otras variables independientes o explicatorias. Por
ejemplo, se podria estar interesado en predecir las ventas de un nuevo
producto para el proximo mes en términos de su precio. En este ejem-
plo, las ventas representan la variable dependiente y el precio seria la
variable independiente.

En otros casos, la regresion puede ser utilizada para describir la relacién
entre algunos valores conocidos de dos o mas variables. Por ejemplo,
se puede estudiar la relacién entre el consumo y los niveles pasado y
presente de ingreso.

Seria ideal si se pudiera predecir o describir los valores exactos de una
variable dependiente en términos de cualquier otra u otras variables in-
dependientes, pero rara vez es posible, ya que pueden existir muchos
elementos que causen variaciones en la variable dependiente para un
conjunto dado de valores de la variable o las variables independientes.
A causa de estas posibles variaciones, nuestro interés consistira en pre-
decir o describir el valor promedio de una variable en términos del valor
conocido de otra u otras variables. Por ejemplo, no se puede predecir
con exactitud los valores de las ventas de un nuevo producto para el
préoximo mes en términos de su precio, pero con datos apropiados se
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puede predecir las ventas promedio del nuevo producto para el proxi-
mo mes en términos de su precio. De igual forma, se puede predecir
la calificacion promedio de los alumnos que inician un programa de
maestria en Administracion en términos de su calificacién promedio
en pregrado.

El término regresién surgio de estudios de la herencia bioldgica realiza-
dos por Francis Galton (1822 -1911) a fines del siglo XIX. En su conoci-
da experiencia, Galton noté que los padres altos tenian hijos cuya altura
era mayor a la altura promedio, pero no eran mas altos que sus padres.
También, padres bajos tenian hijos con altura menor a la altura prome-
dio, pero eran mas altos que sus padres. Esta tendencia de las caracteris-
ticas de los grupos de moverse, en la siguiente generacion, hacia el pro-
medio de la poblacién o de regresion hacia la media fue descubierta por
Galton. El término no tiene hoy el mismo significado que le dio Galton,
pero se usa extensamente para referirse al estudio de relaciones funcio-
nales entre variables cuando hay un componente aleatorio involucrado.

El anlisis de regresién puede incluir una o mas variables independien-
tes. Si se estima el valor de la variable dependiente con base en una va-
riable independiente, el analisis de regresion se denomina simple, mien-
tras que si se estima el valor de la variable dependiente con base en dos
o mas variables independientes, el andlisis de regresion se denomina
multiple. En este capitulo nos referimos al modelo de regresion simple.

La naturaleza de la relacion existente entre las variables puede adoptar
muchas formas, desde funciones matematicas muy sencillas hasta otras
complicadas. La mas sencilla consiste en una relacion en linea recta o
relacion lineal. En este capitulo se estudia el modelo de regresion lineal
simple. El analisis de correlacion se utiliza para medir la fuerza de la
relacion entre las variables. Su objetivo no es usar una o mas variables
para predecir otra, sino mas bien medir la fuerza de la asociacién entre
las variables de interés. En este capitulo solo se describe el analisis de
correlacion lineal simple.
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7.1 El diagrama de dispersion

Los graficos de dispersion son utiles en la etapa exploratoria, tanto en el
analisis de regresion como de correlacion. La representacion grafica de
los datos es frecuentemente el punto de partida de cualquier analisis que
involucra mas de una variable.

Los graficos de dispersion muestran una nube de puntos, y cada punto
representa una observacion. Por eso, el primer paso para determinar si
existe una relacion entre dos variables consiste en elaborar y examinar el
diagrama de dispersion de los datos, que es una grafica en la que se traza
cada uno de los puntos que representa un par de valores observados,
para las variables independiente y dependiente.

Para elaborar el diagrama de dispersion se procede de la siguiente manera:

a. Se determina cudl es la variable independiente y cual es la variable
dependiente.

b. En un sistema de coordenadas cartesianas, en el eje de las abscisas
se ubican los valores de la variable independiente (X) y en el eje de
las ordenadas se colocan los valores de la variable dependiente o
variable respuesta (Y).

c. Secoloca un punto en el plano por cada par de valores (X;, Y;).

d. Elpatrén de puntos obtenidos se denomina diagrama de dispersion.

Una vez elaborado el diagrama de dispersion se puede observar visual-
mente si las variables estan relacionadas. De ser cierto, se puede tener una
idea aproximada de qué clase de linea o ecuacion de estimacion describe
mejor dicha relacion. A continuacidn, se presenta un ejemplo que ilustra
el procedimiento a seguir para elaborar el diagrama de dispersion.

Ejemplo 7.1:

Una cadena de almacenes ha tenido grandes fluctuaciones en sus in-
gresos durante los ultimos afios. Muchas ofertas, nuevos productos y
técnicas de publicidad se han utilizado durante este tiempo, por lo cual
es dificil determinar cuales de estos factores han tenido mayor influen-
cia en las ventas. El departamento de mercadotecnia ha estudiado varias
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relaciones y piensa que los gastos mensuales destinados a la publicidad
por la televisiéon pueden ser significativos. Se seleccioné una muestra
aleatoria de siete meses con los resultados que se muestran en la tabla
7.1. Elabore el diagrama de dispersion y determine si un analisis de re-
gresion lineal es apropiado.

Tabla 7.1 Gastos publicitarios e ingreso por ventas
de una cadena de almacenes

Gastos mensuales en publicidad Ingreso mensual por

por television ventas
($ 1.000) ($ 100.000)
X; Y;
25 34
16 14
42 48
34 32
10 26
21 29
19 20

Fuente: MLB

Solucién:

Para elaborar el diagrama de dispersion se debe, en primer lugar, de-
terminar la variable independiente y la dependiente. Puesto que se
desea emplear los gastos mensuales en publicidad por television para
predecir los ingresos mensuales por ventas, la variable independiente
serian los gastos mensuales y la dependiente, los ingresos mensuales
por ventas. En segundo lugar, en un sistema de coordenadas cartesia-
nas en el eje horizontal o eje X se localizan los valores de la variable in-
dependiente (gastos mensuales) y en el eje vertical o eje Y, los valores
de la variable dependiente (ingreso mensual por ventas), ubicando un
punto por cada par (X;, Y; ). En la figura 7.1 se observa el diagrama de
dispersion terminado.
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(ingreso mensual

en $100.000)
50
o
40
o
o
30 o
.
20 o
o

10

0

0 10 20 30 40 50 X
(gasto mensual
en $1.000)

Figura 7.1 Diagrama de dispersion
Fuente: MLB

En términos generales, los puntos trazados siguen una relacion lineal,
por lo tanto, podemos trazar o ajustar una recta a través del diagrama
para representar la relacion entre las variables ingreso mensual y gasto
mensual. Se observa, ademas, que a medida que aumenta el gasto men-
sual, aumenta el ingreso mensual por venta. Por tal motivo, se espera
una relacion lineal directa entre dichas variables.

En la figura 7.2 se ilustran algunos tipos de patrones que se podrian
encontrar en un diagrama de dispersion.

(a) Lineal directa (b)Lineal inversa (c)Curvilinea directa

® oo

(d) Cuvilinea inversa (e) Lineal inversa (f)Ninguna relacion
con mas dispersidad

Figura 7.2 Posibles relaciones entre X y Y en los diagramas de dispersién
Fuente: Cari, 2011
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Las graficas a y b muestran relaciones lineales de tipo directo e inverso.
Las graficas c y d son ejemplos de relaciones curvilineas que evidencian
asociaciones directas e inversas entre variables, respectivamente. La
grafica e ilustra una relacion lineal inversa con un patrén ampliamente
disperso de puntos. Esta mayor dispersion revela que hay menor grado
de asociacion entre la variable independiente y la dependiente que en la
grafica b. El patrén de puntos en la grafica f parece indicar que no existe
relacion entre las dos variables; por tanto, el conocimiento del pasado
de una variable no permite predecir las ocurrencias futuras de la otra.

7.2 Modelo de regresion lineal
simple poblacional

El modelo de regresion lineal simple se emplea en aquellas situaciones
en las cuales nos interesa estudiar la relacion que existe entre dos varia-
bles, una de las cuales es la variable dependiente (Y) y la otra es la inde-
pendiente (X), admitiendo que la relacién poblacional promedio entre
la variable dependiente y la variable independiente pueda ser represen-
tada por una linea recta.

Como se desea determinar el valor medio de Y para un valor dado de X,
nuestro interés es obtener [ y/x; , que representa el valor medio de Y para
un valor dado X;. La ecuacién que representa la relacion poblacional
lineal entre X; y la media de Y se llama recta de regresion poblacional, la
cual puede escribirse de la siguiente manera:

My =Bo+ B Xy (7.1)
Donde:
Bo ¥ By Son constantes, llamados coeficientes de regresion.

Bo: Es la ordenada en el origen. Representa el valor medio de Y cuando
X es igual a cero.
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Bo: Es la pendiente de la recta de regresion poblacional. Representa el
cambio medio en Y (aumento o disminucién) por un incremento uni-
tario particular en X.

Ademas del valor medio Hy/x;, puede que se necesite obtener informa-
cidn acerca de un valor particular de Y para un valor dado de X. Este
valor particular se denota porY;.

Un valor observado de Y; para el valor dado de X;, por lo general, no es
igual al valor medio de #y/x;. La diferencia entre Hy/x; y es el elemento
imprevisible en el analisis de regresion, conocido también como per-
turbacion aleatoria; este puede tomar valores positivos (Y; se pone por
encima del valor medio), valores negativos (Y; se pone por debajo del
valor medio) y nulos (si son iguales). Es decir:

&= Y~ Hy/x;
&=Y,—(Bo+ B1X) (7.2)

Despejando Y; en la expresion (7.2) se obtiene la ecuacion del modelo de
regresion lineal simple poblacional.

Yi=Bot+ BiXite (7.3)

7.3 Supuestos del modelo
de regresion lineal simple

En el modelo de regresion lineal simple deben cumplirse una serie de
supuestos sobre la distribucion de las variables. Mediante ellos se obtie-
nen estimadores que poseen propiedades deseables. A continuacion, se
describen estos supuestos.

Supuesto 1
La variable independiente X no es una variable aleatoria, sino una varia-

ble fija en el muestreo, porque sus niveles de observacion son seleccio-
nados de antemano por el investigador y para cada valor de X, la variable
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que se va a predecir, Y tiene distribucién normal con media g, + B, X;y
varianza g2 .

Supuesto 2

La variable aleatoria ¢ es estadisticamente independiente de los valores
de la variable dependiente X. Cuando X es una variable fija, tiene que ser
independiente de la variable aleatoria &, puesto que la covarianza de una
variable aleatoria y una constante es igual a cero.

Supuesto 3

La variable aleatoria &; representa un conjunto de factores extrafios
(errores en la especificacion del modelo, errores de observacidon o medi-
da, etc.) no relacionados entre si. Mediante el teorema central del limite
se garantiza que su efecto conjunto tenga distribuciéon normal.

Supuesto 4

El valor esperado de la variable aleatoria ¢; para cualquier X; dado es

igual a cero; es decir,
E(ei/X) =0

Este supuesto expresa que para un X; dado, las diferencias entre Yy u,, /,,
son a veces positivas y a veces negativas, pero su valor esperado es igual
a cero. Por lo tanto, la distribucion de ¢; respecto a la recta de regresion
Uy/x; tiene siempre su centro en el valor {4/, para cualquierX; dado.

Supuesto 5

Cualquier par de errores ¢, y ¢; son estadisticamente independientes en-
tre si; es decir, su covarianza es igual a cero.

Cov (e &) =0
Este supuesto implica que el error de un punto de la poblacidon no puede

ser relacionado sistematicamente con el error de cualquier otro punto
de la poblacion.

€k
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Supuesto 6

Las variables aleatorias ¢; tienen una varianza finita que es constante
para todos los valores de X; .

Var(g;/X;) = o2

Este supuesto expresa que cada una de las perturbaciones asociadas a
los diferentes valores de X; posee la misma varianza o2 Se conoce como
homocedasticidad (igual dispersiéon). Las poblaciones que no tienen
igual dispersion se llaman heterocedasticas.

fly/x)

Hy/x

Xj

Figura 7.3 Errores &; que se distribuyen normalmente con centro en
U y/x; Para cualquier valor X (considerando que también se cumplen los
supuestos 4 y 6)

Fuente: MLB

7.4 Modelo de regresion lineal
simple muestral

Es preciso tener en cuenta que para estimar los parametros poblacio-
nales se deben utilizar los datos muestrales. En el analisis de regresion
lineal simple, los dos parametros a estimar son S, y Bo, debido a que
después se puede obtener una estimacion de u /.. La recta de regresion
muestral seria:
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Y, = Bo+ PuX; (7.4)

Se observa que esta recta de regresion muestral esta relacionada con la
regresion poblacional y/x,= B, + B, X; debido a que Bo es el estimador
puntual de B,y f3; es el estimador puntual de S,. Con los valores de 3,y
By con un valor dado X; se predice un valor de Y, designado por 7, el
cual representa el estimador de /4 /x,.

Para un valor dado X;, el valor estimado Y est4a ubicado sobre la recta
de regresion muestral ¥, = B, + f,X,, como se observa en la figura 7.4.

X Xi X3

Figura 7.4 Representacion gréafica de los valores estimados (Y)) y
los residuos (e;) en el modelo de regresidn lineal simple muestral
Fuente: MLB

La diferencia entre el valor observado Y; y el estimado ¥, se denomina
error y se representa por e;, es decir:

ee=Y-1 ; i=12.n (75)

Usualmente, los e; se llaman residuos, ya que representan lo que no que-
da explicado después de usar el valor ¥; para estimar Y. Los residuos
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se pueden obtener por medio de graficas. En la figura 7.5, la distancia
vertical entre el valor observado y; y el estimado ¥, para un X; dado,
representan los residuos e;. Se observa que los residuos pueden ser po-
sitivos o negativos. Son positivos si el valor observado de Y; es menor
que el estimado ¥,.

El residuo e; puede ser considerado como el estimador de e;. Despe-
jando Y; en la expresion (7.5), obtendremos la ecuacién del modelo de
regresion lineal simple muestral.

Yi=

=~

te
Yi= Bo+ BiXi+ e (7.6)

Una vez que se ha especificado el modelo de regresion literal simple po-
blacional y muestral, se necesita un procedimiento para determinar los
valores de 3,y 3; de forma tal que representen las mejores estimaciones
de los pardmetros desconocidos S, y [;’1' El procedimiento para hallar
tales estimaciones se denomina método de los minimos cuadrados.

7.5 Estimacion de los parametros 3,y B
por el método de los minimos cuadrados
ordinarios

Este método consiste en obtener los valores de £, y $; de modo que
los valores resultantes de ¥, en la ecuacién ¥, = B, + B, X; sean los mas
cercanos posible a los valores observados Vi; es decir, determinaremos
los valores de 3, y B que minimizan la suma de los cuadrados de los
residuos () ¢?), para hallar la recta que mejor se ajusta a los datos. Dicho
método se define de la manera siguiente:

n n n

Minimizar )" e = Min ) (% = 7% = Min ) [%; = (B + BXDP

i=1 i=1 i=1
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Al diferenciar parcialmente S, y 3, e igualar estas derivadas parciales a
cero, se obtiene:

de? - s A

T —2;@ o= BiX) =0
de} - ~ A
L= 2 (= fo - BXOX =0
9 i=1

Luego de realizar las operaciones algebraicas, se consiguen las siguientes
ecuaciones, llamadas ecuaciones normales.

Al resolver este sistema de ecuaciones, la estimacion de minimos cua-
drados de 3,y B, son, respectivamente:

ﬁo =Y~ 5’1)? (7.9)

5o n2?=1 XY, - Z?=1 X; Z?=1 Y;
TonXr, XP - QL X)? (7.10)

Ejemplo 7.2:

Obtenga la recta de regresion de minimos cuadrados para los datos del
ejemplo 7.1.

Solucion:
Tal como se acaba de ver, la recta de regresion se obtiene mediante la
siguiente ecuacion:

¥, = By + BuXi
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Para lo anterior se deben calcular las estimaciones de 8,y ;. En tal sen-
tido, se calculan en una tabla (7.2) todas aquellas expresiones que seran
necesarias al momento de estimar los parametros en cuestion.

Tabla 7.2 Calculos para obtener la recta de minimos cuadrados

Xi Y; 204 X?
25 34 850 625
16 14 224 256
42 48 2016 1764
34 32 1088 1156
10 26 260 100
21 29 609 441
19 20 380 361
Suma 167 203 5427 4703
Media 23,8571 29 - -

Fuente: Ejemplo 7.1.

Una vez calculados los valores que se encuentran en la tabla 7.2, se pue-
den estimar los parametros de la ecuacion de regresion de la siguiente
manera:

Para 3,

ﬁ _ n2?=1XiYi - Z?=1 X; Z?=1 Y;
! nz?:l Xiz - (Z?:l Xi)?

s 7x(5427) — 167x203
7 7x4703 — 1672

. 37989 — 33901

1= 33921 — 27889 08124
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Interpretacion:

0,8124x100.000 = 81.240 $ indica el incremento en el ingreso prome-
dio mensual por ventas por cada 1.000 $ en el gasto mensual de publi-
cidad por television.

Para f3,
30 =Y - .[31)_(
B, = 29 — 0,8124%23,8571 = 9,6185

Interpretacion:
9,6185x100.000 = 961850 $indica el ingreso promedio mensual por
ventas cuando no se gasta en publicidad por television.

Por lo tanto, la recta de regresion por minimos cuadrados ordinarios es:

7, = 9,6185 + 0,8124X,

60

50

40
7, = 9,6185 + 0,8124X;

Y (Ingreso mensual)

20

10

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

X (Gasto mensual)

Figura 7.5 Recta de regresidn por minimos cuadrados ordinarios
Fuente:MLB

Una vez obtenida la recta de regresion muestral, se pueden calcular los
valores estimados y los residuos para los puntos muestrales.
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Ejemplo 7.3:

Obtenga los valores de la recta ajustada y de los errores para cada uno de
los puntos muestrales del ejemplo 7.1.

Solucion:
En la tabla 7.3 se presentan los valores correspondientes a:

7, = 9,6185 + 0,8124X,

Tabla 7.3 Valores observados, estimados y residuos

Valor .

ob;,::egdo ob;,::\(:;do ~ estimado :f'?/,""_sy
X; Y; Y, = 9,6185 + 0,8124X; L ! L
25 34 29,9285 4,0715
16 14 22,6169 -8,6169
42 48 43,7393 4,2607
34 32 37,2401 -5,2401
10 26 17,7425 8,2575
21 29 26,6789 2,3211
19 20 25,0541 -5,0541

Fuente: MLB

La recta que se acaba de obtener sirve para diversos propositos:

Los valores de f3, y 3, constituyen estimaciones puntuales de los para-
metros poblacionales 8, y 8, respectivamente.

Mediante la recta de regresion se pueden predecir los valores promedio
de la variable dependiente, dado un valor de la variable independien-
te. Suponga por ejemplo que se esta interesado en predecir el ingreso
medio mensual por ventas cuando el gasto por mes en publicidad por
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television es igual a 20. En este caso, se sustituye el valor de X; = 20enla
recta de regresion obtenida, es decir:

Y, = 9,6185 + 0,8124x20 = 25,8665

Este resultado indica que el ingreso medio mensual por ventas es de
25,8665x100.000 = 258.665 $ cuando el gasto mensual por publici-
dad es de 20.000 dolares.

Cuando se usa la recta de regresion con fines de prediccion es importan-
te tener en cuenta solo el rango concerniente a la variable independien-
te. Este rango incluye todos los valores de X, desde el mas pequefio has-
ta el mas grande, usados para obtener la recta de regresion. Por tanto,
cuando se predice el valor medio de Y para un determinado valor de X,
se puede interpolar dentro del rango de los valores de X, pero no se pue-
de extrapolar fuera del rango de los valores de la misma. Por ejemplo,
cuando se usa el gasto mensual de publicidad para predecir el ingreso
promedio mensual por ventas, se observa en el ejemplo 7.1 que la varia-
ble independiente (<) varia entre 10 y 42; en consecuencia, solo se debe
hacer predicciones del ingreso promedio mensual por ventas cuando los
gastos mensuales en publicidad por television estén entre 10 y 42.

7.6 Medidas de la bondad del ajuste

Aunque hemos visto que el método de minimos cuadrados da como
resultado una recta que se ajusta a los datos con el minimo de variacion,
la recta de regresion no es un indicador perfecto de la prediccion, a me-
nos que todos los puntos de los datos observados se encuentren sobre la
recta de regresion, lo cual es muy dificil que ocurra en la realidad. Por lo
tanto, la recta de regresion solo se puede utilizar para hacer predicciones
en forma aproximada. Necesitamos obtener medidas que nos indiquen
la confiabilidad de la recta de regresion; para ello se utilizan las medidas
de la bondad del ajuste, debido a que miden la bondad con la cual la
linea de regresion se ajusta a las observaciones.
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A continuacion, se presenta un esquema de las medidas de bondad del
ajuste de la recta de regresion en términos absolutos y relativos:

e

, Error estandar de
Ajuste Absoluto la estimacidn (S,)
Medidas de la

bondad del ajuste .
Coeficiente de

Ajuste Relativo determinacion (r2)

A\

Figura 7.6 Medidas de la bondad del ajuste
Fuente: MLB

Para obtener las formulas de las medidas de la bondad del ajuste (S, y r?),
en primer lugar presentaremos algunas medidas de la variabilidad en el
analisis de regresion.

La diferencia entre Y; y la media de estos valores (Y) se llama desviacion
total de Y, y representa cuanto se desvia la i-ésima observacion respecto
a la media de todos los valores de Y.

-7 =(-7)+(-7)

Desviacion Desviacion Desviacion

total ~ no explicada * explicada

Si elevamos al cuadrado cada una de las desviaciones anteriores y
sumamos todos los valores correspondientes a la n observaciones,
obtenemos las medidas de variacidn, es decir:

Variacién Variacién Variacién

total = no explicada * explicada
Yo-vr o De-wr | YdE-7p
Suma de cuadrados _  Suma de cuadrados . Suma de cuadrados
del total (SCT) - del error (SCE) de regresion (SCR)

SCT = SCE + SCR (7.12)
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Las formulas abreviadas para obtener las sumas de cuadrados son:

SCT = Z(yi—vy - Zyﬁ—nw (7.13)
SCR = Z(z = ﬁf(ZxE k2 (7.14)

SCE = Z(Yi — ¥)2 = SCT — SCR (7.15)

Una vez que se ha descompuesto la variacion total en estos dos compo-
nentes, se pueden obtener las medidas de la bondad del ajuste.

El error estandar de la estimacion se basa en el valor de la SCE y el coe-
ficiente de determinacion se basa en la magnitud relativa SCR respecto
a SCT. A continuacion, se describen estas medidas.

7.6.1 Error estandar de la estimacion (S,)

El error estandar de la estimacion mide la variabilidad o dispersion de
los valores observados alrededor de la linea de regresion. Viene expre-
sado por S, y se define como:

n—2

. jm—mzz XE_TiE (716

Se observa en la férmula que la SCE se divide entre n - 2, debido a que
los valores de 3,y ; son obtenidos de una muestra de puntos de datos,
perdiéndose dos grados de libertad cuando se emplean estos valores
para estimar la recta de regresion. Cuanto mas grande sea S, , mayor
sera la dispersion de los puntos alrededor de la linea de regresion. En el
caso extremo en que S, = 0, se dice que la ecuacion de prediccion es un
estimador perfecto, porque todos los puntos observados caen en la linea
de regresion.

El error estdandar de estimacion (S,) se utiliza, fundamentalmente, con
fines comparativos (al seleccionar dos o mas modelos que utilizan las
mismas variables).
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Ejemplo 7.4:

Calcular el error estdndar de estimacion (Se) para la recta de regresién
muestral que se ajusta a los datos del ejemplo 7.1.

Solucién:

Como en la férmula (7.14) se necesita calcular ) (v - 757 = ) e? y los valo-
res de los e; ya se han calculado en la columna 4 de la tabla 7.3, entonces
solo falta elevar al cuadrado los e; y obtener la sumatoria. A continua-
cion, se presentan estos calculos:

el = (Y, — ¥)?
16,5771
74,2510
18,1536
27,4586
68,1863
53875
25,5439
235,5580

Por lo tanto,

Y, — ¥))? 235,5580
S, = jZ( SO \/ = 6,86378;
n—2 7—2

~ S, =686378 $

Existe un método abreviado para calcular el error estandar de la estima-
cioén, que no necesita realizar la suma de cuadrados del error y que se
expresa de la siguiente manera:

n—2

5, = JZ Y2 — By XY, — B XX, (7.17)
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Ahora se puede calcular Se mediante el método abreviado. En la tabla
7.2 se obtuvo que Y %=203 y ) x¥,=5427y luego, los valores de 3, = 9,6185
y B1 = 0,8124. Por lo tanto, solo faltaria >¥2 la cual se presenta a con-
tinuacion:

Y?

1

1.156
196
2.304
1.024
676
841
400
6.597

Al sustituir estos valores en la formula (7.15), se obtiene que el valor de
S, por el método abreviado es:

6.597 —9,6185 (203) — 0,8124 (5.427) 235,5497
S, = T = 5 = 6,86367;

S, =686367$%

Este error estandar de la estimacion igual a 6,86367 representa una me-
dida de la variacién alrededor de la linea de regresion ajustada.

7.6.2 Coeficiente de determinacion (r?)

El coeficiente de determinacion es la medida de la bondad del ajuste,
que sirve para obtener la cantidad relativa de la variacion de la variable
dependiente Y explicada por la variable independiente X. Se denota por
r2y se obtiene por medio de SCT, SCR y SCE.
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Al dividir la relacién SCT = SCR + SCE por SCT se obtiene que:

SCT  SCR = SCE

scr ~ser Tser (718
| SCR_SCE 219
" SCT = SCT (7.19)

Se observa que el cociente (ﬁ) es la parte de la variacion total explicada
por la regresion, y que (%) es la parte de la variacion total no explicada
por la regresion.

El cociente (%) es la medida relativa de la bondad del ajuste y se deno-
mina coeficiente de determinacion (muestral). Es decir:

SCR  Variacién explicada por la regresion

2 = =
SCT Variacion total

(7.20)

El coeficiente de determinacion mide la proporcion o el porcentaje de
la variacion de la variable dependiente Y explicada por la variable inde-
pendiente X, en el modelo de regresion lineal simple.

En forma equivalente, se puede obtener otra férmula para calcular 72, si

se despeja de la expresion (7.19) (%) , es decir:
SCR SCE
—=1-— 21
SCT 1 SCT (7.21)

Al observar las formulas dadas para obtener 7 se deducen las siguien-
tes caracteristicas:

a. Como el coeficiente de determinacion es un cociente de dos sumas
de cuadrados, entonces r? es una medida no negativa.

b. Como SCR es menor o igual a SCT y por ser un valor no negativo,
el coeficiente de determinacion va a estar comprendido entre 0 y 1,
es decir:

0<r*<1
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c¢. Unr?=0 indica que no existe relacion lineal entre las variables X
en Y, lo cual significa que ninguna parte de la variacién de Y esta
explicada por X. El valor de r? va a ser igual a 0 cuando SCR=0y
SCE = SCT.

d. Un r? =1 indica que existe una relacion lineal perfecta entre las
variables X'y Y, lo cual significa que la variacion existente en Y es ex-
plicada totalmente por X'y todos los puntos observados estan sobre
la recta de regresion muestral. Por lo tanto, SCE = 0 y SCR = SCT
son el ajuste perfecto.

Ejemplo 7.5:
Calcular e interpretar el coeficiente de determinacién muestral para los

datos del ejemplo 7.1.

Solucion:
Si se utiliza la férmula (7.18), se necesita conocer los valores de SCR y

SCT.
SCR = f? (Z X? = nX?)

SCR = (0,8124)2[4.703 — 7 (23,8571)?]
=0,65999 (718,8715)

=474,4480
SCT = 2 Y? —n¥?=6.597—7(29)? = 710

Al sustituir estos valores en la formula (7.18), se obtiene que el valor del
coeficiente de determinacién muestral es:

SCR  474,4480

2 — —
©SCT 710

= 0,6682

Este resultado indica que el 66,82 % de la variacion muestral total en el
ingreso mensual por ventas (Y) se explica por el gasto mensual en publi-
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cidad (X). EI 33,18 % restante de la variacion en el ingreso mensual por
ventas no ha sido explicado por el modelo.

7.7 Inferencia estadistica con respecto
a los parametros g,y B,

Aun cuando la relacidn entre las dos variables en estudio de una po-
blacién es muy poca o nula, es posible obtener valores muestrales que
hagan parecer que las variables X y Y estdn relacionadas linealmente,
debido a que los factores aleatorios en el muestreo han dado lugar a
una relaciéon de tipo lineal, cuando en realidad no existe este tipo de
relacion. Por ejemplo, en la figura 7.7.a se representa una poblacion en
la que X'y Y no tienen ninguna relacion. En la figura 7.7.b se muestran
algunas posibles observaciones muestrales seleccionadas de la misma
poblacion que hacen parecer que existe una relacion lineal, cuando en
realidad no existe este tipo de relacion. Por esta razon, una vez que se ha
calculado la recta de regresién muestral, es importante conocer si esta
misma puede ser utilizada para fines predictivos. Es decir, nos interesa
determinar si el conocimiento de la variable independiente X resulta util
para predecir los valores de la variable dependiente Y.

Jee o
AR

Figura 7.7.a Poblacion en la cual Figura 7.7.b Observaciones
no existe relacién entre las dos hipotéticas muestrales obtenidas
variables de la poblacidn que hacen parecer

gue exista una relacion lineal
Fuente: elaboracion propia



190 ( Manual de inferencia estadistica

7.8 Prueba de hipotesis y estimacion
por intervalo para g,

Se centra nuestra atencion en la prueba de hipdtesis y en la estimacion
por intervalo para 8; ya que mediante estos métodos podemos determi-
nar si existe o no una relacion lineal entre las variables Xy Y.

Prueba de hipdtesis para g,

Suponga que en la poblacién de variables, Xy Y no estan relacionadas
linealmente, lo cual indica que B, = 0. Es decir, la recta de regresién
poblacional es una linea horizontal y, por lo tanto, Y; = Y, puesto que ¥;
es constante cuando f; = 0 . Los valores de X no sirven para predecir Y.

Si las variables X y Y en la poblacion estan relacionadas linealmente, sig-
nifica que 8, # 0 y que los valores de X se pueden utilizar para predecir
los valores de Y. Asi, para determinar si la recta de regresion se puede
usar con fines predictivos, debemos probar la hipétesis nula Hy : 8; = 0. La
formulacion de la hipétesis alternativa depende del conocimiento previo
que se tenga de ;. Si se tiene informacioén a priori sobre f3;, en el sentido
de que no puede ser negativo, la hipdtesis alternativa (H;) es unilateral
derecha (H, : B; > 0); si la informacion es que $; no puede ser positivo,
la hipotesis alternativa es unilateral izquierda (H, : B; < 0)y si no se tiene
conocimiento sobre los posibles valores del parametro de B, la hipétesis
alternativa es bilateral (H, : B, # 0).

Para probar la hip6tesis (H,: f; = 0) se usa la distribucion ¢.

La prueba de hipdtesis para B, es muy parecida a la media poblacional
(u), debido a que también en este caso la prueba se refiere a una media
(By), el estimador es £, (en vez de X), el valor hipotético es cero (en vez
de p1o) y el error estindar del estimador es Sz, (en vez de Sy), donde Sz,
se define de la siguiente forma:

S, Se
S = =
B1 \/Z(Xi - X)? \/Z Xiz —nx? (7.22)
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Por lo tanto, el estadistico apropiado seria:

B0 B
St Sk

t (7.23)

que tiene una distribucién ¢ con (n - 2) grados de libertad.

También es posible probar la hipétesis nula Hy: B, = B, es decir, la hipd-
tesis de que la pendiente es un cierto valor especificado distinto de cero.
Este valor suele denotarse por 87, de modo que las hipoétesis se formulan
de la siguiente manera:

Ho: By = 1
Hy:py > By
>
%+

y el estadistico seria:

B — Bi

t. =
SBy

que tiene una distribucion t-student con n - 2 grados de libertad.
Ejemplo 7.6:

Usando los datos del ejemplo 7.1, pruebe la hipdtesis H, : f; = 0 contra
la alternativa 8; > 0, a un nivel de significacién del 0,05 (se usa una hi-
potesis alternativa unilateral derecha, porque no es razonable esperar
que exista una relacion inversa entre el ingreso mensual por ventas y el
gasto mensual en publicidad).

Solucion:
a. Plantear las hipdtesis a contrastar:

Ho:p, =0
H :$,>0
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o lo que es lo mismo:
H, no existe relacion lineal entre el ingreso mensual por ventas y el
gasto mensual en publicidad

H, existe relacion lineal directa entre el ingreso mensual por ventas
y el gasto mensual en publicidad

b. Fijar el nivel de significacién: a = 0,05

c. Establecer el estadistico a utilizar:

b
© S

d. Determinar el valor y la region criticos:

0,95
- 00 0 2,015 + 00
REGION DE ACEPTACION | REGION CRITICA

Figura 7.8 Valor y regidn criticos
Fuente: MLB

e. Calcular el estadistico:
Para calcular el estadistico de prueba, primero se debe calcular S, ,
sustituyendo en la férmula (7.22) los valores previamente calcula-
dos de S, = 6,86367y ) x?-ni*=7188715. Asi se obtiene que:

6,86367
Sz, = ——==10,2560

b 7188715
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Por lo tanto, el valor calculado del estadistico es:

- 0,8124
€7 0,2560

=3,1734

f.  Decidir e interpretar:
Como el valor calculado t = 3,1734 cae en la region de rechazo, se
decide rechazar H, al nivel de significacion de 0,05. Se concluye que
con base en la informacion proporcionada por la muestra, entre las
variables ingreso mensual y gasto mensual existe una relacion lineal
directa.

7.9 Intervalo de confianza para g,

Un método equivalente a la prueba de hip6tesis que se utiliza para pro-
bar la existencia de una relacion lineal entre dos variables es obtener un
intervalo de confianza para 8, y determinar si el valor hipotético (8, = 0)
esta incluido en el intervalo. Los limites del intervalo de confianza para
la pendiente de la poblacion B, se obtienen de la siguiente manera:

Prtt, . 285,  (724)
Este intervalo de confianza proporciona la siguiente informacion:

a. Indica el intervalo probable en el que puede estar el valor verdadero

de ;.

b. Siel intervalo de confianza incluye el valor cero, seria equivalente a
una prueba en la que H, : f; = 0 no se puede rechazar y las variables
Xy Y no estan relacionadas linealmente.

c. Sielintervalo de confianza no incluye el valor cero, seria equivalen-
te a una prueba en la que Hy: B; = 0 se rechaza y las variables Xy Y
estdn relacionadas linealmente.
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Ejemplo 7.7:

Encuentre un intervalo de confianza de 95 % para f8;, basandose en los
datos del ejemplo 7.1.

Solucién:
Siguiendo con los datos del ejemplo 7.1, se puede obtener un intervalo
de 95 % para B, de la siguiente manera:

Dado que 8, = 0,8124, ¢ = ts; 0,025 = 2571y S5 = 0,2560

a
n—Z,E

por lo tanto:

ﬁl i tn—Z;%SBI
0,8124 + 2,571 (0,2560)

0,8124 +0,6582

0,1542 < B, < 1,4706

Interpretacion:

Se espera, con una confianza de 95 %, que la pendiente de la recta de
regresion poblacional se encuentre entre 0,1542 y 1,4706. Puesto que
estos valores son positivos, se puede concluir que existe una relacion
lineal directa entre el ingreso mensual por ventas y el gasto mensual en
publicidad, con una confianza de 95 %.

7.10 Prueba de hipodtesis y estimacion
por intervalo para 3,

Con un procedimiento similar al anterior se puede realizar pruebas de
hipétesis o estimacion por intervalo referentes al parametro poblacional
Bo- En este caso, el estadistico apropiado seria:
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Bo— B
te=—c—  (7.25)
Bo
que tiene una distribucion ¢t con n - 2 grados de libertad.
S3, se obtiene de la siguiente manera:

Sz = — =
g \/nZ(Xi - X)Z \/n (ZXLZ _nXZ)

(7.26)

Los limites del intervalo de confianza para j3, se calculan ast:

bt tiztSh (727

7.11 Analisis de varianza en la regresion
lineal simple

Existe una forma equivalente de probar la hipotesis de no existencia de
una relacion lineal entre Xy Y (Hy: B; = 0): por medio del método del
analisis de varianza.

En la seccion 7 se descompuso la variacion muestral total en variacién
no explicada (variacion debida al error) y variacion explicada (variacion
debida a la regresion); es decir:

SCT = SCE + SCR

Ahora se necesita conocer los grados de libertad para calcular los cua-
drados medios. Por lo tanto, los grados de libertad asociados a:

a. Lasuma de cuadrados total (SCT) son n - 1 (ya que solo es necesa-
rio determinar Y para poder calcular SCT).



196 ( Manual de inferencia estadistica

b. Lasuma de cuadrados del error (SCE) son n - 2 (debido a que para
calcular la SCE han de determinarse previamente f, y £,).

a. Lasuma de cuadrados de la regresion (SCR) tiene 1 grado de liber-
tad (ya que los grados de libertad de SCT son iguales a la suma de
los grados de libertad de SCE y SCR; es decir, n -1 = ((n - 2) + 1).

7.11.1 Cuadrados medios

Si se dividen las sumas de los cuadrados entre sus respectivos grados de
libertad, se obtienen los cuadrados medios. Los dos cuadrados medios
que se necesitan son el cuadrado medio de la regresiéon (CMR) y el cua-
drado medio del error (CME).

SCR

CMR = = = SCR
SCR

CMR = o = SCR

Se acostumbra presentar la informacion obtenida en una tabla de anali-
sis de varianza, como se indica en la tabla 7.4.

Tabla 7.4 Tabla de anélisis de varianza para la regresién lineal simple

Fuente de Suma de Grados de Cuadrados
variacion cuadrados libertad medios
Regresion SCR 1 SCR/1
Error (o residuo) SCE n-2 SCE/(n-2)
Total SCT n-1
Fuente: MLB

Si el valor de CMR es alto en relacion con el de CME, una buena parte
de la variabilidad en Y esta siendo explicada por la recta de regresion,
lo cual implica que se debe rechazar la hipétesis nula. Sin embargo, si
CMR es pequena en relacion con CME, la recta de regresion no expli-
ca la variabilidad existente en los valores de Y, razén por la cual no se
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puede rechazar la hipdtesis nula. Asi, puede ser comprobado Hy: 8, = 0
utilizando el cociente de los cuadrados medios CMR/CME. Este cocien-
te tiene una distribucién F con 1y (n - 2) grados de libertad.

= CMR
¢ CME (7.28)

Como se sabe, en el analisis de varianza la region critica se localiza en
el extremo superior de la distribucién Fy el valor critico se localiza en
la tabla F con 1 grado de libertad en el numerador y n - 2 grados de
libertad en el denominador.

0,84
0,74
0,6
0,54
0,4
0,34
0,2

0,1 o

0,0

REGION DE ACEPTACION I REGION CRITICA

REGION CRITICA

Figura 7.9 Valor y regidn criticos
Fuente: MLB

Cuando el valor del estadistico de prueba se encuentre en la region critica,
se rechaza H, y se prueba la existencia de la relacion lineal entre la variable
dependiente y la independiente, para un nivel de significaciéon dado ().

Ejemplo 7.8:

Con los datos del ejemplo 7.1, pruebe la hipdtesis H, : B, = 0, utilizando
el método de andlisis de varianza.

Solucién:

Para ilustrar la aplicacion del andlisis de varianza en la regresion lineal
simple, nos basamos en los calculos de las sumas de los cuadrados pre-
sentados en la seccidn 7.2, obteniéndose que:



198 ( Manual de inferencia estadistica

SCT = 710; SCR = 474,4480 y por diferencia se obtiene que SCE =
235,5520

En la tabla 7.5 se presenta el analisis de varianza para este ejemplo.

Tabla 7.5 Tabla de analisis de varianza para el ejemplo dado

Fuente de Suma de Grados de Cuadrados
variacion cuadrados libertad medios
Regresidn 474,4480 1 474,4480
Error 235,5520 5 47,1104
Total 710,0000 6
Fuente: MLB

Con base en la tabla anterior se calcula el valor del estadistico de prueba:

La region critica y el valor critico serian:

0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1 a=0,05

0,0

T T T T T T
0 1 2 3 4 5
REGION DE ACEPTACION I REGION CRITICA

6,61 |

Figura 7.10 Valor y region criticos
Fuente: MLB

Como el valor del estadistico cae en la region critica, se rechaza la hi-
potesis nula y se concluye que existe una relacion lineal entre el ingreso
mensual por ventas y el gasto mensual en publicidad, con una a = 0,05.
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Puede demostrarse que t y F son pruebas equivalentes al determinar la
significacién de la relacion lineal entre las variables X y Y. El valor del
estadistico F es igual al cuadrado del valor del estadistico ¢, en nuestro
ejemplo, t = 3,1734. De modo que:

La ventaja de la prueba t es que puede utilizarse en los casos en que S;
toma valores diferentes de cero, mientras que F, en un andlisis de va-
rianza, solo es apropiada para probar la hip6tesis Hy: f; = 0

7.12 Prediccion en el analisis
de regresion lineal simple

Se ha visto que una de las aplicaciones mas importantes de la regresién
lineal simple es la prediccion de los valores de la variable dependien-
te Y para valores dados de la variable independiente X. La prediccién
puede ser puntual o por intervalos, y se pueden realizar dos tipos de
predicciones: prediccion para el valor medio de Y dado un valor de X
denominado X, (i, /X,) y prediccion para un valor real individual de Y
denominado Y, dado X, (1, /X,).

7.13 Estimaciones puntuales
de las predicciones

Para obtener la mejor estimacion puntual de las predicciones de valor
medio y del valor real de Y dado el valor de la variable independiente
(X,), se sustituye este valor en la ecuacion de la recta de regresion mues-
tral. De esta manera, resulta que el valor de prediccion es:

?0 = By t+ b1 Xp
Asi, ¥, es una estimacién puntual tanto de 4, /x, como de Y, /X,

Cuando el gasto mensual en publicidad por television es igual a 15.000
$, se obtiene que el ingreso mensual promedio por ventas es 21,8045
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(100.0000) = 2.180.450 $. Anédlogamente, la mejor estimacién pun-
tual del ingreso mensual por ventas es de 2.180.450 $ cuando el gasto
mensual individual es 15.000 $.

7.14 Intervalo de confianza para
la prediccion media i,/

Los limites del intervalo de confianza para y,,, se obtienen de la si-
guiente manera:

ot t, 585, (729
donde:

1 (X, — X)2

Sy, = Se a7t S = X2 (7.30)

De manera equivalente, Sy, se puede obtener como:

Sy, = 58J1+ Ko = X (7.31)

n YX:-nX?
Ejemplo 7.9:

Obtenga un intervalo de 95 % para estimar el ingreso medio mensual
por ventas cuando el gasto en publicidad por television es de 15.000 $,
con base en los datos del ejercicio 7.1.

Solucion:
Se tiene X, = 15 ¥, = 21,8045, ¢ _
dar de Y, seria:

28 = ts; 0025 = 2,57 y el error estan-

_ 1 (X, — X)?
=S Lty _axe

1 (15— 23,8571)2
= 686367 | + e = 34456

718,8715
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Al sustituir en los limites del intervalo nos queda:

21,8045 + 2,571 (3,4456)

21,8045 +8,8586

(12,9459 < py/x,_.. <30,6631)

Al multiplicar por 100.000 ambos extremos del intervalo nos resultan:

(1.294.590 < fiy/x, 1000 < 3066310)$

Interpretacion:

Se espera con un 95 % de confianza que el ingreso medio mensual por
ventas se encuentre entre 1.294.590 $ y 3.066.310, cuando el gasto
mensual en publicidad es igual a 15.000 $.

7.15 Intervalo de confianza para
la prediccidn individual Y,/ X,

Si queremos conocer la predicciéon media, nos puede interesar el inter-
valo de confianza para la prediccién individual. En este caso, lo tinico
que cambia en el intervalo para la prediccion individual en relacién con
la prediccion media es el error estdndar, que se denota por (Sy;) y se
expresa como:

_ l (Xo B X)Z
Spz = Se\/l + n+—Z(XL- — % (7.32)

o equivalentemente:

Som s, |14ty Ko X° (7.33)
To = Ve n YX?— nX? '
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Los limites del intervalo de confianza para Y,/X, se obtienen de la si-
guiente manera:

Sox (7.34)

0

Yo i tn—Z;

NTES

Ejemplo 7.10:

Con los datos del ejemplo 7.1, calcular un intervalo de confianza de
95 % para el ingreso por venta de un mes individual, cuando el gasto en
publicidad sea de 15.000 $, es decir .

Solucidon:
Se ha calculado que ¥, = 21,8045; t5, 00,5 = 2,571y el error esténdar de
Y, /X, seria:

Sp = 68637 |1+ ~4 2= 2385717
o 7 718,8715

Sy; = 6,8637/1,2520 = 7,6798

Y al sustituir en los limites del intervalo nos quedaria:
21,8045 + 2,571 (7,6798)
21,8045 £ 19,7448
(2,0597 < Y,/X, =15 < 41,5493)
Al multiplicar por 100.000 ambos extremos resulta:
(205.970 <Y,/X, = 15.000 < 4.154.930) $.

Interpretacion:
Se espera, con un 95 % de confianza, que el ingreso para un mes indi-

vidual por venta se encuentre en el intervalo hallado, cuando el gasto
mensual en publicidad sea de 15.000 $.
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7.16 Analisis de correlacion lineal simple

Frecuentemente, este analisis se utiliza junto con el analisis de regresion
lineal simple para medir la eficacia con que la recta de regresion explica
la variacidn de la variable dependiente Y. También puede usarse la co-
rrelacion para medir el grado de asociaciéon o relacion lineal entre las
variables Xy Y.

Los supuestos sobre la poblacién en que se basa el andlisis de correla-
cidn lineal simple son:

Supuesto 1:
La relacion entre las variables X y Y es lineal.

Supuesto 2:
Las variables X y Y son aleatorias, puesto que ninguno de sus valores es
predeterminado.

Supuesto 3:
Para cada una de las variables, las varianzas condicionales para los dife-
rentes valores de la otra variable son iguales (o7 1%, = Onpy, = 0?)

Supuesto 4:

Para cada variable, las distribuciones condicionales, dados diferentes
valores de la otra variable, son distribuciones normales, es decir, se su-
pone una distribucién normal bivariada.

Con base en estos supuestos, se pasa ahora a definir cdmo se calcula el
coeficiente de correlacion poblacional o coeficiente de correlacién mo-
mento-producto o correlacion de Pearson, que se denota por la letra
griega p (rho) y se utiliza para medir el grado de asociacion lineal entre
las variables Xy Y. Se expresa de la siguiente forma:

Covarianzade Xy Y _ Cov (X,Y)

= = (7.35)
(Desv.est.de X)(Des. est.de) 0, Oy

p

Sien la poblacion todos los pares de valores de Xy Y estan sobre una rec-
ta de pendiente positiva, se dice que hay una correlacion lineal positiva
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perfecta entre Xy Y. En este caso, el valor de Cov (X, Y) sera exactamente
igual al producto gy o, de modo que p sera igual a +1. Es decir, p = +1.

Sien la poblacion todos los pares de valores de X'y Y estan sobre una recta
de pendiente negativa, se dice que hay correlacion lineal negativa perfecta
entre Xy Y. En este caso, el valor de Cov (X, Y) sera exactamente igual al
producto — o o, de modo que p sera igual a —1. Es decir, p = -1.

Si Xy Y no estan relacionadas linealmente (si son variables aleatorias
independientes), entonces la Cov (X, Y) sera igual a cero y el coeficiente
de correlacion sera también igual a cero. Es decir, p = 0.

De las observaciones anteriores se deduce que:
a. -l<p<+1

b. Losvalores de p cercanos a cero indican una débil correlacion lineal
entre Xy Y.

c. Los valores de p cercanos a +1, 0 indican una fuerte correlacion
lineal positiva entre Xy Y.

d. Los valores de p cercanos a — 1, 0 indican una fuerte correlacion
lineal negativa entre Xy Y.

La figura 7.7 ilustra los valores de p correspondientes a algunos diagra-
mas de dispersion seleccionados.

Noétese en las figuras 7.11.b y 7.11.c que dos poblaciones bastante dife-
rentes pueden tener el mismo coeficiente de correlacion, pero diferente
pendiente en la recta poblacional. Las figuras 7.11.c y 7.11.d muestran
la diferencia entre la correlacion positiva y la negativa. Los dos tltimos
diagramas son ejemplos de poblaciones con correlacién cero. En la fi-
gura 7.11.f, X'y Y estan relacionadas, pero en forma no lineal, a pesar de
que existe cierto tipo de relacion p = 0, lo cual remarca el hecho de que
p mide la fuerza de la relacién no lineal.
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(a) p=-1 (b) p=0,80 (c) p=0,80

(d) p=-0,50 (€) p=0 ") p=0

Figura 7.11 Coeficiente de correlacién poblacional
Fuente: MLB

7.17 Coeficiente de correlacion
muestral ()

Como en todos los problemas de estimacion, para estimar el parametro
poblacional p se usaran los datos muestrales (o sea, algunos valores de
dos variables aleatorias Xy Y). En este caso, el estadistico muestral reci-
be el nombre de coeficiente de correlacién muestral y se denota por la
letra r . El valor de r se define del mismo modo que p, pero en términos
muestrales.

Covarianza de los valores muestralesXyY __ Sxy

(desviacién esténdar) (desviacién esténdar) - Sy Sy
muestral de X muestral de Y

1 n N ~
— n—1 Zi:l(Xi - X)(Yl -7
L o2 |1 . (7.36)
\/n— 7 L (7 - X)? \/m S (Y — T2
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La siguiente férmula simplifica el célculo de r:

n ZXiYi - (ZXi) (Z YL)
r= (7.37)
JrEx =X g w - Eny

El coeficiente de correlacion muestral se interpreta de la misma forma
que p, excepto porque se refiere a los valores muestrales y no a los po-
blacionales. Por ejemplo, cuando r = 1 hay un ajuste lineal perfecto
entre los valores muestrales de Xy Y, por lo que se dice que tienen una
correlacion lineal perfecta. Si entre los valores muestrales de X y Y no
hay ninguna relacion, el valor de r es igual a cero.

Para que r sea un estimador insesgado de p, la distribucion conjunta de
Xy Y debe ser normal.

Ejemplo 7.11.:

Obtenga el coeficiente de correlaciéon muestral (r) basandose en los da-
tos del ejemplo 7.1.

Solucion:

Para calcular el coeficiente de correlacion muestral (r) se usan los da-
tos del ejemplo 7.1 y los calculos de la recta de regresion muestral,
ya que se observa que el numerador de p; coincide con el de r y que
n Y xt= () x)*=5032, Por lo tanto, se obtiene que:

T= nYXY,— (X)X Y) - 2088 _ 8175

\/" Lxi-Q Xi)z\/n Y2 — (TY)? V5.032 V4970

Este resultado nos indica que existe una relacion lineal positiva fuer-
te entre las variables ingreso mensual por ventas y gasto mensual en
publicidad.

Se recomienda precaucion a quienes intenten inferir una relacién cau-
sa-efecto del andlisis de correlacion o de regresion, ya que una correla-
cion alta o un buen ajuste de una recta de regresion no implica que X sea
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causa de Y. Ni siquiera implica que X proporcionara una buena estima-
cién de Y en el futuro o con otro conjunto de observaciones muestrales.

Muchos estudiantes recién ingresados a la universidad consideran, por
ejemplo, que la nota obtenida en la prueba de aptitud académica es un
buen indicador de su futuro éxito académico, y es de suponer que ba-
san su opinion en el hecho de que cualquiera de las aptitudes que mide
esta prueba (memoria, inteligencia, vocabulario) influira en sus notas
futuras y no en la consideracién de que las notas altas en el examen de
ingreso influyan en la obtencién de notas altas en la universidad. Otro
ejemplo es el de los economistas, que usan con frecuencia las técnicas de
la regresion para determinar posibles relaciones causa-efecto que pue-
dan ser utiles para predecir el futuro de la economia o el efecto de algu-
na politica econémica; en estos casos se recomienda establecer primero
la base tedrica del problema en cuestion y luego explicar la asociacion
que existe entre las dos variables. Sin una base tedrica que sustente la
relacion entre ambas variables, no tiene sentido el cdlculo de t.

7.18 Prueba de hipodtesis acerca del
coeficiente de correlacion poblacional (o)

Para conocer cuando un valor dado de r es significativamente diferente
de cero, se realiza la prueba de hip6tesis para p = 0. Cuando p = 0 la dis-
tribucion de r es simétrica, mientras que cuando p es diferente de cero,
la distribucidn r es asimétrica. La propiedad de que la distribuciéon de r
es simétrica cuando p = 0 hace posible probar la hipotesis Hy : p = 0 . Para
probar esta hipdtesis se utiliza la siguiente variable aleatoria:

r

1—1r? (7.38)
n—2

t. =

que tiene distribucién t con n - 2 grados de libertad.
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Ejemplo 7.12:

Pruebe la hipétesis H, : p = 0 con un nivel de significacién de 5 % basan-
dose en los datos del ejemplo 7.1.

Solucidon:

Para probar la hipétesis Hy: p = 0 se usa, nuevamente, el ejemplo 7.1,
en el cual ya se calcul6 que r = 0,8115 Por la misma razén que antes se
utilizd la hipotesis alternativa H, : f; > 0se usaahoraH, : p > 0,y el valor
del estadistico de prueba seria:

0,8175
to = ——==3,173

© 1—(08571)2
/ﬁ_

El valor critico es el mismo que se obtuvo para probar H;: 8; > 0, es
decir, t5, o5 = 2,015. Por lo tanto, se rechaza H, y se concluye que existe
una correlacion lineal positiva entre las variables de estudio.

El valor de t en esta prueba, t = 3,173, es exactamente el mismo que se
obtuvo al probar H, : 8; = 0. Esta concordancia se debe a que son prue-
bas equivalentes. Ademas, § y r estan estrechamente relacionados, pero
producen diferentes interpretaciones, ya que r mide la asociacion lineal
entre X y Y, mientras que £; mide el tamafio del cambio medio en Y
cuando X cambia en una unidad. Asi, se puede obtener §; en funcién de
ry viceversa.

.S, .S,
B = TS, YT =h 5, (7.39)
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Ejercicios

1.

il.

iii.

iv.

Considere la estimacion de la funcién de produccién que expresa la
relacion entre el nivel de salida y el nivel de entrada de mercancia
de un factor que tienen los datos que se indica en la siguiente tabla:

Tabla 1. Datos

Entrada x Salida y
1,00 0,58
2,00 110
3,00 1,20
4,00 1,30
5,00 1,95
6,00 2,55
7,00 2,60
8,00 2,90
9,00 3,45

10,00 3,50
11,00 3,60
12,00 4,10
13,00 4,35
14,00 4,40
15,00 4,50
Fuente: MLB

Asuma que los datos pueden ser descritos por el modelo estadistico
Ye = By + x.8;1 + e, donde la variable aleatoria e,~(0,0?2). Utilice la
regla de los cuadramos minimos para estimar S,y f3;.

Dé una interpretacion econdmica de los pardmetros estimados.
Utilice los resultados del literal (a) para trazar la funcién de pro-
duccidn.

Si el costo de alimentacion es de 6 centavos por libra, obtenga las
funciones del costo total y el costo marginal.
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Muestre como utilizar la funcion del costo total (la cual relaciona el
costo total con la salida) para obtener estimados de los parametros
de la funcién de produccion conectando entrada de alimentacion y
salidas de carne de aves de corral.

Considere las siguientes 5 observaciones sobre y, ={5,2,3,2, -2} y
xt = {312!1l _1!0}-

i. Encuentre Z?=1 Xt Ve, ZE=1 X Yt, ZE=1 Yo, ¥ ZE=1 Vt.

ii. Encuentre g, = %ﬁw yby =y — by x.

iii. Dé una interpretacion de las cantidades que usted ha calculado.

iv. Utilice la férmula de derivacion 5 _ L0~ 3@ — %) para estimar .
Y(x, — %)

Pruebe la linealidad de la regresion en los ejercicios 1y 2.
Se realiza un estudio sobre la cantidad de azucar transformada en

cierto proceso a varias temperaturas. Los datos se recolectan y se
registran como sigue:

Temperatura, x PR
transformada, y

1 8,1
11 7.8
1,2 8,5
1,3 9.8
14 95
15 8,9
1,6 8,6
1,7 1,02
18 9,3
19 9,2

2 10,5

Fuente: MLB

Estime la linea de regresion lineal.
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Estime la cantidad media de aztcar transformada que se produce
cuando la temperatura codificada es de 1,75.

Utilice un procedimiento de andlisis de varianza para probar la hi-
potesis de que B, = 0 contra la alternativa de que S, # 0 a un nivel
de significancia de 0,05.

A los estudiantes de primer afio en un pequeno colegio se les apli-
ca un examen de clasificaciéon en matematicas. Al estudiante que
obtiene una calificacion por debajo de 35 se le niega la admision
al curso regular de matematicas y se le matricula en un grupo de
regularizacion. Las calificaciones del examen de clasificacion y las
calificaciones finales de 20 estudiantes que toman el curso regular
se registran a continuacién:

Tabla 3. Calificaciones del examen de clasificacion

Examen de Calificacion del Examen de Calificacion del
clasificacion curso clasificacion curso
50 53 90 54
35 41 80 91
35 61 60 48
40 56 60 71
55 68 60 71
65 36 40 47
35 11 55 53
60 70 50 68
90 79 65 57
35 59 50 79
Fuente: MLB

Con referencia a esta informacion, construya:

Un intervalo de confianza de 95 % para las calificaciones promedio
del curso de estudiantes que obtienen 35 en el examen de colocacion.
Un intervalo de prediccion de 95 % para las calificaciones del curso
de un estudiante que obtiene 35 en el examen de colocacidn.
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ELEMENTOS DE MUESTREO

Se debe tener en cuenta que el muestreo parte de las definiciones bésicas
de universo de estudio, variables de interés y parametros a investigar, y
utiliza conceptos propios de la estadistica. Algunos se han visto en capi-
tulos anteriores y otros se presentan a continuacion.

a. Marco muestral: es la lista o registro de las unidades de muestreo,
es decir, el material o dispositivo usado para tener acceso a los ele-
mentos de la poblacion de interés. Es la base sobre la cual deben
disefarse los procesos de seleccion.

El muestreo es una metodologia que, apoyandose en la teoria estadis-
tica y de acuerdo con las caracteristicas del estudio, indica como se-
leccionar y medir una parte de los elementos de la poblacién (mues-
tra) para hacer inferencia vélida sobre el comportamiento global de la
poblacion. El muestreo puede ser probabilistico o no probabilistico.

En la teoria de muestreo se parte de un universo finito. Una muestra
es el conjunto de elementos extraidos del universo, ya sea mediante
un método sin reposicion, en el cual las muestras son de tamafio
menor o igual al universo, o mediante métodos con reposicion, en
los que es posible que las muestras sean mayores al universo.

b. Representatividad de la muestra: grado en el cual la muestra re-
produce las caracteristicas de la poblacion.

c. Disefio muestral: todo disefio muestral comprende las siguientes
partes:

i. Meétodo de seleccidon de la muestra

ii. Estimadores a utilizar y propiedades
iii. Determinacién del tamafo de muestra
iv. Modificaciones al disefio bésico
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Una muestra sin reposicion puede seleccionarse:

De manera aleatoria: garantiza inferencias estadisticas validas y mejora-
mientos acumulativos a través de la separacion y evaluacion objetiva de
sus fuentes de error

Por tablas de numeros aleatorios

Por computadora

8.1 Muestreo probabilistico

Una muestra es probabilistica si:

a. Dispone de un marco muestral para los elementos del universo a ser
seleccionados, denominados unidades de muestreo.

b. Todas las unidades de muestreo tienen una probabilidad conocida
de antemano y una probabilidad mayor a cero de ser incluidas en
una muestra.

c. Elmecanismo de seleccion de la muestra corresponde a las probabi-
lidades asignadas con anterioridad a cada objeto.

El muestreo probabilistico comprende el muestreo aleatorio simple, el
muestreo sistematico, el muestreo estratificado, el muestro por conglo-
merados, entre otros. Cada uno de estos métodos de muestreo tiene un
desarrollo teérico particular y la aplicacion de cualquiera de ellos es
conveniente realizarla con la asesoria de profesionales calificados de la
estadistica. Para un tratamiento detallado de los métodos de muestreo,
se recomienda al lector consultar bibliografia especializada.

8.1.1 Muestreo aleatorio simple

En el caso particular en que cada uno de los elementos de la pobla-
cién tenga la misma probabilidad de integrar la muestra, y que todas las
muestras de tamafo n tengan la misma probabilidad de ser elegidas, se
dice que el muestreo es aleatorio simple y que las muestras son muestras
aleatorias simples. El muestreo probabilistico y especificamente el alea-
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torio simple constituyen el soporte fundamental de la inferencia esta-
distica. Por otro lado, en la teoria de probabilidades se utilizan muestras
aleatorias en el desarrollo e ilustracion de su formulacién.

Para obtener una muestra aleatoria simple se enumeran las unidades de
la poblacién de 1 a N y posteriormente se extrae una serie de # niime-
ros aleatorios entre 1 y N (tarea que se puede realizar usando una tabla
de numeros aleatorios o mediante un programa de computacién que
produce una tabla semejante). Las unidades cuya enumeracion coincide
con la serie de niimeros seleccionados conformaran la muestra aleato-
ria. En este esquema muestral, si una unidad muestral fue previamente
seleccionada, entonces no puede ser seleccionada nuevamente (mues-
treo sin reposicion). En cada extraccion el proceso debe garantizar la
misma oportunidad de seleccién a todos y cada uno de los elementos
que no hayan sido seleccionados aun.

El muestreo aleatorio sin reemplazo de poblaciones finitas consiste en la
seleccion de n elementos tomados de una poblacién con N unidades, de
modo que todas las posibles (IZ ) muestras de tamafo » tengan la misma
probabilidad de ser seleccionadas.

La probabilidad de elegir cualquier muestra individual, digamos S, de n
unidades viene dada por:

1 1 n!' (N —n)!
P :U= NN 8.1)
n n (N — n)!

Este método de muestreo se usa en poblaciones suficientemente homo-
géneas, es decir, cuya varianza poblacional tienda a cero. Exige disponer
una lista enumerada de 1 a N y mediante un experimento aleatorio se-
leccionar a cada uno de los n elementos de la muestra.

Dos factores afectan la cantidad de informacion contenida en la mues-
tra y, por tanto, la precision: tamafio de la muestra y cantidad de varia-
cidn que se controla por el tipo de muestreo.
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8.1.1.1 Estimacion de la media

Suponga que y4, ¥,, ..., ¥, €8 una muestra aleatoria sin reposicion de una
Y V2 n
poblacion con media u y varianza o2

Z}’i
n

La estimacion de la media es: j =

La varianza para la muestra viene dada por:

2 _ 52
g2 = Lyi —ny (8.2)
n—1
Y la covarianza poblacional es diferente de cero, tal como se aprecia
en la ecuacién 8.4.

1

2 8.3
L 63

Cov(yl-, y]-) = —

Para determinar el tamafio de la muestra cuando se quiere estimar la
media poblacional, recordando lo visto en el capitulo cuatro sobre el
intervalo de confianza para la estimacion de la media poblacional, se
tiene que:

Y Ftiyz |V (V) (8.4)

En este caso, t(, \/17_(17) es el error de estimacion, el cual se representa
como B. Luego, para estimar el tamafo de la muestra se despeja n de B,
bien sea que se conozca la varianza poblacional a partir de la ecuacion
(8.5) 0 que no se conozca, en cuyo caso se usaria la ecuacion (8.6).

e =B =t 1) =t J% =1 ©9
e =B =t 1) = t, % (7=1) 6

Elementos de muestreo ) 217

Despejando n de la ecuacion (8.5), el tamaifio de la muestra se obtiene
mediante:

B No? e No?
AT EE R
ta

Para obtener el tamafio de la muestra cuando se esta haciendo inferencia
para el total poblacional (z = Np), se utiliza la expresion dada en (8.8).
Nog?
= — 8.8
n (N-1)D+0? (8.8)
eZ

D :D = ——

onde N
Tabla 8.1 Estimador de la media, la varianza de la media, el total y la

varianza del total bajo un muestreo aleatorio simple

Media Total Proporcion
1 - 1 T 1 n
Estimador ﬁ=37=r—l Yi f=N37=N.EZyi ,3:5. i
j=1 Jj=1 i=1
N s2/N—-n 2/N—-n\ |~ p.qg (N—n
—_—— Py = 2_ - —
V@_n(N) P =n (N) re n—l(N)
Varianza -
2 _ i=1(Vi — ¥)
n—1
- =0 S Mg
Tamaiio de "TW-Db+or | "TW-DD+0? (N—1)D +pq
muestra _B? b B2 b B_2
N T t2N? t2
Fuente: MLB

El muestreo aleatorio simple tiene como ventajas:

a. Elsolo hecho de realizar muestreo.
b. Lasimplicidad en determinar la precision de las estimaciones a par-
tir de las observaciones muestrales.
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c. Latendencia a reflejar las caracteristicas del universo; esto es, cuan-
do el tamafio de la muestra crece, esta se hace cada vez mas repre-
sentativa del universo o poblacidon.

Entre las desventajas del muestreo aleatorio simple se encuentran:

a. Sesupone un listado completo.

b. Para poblaciones muy grandes, la enumeraciéon de los elementos
demanda tiempo y trabajo que se pudieran utilizar en otro disefio
muestral.

c. Implica costos mayores con la dispersion espacial de las unidades
muestreadas.

8.1.2 Muestreo sistematico

En el muestreo sistematico los elementos de la poblacion se enumeran
o se ordenan.

Eleccion de una muestra sistematica

Una muestra sistematica de 1 en k es la que se extrae de la siguiente
forma:

a. Seselecciona aleatoriamente un elemento (llamado punto de inicio)
de los primeros k elementos de la poblacion.

b. Después se selecciona cada k-ésimo elemento hasta conseguir una
muestra de tamafo n.

c. En general, k se toma como el nimero entero menor o igual que el
cociente = :

N n
N
De esta manera, nos podemos encontrar con las siguientes situaciones:

k<

a. k=n/N es entero. Entonces se obtienen exactamente n observacio-
nes.
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Por ejemplo, si N = 100 y n = 5, entonces k = 20. Y aun tomando la
ultima observacion del primer intervalo (20°), obtenemos 5 obser-
vaciones: 20°, 40°,..., 100°.

b. k=n/N no es entero.

Por ejemplo, si N = 103 y n = 5, entonces n/N = 20,6 y tomamos k
=20.

Segun el punto inicial nos podemos encontrar con estas situaciones:
a. Sielegimos, por ejemplo, el 2° como punto inicial, obtendriamos:
2°,22°,42°,62° 82°...

Al dividir la poblacidn en 5 intervalos de 20 elementos, sobran 3.
Si no hay problema de costo podriamos elegir también el 102° y la
muestra seria de tamafo 6.

b. Si se elige, por ejemplo, la observacion 18° como la inicial, obten-
driamos una muestra de tamafio 5:

18°,38°,58°, 78°,98°
8.1.2.1 N es desconocido

En este caso, la decision sobre el valor de k se tomara de forma que se
asegure el nimero minimo deseado de elementos de la muestra. Se deber
tener en cuenta que N se estima por defecto, asi k serd menor de lo nece-
sario y, por tanto, el tamafio muestral sera mayor o igual de lo requerido.

Ventajas del muestreo sistematico frente al muestreo

aleatorio simple (m.a.s.)

a. En la practica, el muestreo sistematico es mas facil de llevar a cabo
y esta expuesto a menos errores del encuestador (en el m.a.s. se nos
juntaria el trabajo si dos nimeros aleatorios fueran consecutivos o
muy préximos).
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b. Con igual tamafio de muestra el muestreo sistematico proporciona
mas informacioén que el muestreo aleatorio simple. Esto se debe a
que la muestra sistematica se extiende uniformemente a lo largo
de toda la poblacion, mientras que en el muestreo aleatorio simple
puede ocurrir que un gran numero de observaciones se concentre
en una zona y descuide otras.

Usos del muestreo sistematico:

Este tipo de muestreo es utilizado en los planes de muestreo para el con-
trol de calidad en el proceso de fabricacidn, por los auditores cuando se
enfrentan a largas listas de apuntes para comprobar y por los investiga-
dores de mercados cuando analizan personas en movimiento.

Tabla 8.2 Estimador de la media, la varianza de la media, el total y la
varianza del total bajo un muestreo aleatorio sistematico

Media Total Proporcion

n n

R 1
Z)’i Dsy = ;-Z)’i
j=1 i=1

o sE/N—-n\ |.,_ s2/N—-n\|.,. Dsy-Gsy (N —n
P0) = () [76) = N2 ()| 70) = ()

S|

_ 1 . _
Estimador l‘:ysy:_zyt' T=N.ys =N.
=

Varianza N .,
§2 = Zi:l(yi - ysy)
n—1
N Ng? Ng? Npq
I e—— n=—] o e——
Tamafio de (N —DD + o2 W-DD+o2 | "TWN-DD+pq
muestra B? B? _B?
b=% b= b=%
ta taN «a
Fuente: MLB

8.1.3 Muestreo estratificado

Es el procedimiento mediante el cual se escoge una muestra aleatoria
estratificada. Ahora bien, una muestra aleatoria estratificada es la obte-
nida mediante la divisién de la poblacién en subpoblaciones denomina-
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das estratos. De cada estrato se selecciona en forma independiente una
muestra aleatoria simple, tal como se muestra en la figura 8.1.

Figura 8.1 Muestreo estratificado
Fuente: adaptado de Universidad de Alicante (s.f.)

Las razones que tiene el investigador para estratificar son, entre otras:

a. Aumentar la precision de las estimaciones al disminuir la variacion
de los estratos.

b. Disminuir los costos al estratificar y variar las fracciones de mues-
treo de los estratos.

c. Definir los estratos como dominios de estudio y obtener estimacio-
nes con precisién conocida para los estratos.

Para seleccionar una muestra aleatoria estratificada, se debe dividir la
poblacion en estratos de acuerdo con las razones que se tengan para la
segmentacion. Luego hay que ubicar cada una de las unidades mues-
trales en sus respectivos estratos. Una vez realizado lo anterior, se debe
asignar el tamafio muestral de cada estrato, digamos n, y por tltimo
seleccionar muestras aleatorias simples en cada estrato de manera in-
dependiente.
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Tabla 8.3 Estimador de la media, la varianza de la media, el total y la
varianza del total en un muestreo aleatorio estratificado

Media Total Proporcion
NI L o
#=yest=NZNiyi L
i=1 L
. te = NFee = Y N7t 1N,
Estimador |donde et LT e = NZ Nip;
- Vij i=1
yi=) =
A
=
L N L a L
Heo 1 Ni—mng SE S _ Ne—n;g ST | _ o Ni—n P
V(est) = mzi N; N V(tes) = ZN[ZT'Z V(Bese) = Z}:M N m—1
Varianza n _ 2
A Y ':10’1']' -¥)
Y et it
L n; — 1
af 2 a? b.d;
90 2% 2 Ddi
ZWlwi XN; w, %N Wi
= nET [ p— L p———
Tamaiio de D + 3% Wo? D + 5% Nio? D + 52 N,
muestra )
w Ni D Bz n; B2 D= B
=L p=__ Wi=— D= =
Y t2 ‘T t2. N2 %
Fuente: MLB

Se debe recalcar que seguin sea la afijacion utilizada en el muestreo sis-
tematico, a saber, proporcional, de Neyman u dptima, el tamaio de la
muestra puede verse afectado.

8.1.4 Muestreo por conglomerado

Este tipo de muestreo se le conoce también como en etapas o multietapi-
co. Se emplea cuando se desea estudiar una poblacion grande y dispersa,
y no se dispone de ningun listado para aplicar las técnicas anteriores. En
lugar de seleccionar sujetos, se seleccionan subgrupos o conglomerados
a los que se les da el nombre de unidades de primera etapa o unidades
primarias. La diferencia con los estratos del tipo de muestreo anterior
es que los conglomerados ya estan agrupados de forma natural (hospi-
tales, escuelas, etc.). Posteriormente, se seleccionan las unidades de la
segunda etapa de manera aleatoria a partir de las unidades primarias.
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Asi sucesivamente, hasta llegar a las unidades de analisis, que seran los
individuos que compongan la muestra de estudio.

Este muestreo, en numerosas ocasiones, es efectivo para obtener la in-
formacion deseada a un menor costo, aunque el uso de los conglomera-
dos conlleve, en algunos casos, a una varianza mayor de los estimadores.

Este disefio se justifica cuando:

a. Existe un alto costo por la movilizacion o traslado entre las unida-
des primarias, ya que permite disminuir las distancias. Por lo ge-
neral, los conglomerados son areas fisicas o geograficas donde las
unidades primarias estdn contiguas.

b. No existe una lista de las unidades primarias (o ultimas) sobre las
cuales hay que tomar las observaciones, y el costo de levantar un
marco muestral de estas unidades es alto, en comparacién con el
costo de muestrear sobre conglomerados, los cuales si pueden dis-
poner de un marco o directorio.

c. Hay pequenas unidades donde puede ser dificil fijar con precisién
sus limites; sin embargo, puede ser posible y facil dividir en unida-
des mayores y luego muestrear y medir aquellas unidades mayores
seleccionadas. Ejemplo: animales.

La diferencia de objetivos entre estratificados y conglomerados conduce
a diferentes criterios para establecer los conglomerados o los estratos.
En contraste, con el estratificado, la varianza del estimador se hace pe-
quena al hacer el conglomerado, tanto como sea posible, representativo
de la diversidad de toda poblacidn, y los conglomerados deben ser en lo
posible construidos lo mas semejantes entre si. A diferencia del mues-
treo estratificado, donde los estratos deben ser homogéneos dentro de si
y heterogéneos entre si.

8.2 Muestreo no probabilistico

El muestreo no probabilistico, también llamado muestreo subjetivo o
por conveniencia, se caracteriza porque en la eleccion de los elementos
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de la muestra interviene el conocimiento y la opinion de la persona que
realiza la seleccion. Usualmente, la muestra se selecciona de acuerdo
con la conveniencia y comodidad de la persona. En este tipo de mues-
treo se ubican muestreo por cuotas, muestreo bola de nieve, muestreo
por juicio (opinién) y muestreo sin norma (por conveniencia).
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Ejercicios

Defina las poblaciones adecuadas de las que se seleccionaron las si-

guientes muestras:

i. Sellamo por teléfono a 200 personas en una ciudad y se les pidio
nombrar al candidato por el que votarian en la eleccion para que
sea el representante del consejo comunal.

ii. Selanzo 200 veces una moneda y se registraron 34 cruces.

iii. Se probaron 200 pares de un nuevo tipo de tenis en un torneo
profesional y, en promedio, duraron cuatro meses.

iv. Una abogada tard¢ 21, 26, 24, 22 y 21 minutos en manejar de su
casa en los suburbios a su oficina en el centro de la ciudad..

Una empresa eléctrica fabrica focos que tienen una duracién apro-
ximadamente distribuida de forma normal con una desviacion es-
tandar de 40 horas. Si una muestra de 30 focos tiene una duracion
promedio de 780 horas, ;de qué tamaiio se necesita una muestra si
deseamos tener 96 % de confianza de que nuestra media muestra
esté dentro de 10 horas de la media real?

Se fabrica cierto tipo de hilo con una resistencia a la traccién media
de 78,3 kilogramos y una desviacion estandar de 5,6 kilogramos.
;COmo cambia la varianza de la media muestra cuando el tamafo
de la muestra:

i. Aumenta de 64 a 1967

ii. Disminuye de 784 a 49?

Si la desviacién estandar de la media para la distribuciéon muestral
de muestras aleatorias de tamafio 36 de una poblacién grande o in-
finita es 2, ;qué tan grande debe ser el tamafio de la muestra si la
desviacién estandar se reduce a 1,22
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P[Z>z]
o z

£ 0.00 0.01 0.02 0.03 0.0a 0.05 0.06 0.07 008 0.09
-3 00013 0,0013 0,0013 0,0012 0,0012 0,0011 00,0011 0,0011 0,0010 0,0010
2,9 0,0019 00018 0,001 00017 00016 | 00016 00015 0,001 00014 0,0014
2,8 0,0026 0,0025 0,0024 0,0023 0,0023 0,0022  0,0021 0,0011  0,0020  0,0019
2,7 0,0035 0,0034 0,0033 0,0032 0,0031 0,0020 0,0029 0,0028 0,0027 0,0026
-2,6 0,0047 0,0045 0,0044 0,0043 0,0041 0,0040 0,0039 0,0038 10,0037 0,0036
2,5 0.0062 0,0060 00058  0,0057 0,0055 00054  0,0052 00051  0.0049 0,0048
-2.4 0.0082 0.0080 00078 00075 0,0073 0,0071 00069 0.0068 00066 0.0064
2.3 0.0107 0.0104 0.0102 0.009% 0.0036 0.0054 0.,0031 0.0083 0.0087 0,0084
2.2 00139 00136 00132 00129 0,0125 00122 00119 00116 00113 0.0110
21 0,0179 0,0174 00170 00166 0,0162 0,0158 00154 0,0150 00146 0,0143
2 00228 0,0222 0,0217 | 00212 0,0207 0,002 0,0137 0,012 00188 0,0181
-1,9 no0r&ET n,0781 0,074 0,0268 00,0262 00256 0,0250 no0zr44 00,0239 00733
1,8 0,0359 0,0351 00344 | 00336 00329 | 00322 00314 0,0307 00301 0,0294
1,7 u,0846 L0846 D0ALF | D041 00409 | 00801 00392 00384 00805 00367
1,6 0,0548 0,0537 00516 00516 0,0505 0,0495  0,0485 0,0475  0,0465 0,055
15 0,0668 0,0655 00643 00630 00618 00606 00594 00582 00571 0,0559
1,4 0,0208 0,0793 0,0778 00764 0,0749 00,0735 0,0721 0,0708 10,0694 0,0681
13 0,0968 0,0951 0,0934 0,008 0,0901 0,0885  0,0869 00853  0,0838 0,0823
-1,2 0,1151 0,1131 0,1112 0,1093 0,1075 0,1056 0,1038 0,1020 10,1003 0,0985
1,1 0.1357 0.1335 01314 01292 01271 01251 01230 01210 01130 01170
-1 0,1587 0,1562 01539 01515 0,1492 01469 01446 0,423 01401 0.1379
0,9 0,1841 0,1814 01788  0,1762 0,1736 01711  0,1685 0,1660 10,1635 0,1611
0,8 0.2119 0,2030 02061 10,2033 0,2005 01977  0,1%49 01922 01834 0,1867
0,7 0,2420 0,2389 02358  0,2327 0,2296 02266 02236 02206 02177 0,2148
0,6 02743 0,2709 0,2676  0,2643 0,2611 0,2578  0,2546 02514 0,2483 0,2451
0,5 0,3085 0,3050 0,3015 0,2981 0,2945 0,2912 0,2877 0,2843 10,2810 0,2776
0,4 0,3846 0,3409 0,337z 03336 0,3300 0,364 03238 03192 03156 0,3121
03 0,3821 0,3/43 03545 0,307 03669 03632 03594 0,355/ 03520 0,34%3
0,2 0,4207 0,1168 04129 0,4090 0,4052 0,4013  0,3974 0,3936 10,3897 0,3859
0,1 0,4602 0,4562 0,4523 0,4483 0,4443 0,4404 0,4364 0,4325 0,4286 0,4247
o 0,5000 0,4960 04920 0,4880 04840 0,4801 04761 0,4721 10,4681 0,4641
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Anexo A (Tabla de distribucion normal) P[Z> 2] Anexo B

(Tabla de distribucion chi-cuadrado)

f::,:: 0001 0005 001 002 0035 003 004 005 04 045 03 035 03 035 04
1 10,83 7579 b,635 5417 3024 4.70% 4,218 3,241 I,70& 1071 1542 1313 1,074 0,873 0708
p 1382 106 931 7H24 TITE 7013 6438 5991 4605 3704 3118 2,773 2408 21 1833
3 | 1627 1284 11,34 9837 9308 8847 8,311 7RIS 6,251 ST 4,642 3,108 3665 LIE3 1946
4 1847 148 13328 1167 11,14 1071 10003 9488 7,779 6743 5989 5385 48TE 4438 4043
s 2052 1675 1500 1339 1283 1237 11,64 11,07 9.236 £115 7,389 G626 6064 5573 5132
B 1Z4e 1255 1eSE1 1503 1443 13,97 132 12,59 1064 2445 3558 7,241 7,131 6,655 6211
7 | 2432 2028 1848 1662 1601 1551 147 14,07 1200 10,75 %803 0,037 BIS3 7806 7.283
B 25,12 21395 zZ009 18,17 17,53 1701 1&17 15,51 13.3s 12,03 11,03 10,22 9,524 E,503 E.351

a 1788 23,58 2167 1968 1902 1848 1761 1692 1468 1329 1124 1139 1066 1001 9414
1 22,58 2519 2321 2106 0% 1992 15202 1831 15%2 14,53 1344 12.55| 11,78 11,1 1047

11 31,26 26,76 24,72 I2,6F 1183 21,34 2041 19.68| 17,28 15737 1463 137 120 1218 11,53
12z 391 183 26,22 05 R34 2174 21,79 21,03| 18,55 169% 1581 1485 1401 13,37 12,58
13 34,53 2982 2749 2547 24,74 24,12 23,14 22,36 19,81 18,2 1598 1598 1512 14,35 13,64
14 36,12 31,32| 20,14 26,87 2611 2549 2440 23,68| Z106 1941 1815 17,12 1632 154F 14,69

15 37,7 ArB| 3058 1826 1749 26,85 2582 I5) X231 206 1991 1825 19,32 1649 1573

Gelos de

Ebortad | 0,45 05 055 06 065 07 075 08  0ES 00 0% 0075 093 099 0,595
1 0571 D455 0,357 0,275 0.206 0,148 0,102 0,064 0,036 0.016 0004 1E03 SEOQ8 JED4 JEDS
2 1,597 1,3RE 1,196 1,02F OREX 0,713 0,575 0446 0,325 0,211 0,03 0051 0048 002 0,01
i 24643 2,366 2100 1,869 1,693 1424 1213 1005| 073 0584 0352 0016 0185 0115 0072
4 3687 3,357 3,047 2,753 247 2,195 1923 1649 1,366 1064 D711 0484 0,429 0,257 0,207
5 4,728 4,351 3996 3,655 3,323 3 2,575 2,343 1,934 161 1,145 0E31 0,732 0,554 0412

5765 5,348 4,552 4,57 4,197 3,828 3455 3,07 1,661l 2204 1535 1,237 1,134 087Z 0676

68 6,346 5913 5493 5087 A671 4,355 3,872 3,358 1,833 2167 159) 1,564 1,239 0089
1833 7324| 68T 6,423 50975 5527 5071 4594| 4,078 349 2733 118 2,032 1646 1334
8.B63 8,343 7,843 7,357 &R7TE 6,393 5393 5.3R| 4,817 4,168 3325 1,7 2,537 LOAR 1,733
in 9802 9,342 BB1? B295 T.783 7267 6737 6ATH| 557 4865 304 3047 3,080 1558 1156

W oE W ;o

11 10,82 10,34 9,783 9,237 £695 8,148 7584 6,989 5,336 5,578 4575 3,816 3,600 3,053 2603
1z 1195 1134 10,76 10,18 9612 9,034 8438 7807 7,194 6304 5326 4404 4176 3571 3074
13 1297 12.34) 11,73 11,03 10,53 5926 9299 §G34| 7,901 7.042 5802 5009 4,765 4,107 3565
14 14 13,34 12,7 12,08 11,45 10,82 10,17 9,457 869 779 6571 5629 5368 4,65 4073
15 1502 14.34) 13,68 13,03 1238 15,72 1004 1031 | 9,4%0 8547 7261 6,262 5985 5239 4601
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Anexo C Anexo D
(Tabla de distribucion t-student) (Tabla de distribucion F con a = 0,01)

q o4 025 01 005 0025 0,013 0,006 0,003 0,001 0,0005 Yz 3 4 s 8 7 B 9 W w3 13 w15 16
Gdas de 1| 10863 40500 53503 s5.833 57,210 58,208 55006 $9,439 SO.858 60,105 60,473 60,705 60,903 61,073 61,220 61,350
] 20 0,8 0,5 0,2 0,1 o.05 0,025 0013 0,005 0,003 0,001 2| B526  B®526 8526 8,516 8576 516 ESIE K536 E536  BS5I6 R516  R516 B526  R516 RSI6 ESI6
libertad A 5538 5461 5391 5343 5309 5485 5206 525 5290 5.230 5.2 5116 5110 5105 5200 5196
1 0,325 1,000 3,078 6,314 12,706 25,452 50,92 127,32 254,65 636,62 af 8545 8325 4191 4,207 4051 4010 3373 3955 3936 3,920 3,907 3,896 3,886 3,878 3,870 3,864
2 0,289 0216 1,886 2920 4,303 6,205 2260 14,089 19962 31,599 5| 4060 3,780 3,619 3,520 3,453 3,405 3,368 3,330 3,306 3,207 3,282 3,268 3,257 3,247 3,238 3,230
3 0,277 0,765 1,638 2,353 3,182 4,177 5,392 7,453 9,465 12,924 6| 3776 3453 3289 3181 3,108 3055 3014 2983 2958 2937 2,920 2,905 2,892 2881 2871 2,863
4 0,271 0741 1,533 2,132 2.776 3,495 4315 5 508 6,758 8,610 7| 3583 3357 1074 2061 | JAAX RAPT ATAR 278} 2735 MM 2RA4 JARR | 2654 DR43 | 2RIY | AN
&| 3.458 3013 2924 2806 2726 2668 2628 2585 2561 2.538 2.519 2502 2.485 2475 2464 2455
5 0,267 | 0,727 | 1,476 | 2,015 | 2,571 | 3,163 | 3.810 | 4,773 | 5,604 6,869 gl 3,360 3006 2,13 2,693 2,611 2,551 2,505 2465 2440 2416 2,396 2,379 2,364 2,351 2,340 2,315
10| 2285 2021 2,723 2605 2,522 2461 A1 2377 2347 2333 2,302 2,284 2269 2255 2244 2213
a 0,265 0,718 1440 15943 2447 2,969 3521 4317 4981 5,959 1| 2225 2860 2660 2536 2451 2,389 2341 2304 2274 2248 1,227 2,309 2,193 2179 2167 1156
7 0,263 0,711 1415 1,895 2365 2,841 3335 4,029 4,595 5,408 12| 3007 2807 p00b  ZABU 2398 2331 LIS L4 | LJIA 2088 L16b L140 L131 117 2105 L0494
] 0,262 0,706 1,397 1,860 2,306 2,752 3,206 3,833 4,334 5041 13] 3136 2763 2560 2434 2,347 2,283 2,234 2,195 2,164 2,138 2,116 2,057 2,080 2,066 2,053 2,042
9 0261 0,703 1383 1,833 2,262 2685 3111 3600 4,146 4781 1a| 3002 2726 2522 2,395 2,307 2,243 2193 2154 2122 2,005 2,073 2,054 2007 202 2010 199
. . . - L . . " . . -1J ‘l‘ 2 15| 2073 2695 2490 2361 2273 2,208 2158 2,119 2,086 2,059 2,037 2,017 2000 1985 1972 1961
10 0,260 | 0,700 | 1,372 | 1,812 | 2,228 | 2,63 3,038 | 3,581 AL 158 16| 1M4R FARR 747 7133 2744 27RO 21RO ZNRR O AORS PAPR 2005 1985 1968 1951 1840 L9IR
17| 3026 28y 2837 2308 2218 2150 L10Z LUGL LU ZOUL  LH/¥  LYS8  1MAU 1825 1817 1500
11 0260 0657 1,363 1,796 2,201 2,593 2,881 3,487 E.R95 4,437 18| 3,007 z624 2,416 2286 2,136 2,130 2079 2,038 2005 1977 1,954 1933 1916 1900 1887 1875
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Anexo D Anexo E

(Tabla de distribuciéon F con a = 0,01) . . o
(Tabla de distribucién F con a = 0,10)
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El presente manual aborda el contenido programatico de la asignatu-
ra Inferencia Estadistica de una manera clara y sencilla permitiendo al
estudiante vencer las dificultades que con frecuencia se les suelen pre-
sentar.

El trabajo esta constituido por ocho capitulos, siguiendo por supuesto,
el contenido programatico de la materia en cuestion. Se comienza ha-
ciendo un recorrido por aguellas distribuciones continuas necesarias
para la estimacion de los parametros tales como: la media poblacional,
la varianza poblacional, la proporcion poblacional, entre otros.

El capitulo dos hace mencion a la distribucion en el muestreo y al teo-
rema fundamental en estadistica como lo es el Teorema Central del
Limite. EL capitulo tres aborda los conceptos necesarios en la inferen-
cia estadistica como Lo son: Los parametros, estadisticas, estimadores,
propiedades de Los estimadores.

En el capitulo cuatro se desarrollan los procedimientos de inferencia
estadistica para una sola media poblacional cuando el tamafio de mues-
tra es grande o pequefio. En el capitulo cinco se analizan Los procedi-
mientos de inferencia estadistica para unay dos proporciones poblacio-
nales utilizando La distribucion normal. EL capitulo seis se relaciona con
los procesos de inferencia estadistica para una varianza y dos varianzas
poblacionales. En el capitulo siete se analizan situaciones donde inter-
vienen dos variables cuantitativas con el fin de observar las relaciones
existentes entre ellas, a través de dos técnicas: la regresion y la correla-
ciony para finalizar el capitulo ocho, hace referencia a los elementos de
muestreo, tipos de muestreo probabilistico y no probabilistico.

En cada uno de estos capitulos se presentan, ademas de la teorfa basica,
ejemplos adecuados para reforzar Lo expuesto en el mismo.
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